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Résumé sur les complexes (notions de Terminale)

L’ensemble C des nombres complexes est I’ensemble

des nombres z de la forme x + 1y avec 12 =— 1.

Forme algébrique : z=x+iy avec xe R et ye R.

Partie réelle : Re(z)=x.

Partie imaginaire : Im(z)=y.

Imaginaire pur : Nombre complexe de la forme z =iy avec ye R.

Les opérations de base (+, —, x et =) ont les mémes propriétés que dans R, en particulier les regles de
puissances et les identités remarquables fonctionnent dans C. La propriété « un produit de facteur est nul si et
seulement un facteur est nul » est valable dans C.

Conjugaison

(Complexe) conjugué : z=x—1iy.

7Z+7Zz 7Z—7
et Im(z)=

e Re(z)=

i
e 7ecR (zestréel) & Im(z)=0 © z=1z;

e 7z€iR (zestimaginaire pur) <& Re(z2)=0 & z=-z;

e 72=0 & z=0 (etdonc z#0 & z=#0).

VzeCetVZeC:

+7 * 727 =27

N |

*7+7 =
z 7 Y

. (—j:j (avec z #0) ¢ z2"=7" (VneZ avec z # 0 si nécessaire)
z Z

Module et argument

Forme trigonométrique : z=1zI(cos0+isin0) (pour z # 0).

e |zl estle module de z ;

e 0 =arg(z) est un argument de z.

Siz=x+iy,ona:

X )
lzl={x2+y2, cosezm et smezl.

[z]
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VzeCetVZzZeC:
z=7 & lzI=17| et arg(z) = arg(2’) [27].
En particulier :
e |0l=0 etOn’apasdargument ;
_ ) o 0[2x] siz>0
® iz estréel, module et valeur absolue sont identiques et arg(z) = [2 ] . 0 ;
T[2n| siz<
kid [275] siy>0
: L : 3 2
® iz estimaginaire pur avec z =1y, lzl=1yl et arg(z) = .
- g [275] siy<O0

VzeCetVzeC :

i |I zl-1Z2|<lz+72 I<1z|I+1Z’| (inégalité triangulaire).
o zz1=lzllZ| et arg(zz’) = arg(z) +arg(z’) [27]

zZ|_ 7] et arg (Z—j =arg(z’) — arg(z)[ 2]

z| lzl z
o z" =1z et arg(z“)znarg(z)[Zn] (VneZ)
¢ 1Zl=lzl et arg(z) = —arg(z) [27]
¢ zz=I1zI1? donc 1 S .

z lzl?

Exponentielles complexes

VOeR, |e®=cosO+isin0|

Forme exponentielle : z=1z|e" (pour z # 0).

En particulier :
lzl=1 & 30eR, z=¢".

x iy

Exponentielle d’un nombre complexe : e” =e*e” avec z=x+iy.

VzeCetVZeC:

z —_ _
¢ ez+z’ = ezez‘ * e—z :iz * eZ_Z, — ez, . eZ — ez
€ e
Formule de Moivre : Y 0e R et VneZ, Formules d’Euler : ¥V 0e R,
S no_ (,i0\" _ |6 _ [ eie + e—ie . eie _e_ie
(cosB+isin ) —(e ) =e"" =cos(nB) +isin(nb). cosB = ot sin®= —
i
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Interprétation géométrique

Le plan complexe est le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;u, V).

Affixe : Si M est un point (resp. : U est un vecteur) de coordonnées (x, y), alors z =x+iy est I’affixe du point

M (resp. : du vecteur U). Le plan est ainsi mis en bijection avec C.

Si M est un point d’affixe z :

1ZI=OM et arg(z)=(u,OM).

e Me (Ox) & zestréel;

e Me(Oy) ¢ zestimaginaire pur.

Pour tous vecteurs U (z) et v (z’):
e Taffixede U+V estz+z et affixe de k U avec k réel est kz.
e UetV (non nuls) sont colinéaires si et seulement si il existe ke R tel que z’ = kz.
e U et V sontcolinéaires < zz'€e R & zz'e R.

e UetV sont orthogonaux & zz'€ iR & 7z'eiR.

Pour tous points A(z, ) et B(z;), 'affixe de AB est Z=2Zy—2Z, et:

AB=l1ABli=|z,~z,] | et (ﬁ,@)zarg(zB—zA) [2n]| (avec A #B).

Pour tous points A, B, C et D, tels que avec A#B et C#D) :

arg(?);zcjz(xﬁ,éﬁ) [27]

B Za
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Barycentres
. AJA || A, .
Si G = bar (avec les o réels tels que o, +o, +...+0a, #0) alors :
o, ‘0‘2 ""‘0%
Uz, +0,Z, +...+0,Z,
Zg = .

o+, +...+0,

En particulier :

e J’affixe du milieu d’un segment [AB] est % ;

! e ) Z,+z,+z
e Taffixe du centre de gravité d’un triangle ABC est —#—2——¢

Equations paramétriques complexes

Droite :

z2=17 +1tz,

ou te R, z € C estI’affixe d’un point de la droite et z, € C est I’affixe d’un vecteur directeur de la droite.

Cercle :

i0
z=17,+Re’

ol R > 0 est le rayon du cercle et z, e C est I’affixe de son centre.

Transformations

Si F est une transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ = F(M) d’affixe z’, on
appelle écriture complexe de F la relation z” = f(z) donnant z’ en fonction de z.

Attention : ne pas confondre Fetf ...

¢ Festune translation < I’écriture complexe de Festz’ =z +b.

@~ Laffixe du vecteur U de la translation est b et I’écriture complexe de F est alors |z’ =z +7;|.

¢ Fest une homothétie < 1’écriture complexe de Festz=kz + baveck € R\{1}.

¥~ Le rapport de F est k, son centre Q est I’'unique point invariant de F (tel que z, =kz,+b)

et I’écriture complexe de F est alors |2’ =k(z—z,) +z,|.

¢ Festune rotation < [|’écriture complexe de F est z = ¢z + b avec 0 réel, 0 # 0 [2m].

¥~ L’angle de F est ¢, son centre Q est I'unique point invariant de F (tel que z, =€z, +b)

et I’écriture complexe de F est alors |2 =€ (z—2z4) + 7, |.

e Festla symétrie d’axe (Ox) < 1’écriture complexe de Fest z2=7.

e Festla symétrie d’axe (Oy) < I’écriture complexe de Fest 22 =—7Z.

¥~ Plus généralement, I"écriture complexe d’une réflexion (symétrie axiale) est de la forme :

z’=az+b avec lal=1.



