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Corrigés des TD du Chapitre 1

Exercice 1

a. Il faut déja que 0 ne soit pas un multiple impair de r pour que sa tangente soit définie. Alors :
. 2 . 2
AR CLL L) 6(1+i o e) = (cosB+isin0)’ = (e?)> =™
1+tan?6 cos 0
Donc :

|ZI=1 et arg(Z)=20

cos0=-1

b. Onadéja 1+cosB—-isinf0=0 < < .
sin6=0

& 0=m [27w]. Donc, il faut que 6 # 7w [27]. Alors :
. LU
,_l+cosB+isin® 1+e° e?(e >+e?) _ o
" I+cosO—isin® 1+e™® & L0
cos O —isin e e 2(e2 1o 2)

Donc :

|Z'l=1 et arg(Z')=9

Exercice 2

a. Il faut que z #—1.

Soient A et B les points d’affixes respectives 1 et —i. On a alors :

lz—11
lz+1]

Ainsi :

—=1 & AM=BM.
BM

Le lieu recherché est la médiatrice de [AB].

b. Il faut que z#—i et z#1. Avec encore A et B tels que plus haut :

(z—l
arg| —
Z+1

j = 5 2] & (B‘1\7[, m) =g [2n] < BAM estrectangle en M et direct .
Ainsi :

Le lieu recherché est le demi-cercle de diametre [AB], d’extrémités
A et B exclue et tel que si C est sur ce demi-cercle, BAC est direct.
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c. Il faut encore que z # —1i, et avec les mémes notations, M #B et :

z—1

z+1

Soi b A| B A|B
oient I =bar [ 1-2 et J=bar 12|

Pour tout M du plan, on a AM-2BM =—IM et m+2ﬁﬁz3m,donc:

-2 o AM=2BM & AM -2BM =0 & (AM-2BM).(AM +2BM)=0.

z—1

z+1

=2 o IM.]JM=0.

Donc, M est sur le cercle de diametre [1J].
De plus, comme I et J sont sur (AB) et non confondus avec B, B n’est pas sur le cercle.

Ainsi :

Le lieu recherché est le cercle de diametre [1J].

d. L’ensemble des points tels que 11—z 1<1 est le disque fermé de centre A(1) et de rayon 1 et I’ensemble des
points tels que I1+zI<1 est le disque ouvert de centre B(— 1), donc le lieu recherché est I’intersection de ces
deux disques, qui est vide.

Le lieu recherché est I’ensemble vide.

e. Pour tout complexe z, | z° =1z > et |ZI=Iz| donc :

1Z21=l1-z1=1Z| & lzFP=Il1-zl=lzl.
Et:

lzP =1zl & lzl=0oul.

Mais, si lzI1=0 & z=0etsiz=0,1-zl#1zl donc:

1z°1=l1-z1=1Z| & Il-zl=lzl=1.
Si maintenant, A est le point d’affixe 1, on a :

1z’ 1=11-z1=1Z] & AM=0OM=1.
Donc, M est sur I'intersection du cercle trigonométrique et du cercle de centre A et de rayon 1. Remarquons

. o . 1
que M est aussi sur la médiatrice de [OA], d’équation x = 5 Alors :

\/g T

: I . i -
Le lieu recherché est I’ensemble {B,C} avec z, =—+i—=¢? et z, =7Z;.
2 2

f. Appelons s, la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z, associe M’, d’affixe z2=—abz+a+b.

On cherche I’ensemble des points invariants par s.

L’écriture complexe de cette transformation est de la forme z’= Az + B avec | Al=1 donc s est une isométrie.

Comme (ab)?#1,0on a ab#—1 et s n’est pas I’identité.
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De plus, pour tout point M, si sos(M) a pour affixe z’”,on a :

z”=—ab2’+a+b=—ab(—ab2+a+b)+a+bz|ab|2 z—ab(a+b)+a+b=z—aba+b)+a+b.

Or,si a=¢c¢* et b=¢®,ona —ab(a+b)+a+b=—e%P(e™+eP)+e* +eP =—eP —c* +e* +e =0.

Donc, 7z’ =7z et ainsi, sos est ’identité donc s est une réflexion et ’ensemble recherché est 1’axe de cette
réflexion. Pour déterminer cet axe, il suffit d’en trouver deux points.

Cherchons un éventuel point invariant sur (Ox), d’affixe xe R . On a alors :
iy=aby+a+b < (I+ab)x =a+b.

Comme ab#—1,0na:

a+B o—B .a—P o— B
i LiB T 2 cos
_a+b _e"+e¥ e ? e ? te B
TTlrab 140 @B @ _wB  wh gy
e? e ? +e ? COST

qui est bien réel.

Cherchons un éventuel point invariant sur (Oy), d’affixe iy avec ye R . On a alors :
iy=abiy+a+b < (I-ab)iy=a+b.
Comme (ab)?#1,o0na ab#1 et:

— L N o A
a+b e +e e? e? +e 2

y=: = i(ap)y  oth o+p a+p
_ _al fhailll g = i— . O(,+
i(l-ab) i(l—e ) ie 2 e 2 —e 2 sin b

2

qui est bien réel.

Remarquons enfin que les deux point trouvés sont confondus si et seulement si ils se confondent avec O, donc

o-f
2

si et seulement si cos =0 © B=oa+mn [2n], soit b=—a. Dans ce cas :

z+abz=a+b & z=a?z & az=az=az & azeR.

Donc, z = % =Aa avec Ae R. Alors, M est sur la droite (OC) ol z. =a.
a
Si b#—a, alors I’axe de s est la droite (AB) avec z, = ath et z, = ath .
+ab 1—ab
Ainsi :
Le lieu recherché est la droite (AB) si b# —a ou la droite (OC) si b=—a.
Exercice 3

LT E
a. L’écriture complexe derest z'=e®(z—i)+i etcelleder’ est z'=e 2(z—D)+1=—iz+i+1.

Alors, I’écriture complexe de ror’ est:

= {E_E] X L T
z':ef’[(—iz+i+l)—i}+i=e 6 274e6+i=e 3z+e0 +i.
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.. L T , . , T
Cette écriture est de la forme z'=¢e'“z+b avec oo =— 3 donc ror’ est une rotation d’angle — 3 Son centre £,

K LT

—i=

. . . 1—= .
d’affixe m, est invariant donc m=e¢ *®+e ® +i, et :

n T n . T n T
i— i— i— i— i— i— i —i— CcOS —
_e+i _e®+e? e®e’+1 .e®e®+e ® TTg 3
- T R =1 P T T
-1 —1— —1— 1— 1— 1— —1—
l-e 3 1-e e ed—-1 ebeb—e & SN

Ainsi :

ror’ est larotation d’angle —% et de centre Q(«/g) .

b. Supposons que ¢ existe. On a alors 1’ =soG et en composant par s a gauche, avec ses=id,on a:
Sor'=8080G=G0C.
Donc, si 6 existe, c=so1 et elle est unique.
Réciproquement, il suffit de prouver que sor’ est bien une réflexion.
L’écriture complexe de sor’ est:
z'=—iz+i+1=iz—-i+1.
Cette écriture montre clairement que sor’ #id et I’écriture complexe de (sor’)o(sor’) est:
2'=i(zZ—i+D)—i+l=i(-iz+i+)—i+l=z-1+i-i+1=z.
Ainsi, (sor’)o(sor’)=1id et ainsi, sor’ est une réflexion.

Finalement :

o=sor estl'unique réflexion telle que r’ =soG.

Exercice 4

ABC est équilatéral direct si et seulement si C est I'image de B par la rotation de centre A et d’angle 3

LT
. . ] 1=
L’écriture complexe de cette rotation est z'=e 3(z—a)+a, donc :

ABC est équilatéral direct & c= eig (b—a)+a.

Et:
LT .
i c—e3b e? 1
c=e’(b-a)+a & a=—— & a-———b+—-c=0.
i— i— i—
1-e3 e’ -1 el3—1

T 2W

. LT LT
1— 1— 1— 1—
Or,l-e3+e 3 =1-e34+(—e3) =

e 7 i
1= e’n) =1+e’n:0,d0nc:
1-(-e?) 1+e?

LT

el§=j+1.
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De plus, comme j3 =1,ona:

Bt *=1=(j-D(1+j+j>)=0.0r, j#1,donc, 1+j+j’>=0 et:

T
i
3

S =+’ ==+ =]
e’ -1
Finalement, on a bien :

ABC est équilatéral direct < a+bj+cj2=0.

Exercice 5

Quitte a effectuer la translation de vecteur QO (qui conserve les angles orientés), on peut supposer que Q=0

Appelons alors R le rayon de C de centre O et a, b, ¢ et d les affixes respectives de A, B, C et D.
Comme les quatre points sont sur le cercles, on peut écrire a =Re'*, b=Re®”, c=Re” et d=Re®.

a. Ona:

S, ip i
e (OA,OB)=arg (Ej = arg(Reia j =arg ( ' ) , SOit :
a Re

(OA,OB)=B-oa [27].

- . B iy i iy
e (CA,CB)= arg( j ( Rziy j = arg( Z“‘—Z” j .
_Y
2

62 Oty 0=y o, BEY Bov ey a-y o

2 2 2 2 2 2

Et en écrivant f = , O

B iy By by By po SIN By
e—e_ez(ez—ez)_eiT 2

o _glv TR T L ) -v)
©TC e (e 2 —e ?2) sm(OC Yj
2
o sin M
o ef-’) B-o B—a . . ( 2 j .
Ainsi, arg| — == 5 ou 5 + 7 [27] suivant le signe de )’ ce qui se résume en :
©° sin( 7 Yj

@Kfﬁ):ﬁ;“ [n].

Finalement, on a 2(CA,CB) = B—oa [2m], soit :
2(CA,CB) =(0OA,OB) [27].

On vient donc de prouver le théoreme de 1’angle au centre avec les complexes.
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b. Comme plus haut, on a 2(DA,DB) =(0A,OB) [27] (en remplacant C par D, qui joue le méme rdle), donc :
2(DA,DB) =2(CA,CB) [27].
Soit :
(DA,DB) = (CA,CB) [n].

Ceci prouve le théoreme de I’angle inscrit.

Exercice 6

Quitte a échanger A et B, et C et D, on peut supposer que ABCD est direct.
c

A
Appelons a, b, ¢ et d les affixes respectives de A, B, C et D. Alors :
e A est I'image de C par le quart de tour indirect de centre D, d’écriture complexe z'=—i(z—d)+d.
e Bestl’image de D par le quart de tour direct de centre C, d’écriture complexe z'=i(z—c)+c.
On a donc :
o a=-i(c—d)+d=—1(X; +1y. —Xp —1yp) +Xp +1yp =Y —Yp T Xp T1(Xp — X +Yp) -

Or, X, ye. Xpet y,, sont entiers, donc y. —y, + X, et X, — X +y, aussiet:

A est a coordonnées entieres.

® b=i(d-c)+c=1(Xy +1y, — X —1Yo) + X +1Ye = X+ Yo —Yp T1(Xp =X +Ye) -

Or, X., Yo, Xpet y, sont entiers, donc X, +y.—y, et X, —X.+ Yy, aussiet:

B est a coordonnées entieres.

Exercice 7

Quitte échanger 1’ordre des points, on peut supposer que ABCDEFG est direct.

Quitte a translater, on peut supposer que ABCDEFG est inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R.

Quitte a effectuer une rotation, on peut supposer que 1’affixe de A est R.

Appelons a, b, ¢ et d les affixes respectives de A, B, C et D.

Comme ABCDEFG est un heptagone régulier convexe direct, OAB, OBC et OCD sont des triangles isoceles

directs de sommet O, I’angle en O vaut % etOA=0B=0C=0D =R.Onaalors:

2T J4mn .67

a=R, bzReIT, C=Re17 et d=Rel7.
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Alors :

2w 2W T

i— == iTT L o
e AB=Ib—-al=IRe’—-RI=Rle7-1I=Rle’(e’—e 7)I=2Rs1n7;

4mn J4mn

. Ac:|c—a|=|Rel7—R|=R|el7—1|=2Rsin% :

.67 .67

. AD=Id—aI=IRel7—RI=RIel7—1I:2Rsin37n.

Et:

singsin£+sinﬁsing—singsinﬁ
1 1 1 1 1 1 7 7 7 7 7

to = on F 3n T 2t . 3n . W
AC AD AB 2Rsin7 2Rsin— 2Rsin? 2Rsin751n7sin?

Or, sinasinb:%[cos(a—b)—cos(a+b)] donc :

. 2n.m .3m.m .2¢m .3 1| = 3n| 1 21 A ] 1 T 51
sin —— sin — + sin— sin — — sin——sin — = —| COS— — COS — |+—| COS—— — COS— |——| COS— —COS—
7 7 7 7 7 7 7 7 2 7 7 2 7 7

21 5T 3 47
COS— + COS— — COS — — COS —
7 7 7 7

27 27 3n 31
COS— +COS| T—— |—cos— —cos| T——
i 7 7 7 7

27 T 3n
=—| COS— —COS— —COS— + COS —
7 7 7 7

2
1
2
1
2
1
2
0

Donc ! + ! — ! =0 soit :
AC AD AB

L_ 1, 1
AB_AC  AD

Exercice 8

B

Appelons a=¢*, b=¢®, c=e" et d=¢" les quatre nombres complexes.

Ona:
e+elPre’+e® =0
o e%+ef =—(e"+e?)

i o+ iL_B _iL_B iﬂ iY_S )

o+p =8 8
S e ?2(e?4e 2)=—e 2(e? +e 2)
La+B

i— — iﬂ5 —
& e ? cosaTB:—e 2 COSYTS (§))

Y39
2 |

En passant aux modules, on obtient cos

cosa_m:
2 |
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Il y a alors trois possibilités :

o cos X P _cos Y;8=0,ce qui donne oo =B+ [2n] donc b=e® =¢'*e™ =—a etalors d=—c

. cos“;B:cosY;S;eo o “T_B:J_r%s[zn] = o-B=*(y-3) [2].

[otp (Y+5 ] o (X+B ,Y +5

Et (1) devient e 2 =e 5 —+mn [2n] = o+P=7+d [27].

On alors :

a—B=v-38 [27n] o a—B=38-7v [27]
u
oc+B y+8 [27] oa+P=v+90 [27]

o { o {oc=8 (7]
p= S[Tc] B=v [nl
c=-a d=-a
{d——b {c=—b

. o-B_ y-3 B_+( _7—5) Rt (v
cos 5 = cos—— 5 20 & 5 -t o 5 2n] = a-B=%(y-9) [2x].

=

B
2

ey oc+B y+8

2

On se retrouve donc dans la situation précédente.

Et (1) devient e 2n] = a+B=7+0 [2m].

Finalement, dans tous les cas :

Les nombres sont opposés deux a deux.

Exercice 9

2
1) (zz+%z+lj —%zz:z4+%zz+1+z3+2zz+z—%z2 =z'+2°+2° +z+1.

On a alors :
f(z2)=2"-1=@z-D)(z'+2° +2* +z+1])

2
=(z-1) zz+lz+1 —éz2
2 4

=(z-1)| 2’ +lz+1—£z z’ +lz+1+£z
2 2 2 2

=(z-1 zz+1_2\/§z+1](22+1+z\/§z+1J

Les discriminants des deux trindmes sont tous deux strictement négatifs donc on ne peut pas factoriser

davantage dans R .
f(z):(z—l)(zz+1_2\/§z+1](z2+1+2\/§z+1J 1)
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2) Les racines complexes de f(z) sont les racines cinquiemes de I’unité donc, dans C :

2T J4mn .67 .8n

f(z2)=(z=1)(z—e ° Y(z—e 5 )z—e 5 )(z—e 5 ).

On peut reformuler en :

2w .2TW .4m 4w

f(2)=(@-z=¢* )z=e *)z—e " )z=c *)

3) Ona:
i@ —iﬂ iﬂ —iﬁ 2n
(z—eS)z—-e S)=z"—(e¢ 5 +e 3 )z+1=z2—2003?z+1.
Et de méme :
4 4n
(z—e 3 )(z—¢e 5)=z2—200s45—nz+1.
Donc :

f(z):(z—l)(zz—2cos%z+lj(zz—2ws%z+lj (2).
Remarquons que O<%<g donc 0<cos%<l et g<4—5n<7t donc —1<cos%<0.

1-v5 1++/5
2 2

<0 et

Par ailleurs, > (0, donc par identification entre (1) et (2), on obtient :

21 _5-1
|

COS

Comme, 0<E<E, ona singz,/l—coszg , soit :
5 2 5 5

o A10+245

5 4

. T T
On a aussi O<g<5,d0nc:

l(1+c 2nj:\/3+\/§:\/6+2\/§:1+\/§
2

Ccos— = 0S—
8 16 4
i ( 275) 5-+/5
sin—= |—|1—-cos— | =,/———
5 8
Soit :
T 1+\/§ T 5—\/3
Cos— = et smm—=,/———
5 4 5 8
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Exercice 10

a. Il s’agit d’une équation bicarrée.
Le discriminant de Z* —(3+8i)Z—16+12i est A=(3+8i)> —4(—16+12i) =9 et les racines sont :

3+8i-3

i .
k =4i=[V20+D)] et &2‘”:%41:(2“)2.

Donc :
2 —(3+8i)z° -16+12i = (zz —[\/5(1+i)]2)(z2 - (2+i)*).

Les solutions sont donc :

J23+i), —2(1+i), 2+i et —(2+i).

b. Ona:
2’ -i=6(z+i) & z°-6z-7i=0.
Une racine évidente est —i (car (—i)’ =—i’ =i). On peut donc écrire z’ —6z—7i=(z+i)(az’ +bz+c).
Il est évident en développant que I’on devra avoir a=1 et ¢c=—7 donc:
(z+i)(z*+bz=7)=72"+(b+1)z* +(ib-7)z-7i=2"-6z2-71T = b=-i.
Ainsi :
2’ —6z2-Ti=(z+i)z* —iz-17).
i+3J3 y i-33 .
2

2

Le discriminant de z> —iz—7 est A=27 et les racines sont

Les solutions sont donc :

. 3\/§+i ot —3\/§+i

2 2

c. Remarquons déja que :

3-8lzI°

—€
4

Donc les solutions de I’équations sont soit réelles, soit imaginaires purs.

4722 +81z1* =3=0 o z’= R.

e Sizestréel,ona:

47 +81z1° =3=0 o zzzi o z=+%

N | =

e Si z est imaginaire pur, on a Z=ix avec x réel et :

47’ +8121°-3=0 & 4x°-3=0 < XIig.

Les solutions sont donc :

1143 V3.

—, , —1 et ——1.
2 2 2 2
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d. Ona:

Donc z* est réel.
e Siz'>0, z* estréel et z est réel ou imaginaire pur.
e Siz'<0, z* imaginaire pur, et en remarquant que (1+i)* =2i, on en déduit que :
z’ =ki =51<(1+1)2 =a(l+i)’> = z=a(i+1) ou ai(l+i)=a(i—1) avec a réel.
Il y a donc quatre possibilités :
e Siz=x estréel, alors 'équation devient x* =2x < x=0 ou x=v2.

e Si z=ix estimaginaire pur (avec x réel), I’équation devient z* =0 < z=0.

e Siz=x(i+1) avec x réel, I'équation devient -4x*=2x < x=0 ou x=-—

e Siz=x(i—1) avec x réel, I'équation devient —4x*=-2x < x=0 ou x= 3

G- -

Les solutions sont donc :

0, 3/5, 1;1 et —E.
/2

TR

e. [l fautdéjaque z#1 et z#—1.

Posons Z = (Z—Hj ,on aalors :

7 —

Z+%=200s0c o Z7—2cosaZ+1=0.

Les racines de ce trindme classique sont € et e ™.

Doncon a:
(z+1 : 7+1 2 ,
e Soit ( j =e'% et —1 =e " avec k entier. On a alors :
zZ— zZ—
Z+1 i0H—2k7r i0c+2k7t i0c+2k7t
1=e n S (e ™ —Dz=e " +1
Z_

i(x+2k1r _iOH—Zk‘lt i0c+2k7t _ioc+2k7t
S (e ™ —e M )z=e M 4e

o+ 2km o+ 2kT
—— |z=cos| —
2n 2n

= isin(

_ioc+2krt

(z+1Y z+1 .
o Smt( j =e " et 1:e navec k entier. Et on a alors :
Z_

Z_
z+1 T . (oc+2k7t] (oc+2k7tj
— =¢ n < —1SIn| — [Z=CoS| ——

2n 2n
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oc+2k7tj

Il convient maintenant de discuter suivant la nullité de sin( 5
n

o Sj sin(Oc ZZKEJ # 0, alors les solutions sont de la forme icotan(Oc -;21{%) avec ke [[— (n—=1;n —1]] .
n n

e Si sin(Oc -;21{%) =0,ona * —;21(% =k'm avec k' entier, soit o =2(nk'-k)w=2Kn avec K entier.
n n

+1j =1.Alors :

i S ) C z
Dans ce cas, e =e¢ ' =1 et I’équation initiale se transforme en ( N
Z —

z+1Y z+1 2= kn .. kn
=1 & =e " & cos—=i1sin—7zZ.
z—1 z—1 n n

. . km . .
Et les solutions sont de la forme —icotan— avec k entier non multiple de n.
n
Remarquons ces solutions ont la méme forme que les précédentes, sauf qu’il faut k non nul ici.

Finalement, les solutions sont :

. icotang,avec ke[-m-1;n—-1]\{0} si a=0 [27] ;
n

. (oc+2k
° 1cotan

5 jtj,awec ke[[—(n—l);n—l]] si =0 [2m].
n

Exercice 11

a. Ona sin2x +sin4x =2sin3xcosx , donc :

sin2x—sin3x +sin4x=0 < 2sin3xcosx—sin3x=0 < sin3x(2cosx—-1)=0.

Donc :

¢ soitsin3x=0 & 3x=0([n] & x=0 {g}’

° soitcosle & xzig[Zn].

La deuxieme possibilité étant englobée par la premiere :

. . T
Les solutions sont les multiples de 3

b. 1l faut déja que cosx #0 donc que x # r [r].

n-1 COS(kX) n—1 eikx n-1 eix k
—=Re — |=Re .
k=0 COS X k=0 COS X k=0 \ COSX

On peut alors écrire :
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ix n—1 ix k
Si © =1 & e*=cosx & sinx=0 < x=0 [xn],ona Re[Z( © j }—niO.Les multiples de T ne

COS X o\ COS X

sont donc pas solution. On peut alors écrire :

elx n
it (o ) cosx ) : e™ —cos" x cosnx —cos" X +1sin nx sin nx
Re| Y —Re| 7/ |=Re| B X | _Rel -

itan x cos" X tan x cos" x tan x cos" X

n-1
ZCOS(kX)ZO & sinnx=0 & x=0 {E}

k
o COS" X n

Cependant, il faut que x #0 [7] et x 7&% [].

. . . . 2p+1
Les solutions sont de la forme kE avec k entier non multiple de n et distinct de (p—z)
n

n avec p entier.

Remarquons que la deuxieme condition ne pose pas de probleme si n est impair.

Exercice 12

1) VzeU,, 2" =(z")"=1" =1 donc ze U, . Ainsi :

U,cU,

llestclairquesip=1, U =U,.

Réciproquement, si U, =U  , alors n=CardU, =CardU , =pn donc n=pn, soitp = 1.

pn’

Ainsi :

U =0, & p=1

n pn

2) Remarquons déja que Vke N, {1} U,.
Posons PGCD(n,m) =d. Il existe deux entiers n’ et m’ tels que n=dn’ et m =dm’.
D’apres la question précédente, U, c U, =U et U, cU, .=0U,_ donc {1}cU,cU nU,.

On alors :
U nU, ={1}) & U,={1}.

Or, comme CardU,=d,ona U;={1} ¢« d=1etainsi:

U,NU_ ={l} < PGCD(n,m)=1

3) On vient de voir que si PGCD(n,m)=d,ona U, cU nU,.

Reste a prouver I’inclusion réciproque.

D’apres le théoreme de Bézout, on peut trouver deux entiers naturels u et v tels que u.n—v.m=d, soit :
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un=d+vm.
Soit ze U, NU,_ ,onaz"=z"=1et:
e dunepart: 2" =z"" =(z")" =1" =1 ;
e dlautre part: z*"" =z2"" =2 (z")" =z1" =2°.

Donc z* =1 etainsize U,, donc U, nU,, cU,.

Finalement, on a bien :

U, NU, =T,

Exercice 13

Remarquons déja que :

cosa+cosb+cosc=sina+sinb+sinc=0 < e*+e®+e“=0.

Soient A, B et C les points du plan complexes d’affixes respectives e, e® et e“.
Si A et B sont confondus alors e* =e® et e =—2¢™ donc 1=e“|=|-2¢" =2, ce qui est absurde.
De la méme fagon, A et C, B et C ne sont pas confondus, donc ABC est un triangle.

Quitte a renommer les points, on peur supposer que ABC est direct.

Les trois points sont sur le cercle trigonométrique donc O est le centre du cercle circonscrit a ABC.

ia ib ic
! w e’ +e” +e ) .
L’affixe du centre de gravité de ABC est f =0, donc O est aussi le centre de gravité de ABC.

Ceci implique que le triangle ABC est équilatéral et donc que (6;‘;, 61§) = (6]§,66) = 2—; [27].

ia+2D) 2 o8 it 47

b P’y 1— . b] I’ — .
Alors,ona e” =e 3 =ee 3 ete“=e 3 =e"e¢ 3 =e" 3, soit:

Alors, Vne N :
einal_i_einb_i_einc :eina(1+jn +j2n)'

Et :

e Sin=3k,alors j"=1 (car j>=1)et 1+j"+j> =1 donc e™ +¢e"™ +e" =3e™.

e Sin=3k+1,alors j"=jet1+j"+j" =1+j+j>=0 donc e™ +e™ +e™ =0.

e Sin=3k+2,alors j"=j*et1+j"+j" =1+j>+j=0 donc ™ +e™ +e"™ =0.

Finalement :

3cosna sin est multiple de 3

cosna+cosnb+cosnc = ]
0 sinon

sin na +sin nb +sinnc =

{3 sinna sin est multiple de 3

sinon
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Exercice 14

Posons f(x)=e"* —x . La fonction f est définie et dérivable sur R et f’(x)=¢e"* —1.
e Sur R_, f’(x) <0 donc f est décroissante.
e Sur R, f’(x)=0 donc f est croissante.

Ainsi, f admet un minimum global en 0, qui vaut f(0)=1.

Donc, Vxe R, f(x) =1, ce qui implique que f ne s’annule pas sur R et donc :

L’équation e” =z n’a pas de solution réelle.

Dans C, I’équation e” =z est beaucoup plus délicate a gérer...

Remarquons déja que si e =z, alors e” =e” =Z doncsi z, est solutionde e” =z, Z, aussi.
Sionpose z=x+iy,ona:

e’ cosy=x

z

e'=z & e'"V=e'(cosy+isiny)=x+iy < _
e'siny=y

D’apres ce qui précede, si x+iy est solution de e” =z, alors y#0 et x—iy est aussi solution donc on peut

supposer y >0.

Alors, e*siny =y entraine siny >0, soit, avec y >0, 2kn<y < (2k+1)w avec ke N.

Ona:

. e"cosy X X:ycosy
e cosy=x T siny
. S qe'siny y &
ex smy=y ‘. ycésy
c SlIly:y e sy Slny_y:()

cosy

Y
Donc, si x +iy est solution de e” =z si et seulement si z=ycotany+iy avec e "’ siny=y.
yo8Y
Ceci prouve que e” =z admet des solutions complexes si et seulement si I’équation e *"’ siny =y admet des
solutions dans R,

cosy

Soit ke N". Posons g(y)= eya siny—y définie sur I, =]2km; 2k +1)7[.

La fonction g est continue sur I, par opérations.

yeosy
siny
Pour y # §+ 2km, on peut écrire g(y) = W ycosy—y et:

siny
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lim ycosy=2kn

t

y —2kn* . ycosy . € . .
. = lim =——=+4+0 et lim —=+c (par croissances comparées)
lim siny= ot par quotient  y —2kt"  §in 'y to+eo
y —2kn*

ycosy
siny

donc par composition, lim

=+ oo et, par produit puis différence : lim =+ o0,
y—-2kn" YCOSY °° parp P y —2kn* g(y)

siny
lim ycosy=—Q2k+Dxn .
y = Qk+hn . yCcosy . € o
= lim - =—oc0 et lim —=0 donc par composition,
lim siny=0" par quotient y - (2k+D7 Sin 'y to-e t
y—> 2k+)w
ycosy
siny
lim =0 et, par produit puis différence : lim g(y)=-Q2k+Dm.
y—-2kn" YCOSY y— k+)m”
siny

Alors, sur I, , gest continue, lim g(y)=+o et lim g(y)=-(2k+1)mr<0, donc le théoreme des valeurs
y —2kn* y = (k+D)n”

intermédiaires assure I’existence d’'unréel y, € I, tel que g(y,)=0.

Ainsi, g(y) =0 admet une infinité de solutions sur R, et donc :

L’équation e” =z admet une infinité de solutions complexes.

Exercice 15

Ona \/§+3i:2\/§(%+§1}2ﬁei3.

Posons z=x+1iy. On a alors :

| x e =23 x =1n(2+/3)
e =343 o ee’=23e’ o . & T
3 y= 3 +2km (avec k entier)

Le solutions sont donc tous les nombres de la forme :

ln(2\/§ )+i (g + 2knj (avec k entier) .

Exercice 16

1) Posons f(x)=x’—3x—1.f est une fonction polyndme, dérivable sur R et f'(x) =3(x*-1).

On obtient le tableau :

£'(x) + 0 - 0 =+
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Le théoreme de la bijection assure que f s’annule une fois sur |—oco;—1[, une fois sur ]—1;1[ et une fois sur
]1;+oo[. Ainsi :

x* —3x —1 admet trois racines réelles.

2) Ona x’=(u+v)’ =uv’+3u’v+3uv’ + v’ =uv’ + v’ + 3uv(u + v) donc:
x’=3x-1=0 & v’ +V +3uv(u+v)-3u+v)-1=0.

Soit :

v +3uv-Du+v)-1=0

3) Avec uv =1, I’équation précédente devient u’ +v’ =1.
On aaussi u’v’ =1 donc u® et v* sont les racines de X>*—SX +P avecici S=P=1.

Le discriminant de X* —X +1 vaut — 3 donc les deux racines complexes conjuguées sont :

1+iV3 % 1= f
> =e” et > =e .

LT
1— . A , J—
4) Onpose u’ =e? et comme x =u+v doit étre réel, on prend v=1.
2
Avec j=e * ,ona j’ =1 donc, on obtient trois possibilités pour u :

T

ia _ TC
e u ,=e”’ etalors, X, =u,+Uu, =2cos§ ;

T LT 2T In

i— i— i i— _ T
e u,=e’j=e’e’ =e? etalors, x2=u2+u2=ZCos?;

T . 4m 137
2 L e9a3 —e 0 - 131
e u,=e’j"=e’e’ =e ’ etalors, X3=u3+u3=2cos7.

Finalement :
Les solutions de (E) sont ZCosg, 2005%c et ZCOSBTR.
WHY?’ I PUT ALOT ofF || TRUST ME. You I'D RAMER| | 32,063 x 2,097 =67.236,111.,
WHAT ARE  REVIEWNG || IT'S EFFORT INTO || DON'T FoRGET  PLAY IT || 32,064 % 2,093 =67 238208
You DoiING? MY TIMES 3UMMER.' MEMORIZING || TIMES TABLES.  SAFE, || 32,065x 2,097=G1,240,305]

TABLES, THEM AND 1 P 4 THANK || 32,066% ... 5
DON'T WANT To FORGET You.

IT ALL OVER VACATION,




