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Corrigés des TD du Chapitre 2

Exercice 1

a. Posons X =2%

27+27+2° =15 2842V +2" =15 2°+2V+2" =15 2*+2'+2° =15
e'e'e’ =¢° & JXx+y+z=6 & <22=6 & 1z=3
In(3*3") =In(3%) xIn3+yln3=zIn3 Z=X+Yy y=3-x
2 +27 =17 X+8/X=17 X2-7X+8=0
& 9z=3 & z=3 & z=3
y=3-x y=3-x y=3-x
+ - +
Les racines de X?2—-7X+8=0 sont 7_;/ﬁ , toutes deux positives donc 2" = 7_;/ﬁ = x:logz[7_;/ﬁ
Finalement, il y a deux triplets solutions :
7-17 7-\17 7417 7417
log, ,3-log, ,3| et |log, ,3—log, 3
2 2 2 2
b. Il faut que y > 0 et z > 0, sauf si x est rationnel a dénominateur impair.
2t =y™ 7t =y* 7' =y> xIn(2x +1) = x In[(15=3x 2]
2" =2x4" o J20=2"" & z=2x+1 & qz=2x+1
X+y+z=16 X+y+z=16 X+y+2x+1=16 y=15-3x

Six =0, on obtient y=15 et z=1.

Si x #0, la premiere équation du systeme se récrit 2x +1=(15-3x)? & 9x2-92x+224=0.
. A 56
Les racines de ce trindme sont 4 et —.

Finalement, il y a trois triplets solutions :

(0,151), (4,3,9) et (3,—,—

c. llfautquex>0,y>0etz>0.Posons X=Inx,Y=InyetZ=Inz

In(2xy) = In(x) In(y) In2+X+Y=XY In2+X+Y=XY
In(yz) =In(y)In(z) & {Y+Z=YZ & Z=Y(Z-1)
In(2zx) =In(z) In(x) In2+X+7Z=XZ Z+In2=X(Z-1)
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SiZ =1, on aboutit a des absurdités donc Z # 1 et le systeme devient :

Z+In2 Z Z+In2 Z

In2+ + =
Z-1 7Z-1 Z-1 7Z-1 (Z-1)?=1
Yzi = Yzi
7Z-1 7Z-1
_Z+ln2 X_Z+ln2
7Z-1 7Z-1

On trouve alors (X,Y,Z)=(-1In2,0,0) ou (X,Y,Z)=(2+1In2,2,2) donc les solutions sont :

(%,1,1) et (2e*,e’,e%)

Exercice 2

Il faut déjaquea>0, b>0 et ¢>0.
De plus, le log en base 1 n’ayant pas de sens, il faut que b#1 et c#1.

On a alors :
Ina Ina_ _Ilnalna

+ = Ina(lnb+Inc)=2(Ina)2.
Inb Inc InbInc

log,a+log ,a=2log, alog.a <

Sia =1, I’égalité est toujours vraie.
Si a # 1, alors I’égalité se simplifie en :
Inb+Inc=2lna < Inbc=Ilna? < bc=a2.

Finalement, les triplets solutions sont :

(Jbe,b,c) avec b>0, ¢>0, b#1 et c#1.

Exercice 3

a. Pour que f(x) soit défini, il faut que x >0 et Inx >0, donc f est définie sur ]1;+ oo .

Sur ]1;+oo[, f est dérivable en tant que composée de fonctions dérivables et f(x)=e"*""* donc :

f '(X) = [ln(]n X) + 1]ielnxln(lnx) .
X

Sur J1;+oo[, lel“"l“(h"" >0 donc f'(x) estdusigne de In(Inx)+1 et :
X

Inlnx)+1>20 < Inx2e' o x>expe).

On a, de plus :
IimInxIn(Inx)= lim XInX=0 = limf(x)=1

x =1 X—-0" x =1

lim InxIn(Inx) =+ = Ilim f(x)=+o

X —=+o0 X =+

f (exp(e_l)) =
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On obtient le tableau :

X 1 exp(e™) + o0
£'(x) _ 0 N

1 + o0
f \ e /
€

Et la courbe :

b. Pour que g(x) soit défini, il faut que e* #1 soit x # 0, donc g est définie R".

L’ensemble de définition de g est symétrique par rapportaOet Vxe R :

=5x X

4x o -5 - 5
e +e" _e(e+e’) e +e”

—X)= = =—g(Xx).
g( ) e—4x _1 1_e4x 1_e4x g( )
Donc g est impaire. On peut I’étudier sur R’ .
Ona:
lim g(x) =+
x = 0"
5x —6x —-6x
e’ 1+e 1+e
lim g(x)= lim = lim ¢* =400
x—>+oog( ) X —+oo0 e4x l_e_4x X =400 1_e_4x
)+ X +x x°+1

Remarquons par ailleurs que 1’on peut écrire g(x) = =@(e") avec Q(x)=—

(e -1 -1 X -x’

La fonction @ est rationnelle donc dérivable sur R, donc g est dérivable sur R en tant que composée de

fonctions dérivables et :

6x°(x* —x)—(x*+D(5x* —1) _ x""—5x°=5x* +1
(x* =x)* (x* =x)?

g'(x)=e’@'e”) avec @'(x) =

Quand x décrit R’ , e* décrit ]1;+ oo[ et sur cet intervalle @'(x) est du signe de y(x)=x""—5x°—5x"* +1.
La fonction polyndme  est dérivable sur R, et :

V'(x) =10x° =30x° —=20x* =10x* (x® =3x> =2) = 10x° (x> + )’ (x +/2)(x =/2) .
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Sur 11;+ o[, 10x* (x> +1)*(x +4/2) >0 donc y'(x) est du signe de x —~/2, d’otl le tableau :

X 1 J2 + o0
y(x) - 0 +

-8 +
v \ /
=27

Le théoreme de la bijection assure alors I’existence d’un réel o > V2 tel que y(a)=0 et:

e sur |I;af, y(x)<0 doncsur ]0;Inaf, g'(x)<0 ;
e sur Jou;+oo[, Y(x)>0 donc sur [Ina;+oof, g'(x)>0.

on obtient le tableau de variations de g :

X 0 Ino + o0
g'(x) - 0 +

+ 00 />+oo
e T g(lncw)

Et la courbe, complétée par symétrie par rapport a 1’origine :

e +e e +e™  ch(3x) 4sh2x+1
e -1 e*-e™ sh(2x)  2shx

On aurait pu remarquer que g(Xx) =

1 nXx *
c. Ona h(x)= e(1 <! donc pour que h(x) soit défini, il faut que x >0 et h est définie R, .

La fonction h est dérivable sur R’ en tant que composée de fonctions dérivables et :

X+1—=InX @+Dnx
hi(x) = 2 X N

h'(x) est du signe de (x)=x+1-Inx.
La fonction ¢ est dérivable sur R’ et @'(x) = x-1 .
X

e Sur ]0;1[, @'(x) <0 donc @ est décroissante ;
e sur [I;4 0o, @'(x)>0 donc @ est croissante.

Ainsi, @ admet un minimum en 1 qui vaut @(1) =2 >0, ce qui prouve que @(x) >0 donc h'(x) >0 sur R .
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Alors, h est strictement croissante sur R’ . De plus :

lim (1+l)lnx=—oo = Ilim h(x)=0

x—>0" X x—0"

lim (140 Inx =+ = lim h(x)=+es

X = 4 oo X X =+ oo
. . Inx Inx
Remarquons que lim Inx=+o et lim —=0 donc h(x) = e"" =x.
X —+o0 X—=+o X X =400

Ceci nous suggere une asymptote oblique en + o. Tentons de le prouver.

ex —1 . Inx Coex -1 . e*-1
et lim — =0 donc lim = lim
In x X+ X x>+ INX x-0 X

X X

1 1

On a h(x)—x=X1+;—x:x(x;—1)=lnx =1.

Mais comme lim Inx =+oco, on obtient lim (h(x)—x)=+cc et finalement, il n’y a pas d’asymptote. On dit

X — 400 X —>+oo

qu’il y a une direction asymptotique y = X en + 0.

On a la courbe :

Exercice 4

La fonction Argch est définie sur [1;+ oo[, a images dans R, .

Pourtoutx>1:

e’ +e”’

Argch(x)=y & x=chy= = 2x=ey+iy & (@)Y -2xe'+1=0 o (¢ -x)*=x2-1.
e

Donc ¢ =x++vx2—1 ou e =x—+/x2-1.

Mais, y=0 donc e’ >1. Or, pour x > 1, x—\/xz—l—lzx—l—\/(x—l)(x+l)=\/X—1(\/X—l—\/x+1)<0

donc la seconde solution est exclue et ¢’ =x ++vx2—1.

Ainsi, y =In(x++/x2-1) et donc :

Argch(x) =In(x +vx2—-1)
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La fonction Argsh est définie sur R , a images dans R .
Pour tout réel x :

Yy _a7Y

Argsh(x)=y & x:shy:e

Donc ¢ =x++/x2+1 ou e’ =x—+/x2+1.

Mais, e’ > 0. Or, pour tout X,, X2<x2+1 < IxI<Vx2+1 & —Vx2+1<x<Vx2+1 = x—-+/x2+1<0 donc

la seconde solution est exclue et e’ = x +x2+1.

PN 2x:eY—iy e (@)Y -2xe'=1 & ('—x)=x2+1.
(]

Ainsi, y=In(x++/x2+1) et donc :

Argsh(x) =In(x +v/x2+1)

La fonction Argth est définie sur |—1;1[, a images dans R.

Pour tout xe ]-1;1[ :

Y—e™ 1 1 1+ 1+
Argth(x)=y & x=thy=—— & x(@+)=e'-—— & e?="" & &= | .
el +e™ e’ e’ 1-x 1-x
Donc :
Argth(x) =In [
-X
Exercice 5
Vx#0:
2 1 2 +e™) efdet 2™ +e™)  (ef+e) 28T 42e - -2-e™
th(zX) th X er _e—Zx ex _e—x er _e—2x er _e—Zx er _e—Zx
_62x+e—2x_2_ (ex_e—X)Z _ex_e—x _thX
e —e™ (e*—e)e*+e ) e'+e”
Avec la formule précédente, ona Vke N, th(2*x) = % — = lk donc Vne N’
th(2*"'x) th(2*x)
n—1 n-1 -1 k+1 k
2k th(sz) = zzk %4—1 1k = z 2 k+1 2 k
o o th(2*"x) th(2"x) | =] th(2""x) th(2 X)
n—1 2k+1 n-1 2k n 21( n-1 2k 2n 20
k:Ot 2k+1 ) Z “th(2*x) < th(2*x) Z < th(2"x) th(2“x) - th(2°x)
Soit :

=
LN

2" 1

2%th(2x) =
th(2"x) thx

T
(=]
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Exercice 6

1) Sur R,, la fonction ch est continue, strictement croissante et positive, donc f est continue et strictement
décroissante donc bijective. Et, f(0)=1 et lim f(x)=0 donc f(R,)=]0;1] et ainsi :
X —>+o00

La fonction f réalise une bijection de R, vers ]0;1].

2) On ales courbes :

Ces courbes sont symétriques par rapport a y = X.

3) Vye]0;1],ona f(f_l(y)): =y donc:

ch(f™(y))

ch(f‘l(y))zé.

Alors, sh2(f™'(y)) =ch2(f-l(y))—1=i2—1 .Or, f'(y)>0, donc sh(f™'(y)) >0 etainsi :
y

sh(f™'(y)) = é—l.

4) La fonction f est dérivable sur R, (comme inverse d’une telle fonction) et :

sh x

f'(x)=- .
(x) ch?x

Ona f'0)=0cet f'(x)=0 & x=1, donc f', qui est définie sur ]0;1] n’est pas dérivable en 1, mais 1’est
sur ]0;1[ avec:

L_eh(fe) 1
fof"(x)  sh(f”'(x) XZ\/1_1 Jx2-x*

X2

') =

On aurait aussi pu remarquer que f~'(x) = Argch (lj .
X
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Exercice 7

a. sh2xcos?y+ch2?xsin?y =sh?x cos?y + (1 +sh?x)sin 2y
=sh?x cos?y +sin 2y +sh?x sin 2y
=sh2x(cos?y +sin2y) +sin 2y

=sh?x +sin?y

b. ch2xcos?y +sh2xsin?y = (1+sh?x)cos?y +sh2?x sin 2y
= cos?y +sh?x cos 2y +sh2x sin 2y

=cos 2y +sh?x

Exercice 8

a. Posons f(x)=arccos(cos(3x)).

. . 2 .
La fonction f est définie sur R et ?—pérlodlque .

De plus,on a:

( ) a siae[0;m]
arccos(cosa)=
2nt—a siae |mw;2xw|

Donc :
3x siae [0 ; g}
f(x)=
2n—3x siae }E;E[
3°3
On obtient le graphe :
31
5]
-
T T 0 T T
-TT -T1/2 0 /2 T

b. Posons g(x)=sin(2arctanx).

La fonction g est définie, impaire et dérivable sur R en tant que composée de telles fonctions et :

g'(x)= 1cos(2arctan X).

X2+

Comme

>0, g'(x) est du signe de cos(2arctanx).
x2+1

X =+ o0

Par ailleurs, on a g(0)=sin0=0 et lim g(x)= sin(Zgj ~0.
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On obtient le tableau sur R, :

X 0

1 + 00
2 arctan X 0 0 < 2arctan x <g g g <2arctanx <7 b8
cos(2arctan x ) 0 -
g'(x) 0 _
1

- 0/ \0

Et la courbe :

Exercice 9

1
1) Posons f(x) = arctan X + arctan—.
X

La fonction f est définie sur R", impaire et dérivable sur R en tant que somme de telles fonctions et :

1

RS - R S
I+xz 1 1+x2 x2+1

X2

Donc f est constante sur tout intervalle inclus dans son en ensemble de définition, en particulier ]R*+ .

. T . 1 . o4
Or, lim arctanx =— et lim arctan— =arctan(0=0, donc par somme, lim f(x)=—.
X —>+00 2 X —>+00 X X =+ oo 2
. 1 =
Ceci prouve que V x >0, on a arctan X +arctan — =—
X

. . T . 1 T
Comme f est impaire,on a V x <0, f(x)=—f(—- x)=—5, soit arctan X +arctan—=——.
X

Finalement, on a bien VX #0 :

1 T
arctan X +arctan — = sgn(Xx) —
X

tan A +tan B

2) Nous avons la formule tan(A+B)=———.
1—-tan Atan B

En posant A =arctana, B =arctanb et C=arctana+arctanb,ona tanA=a, tanB=Db et:

tanA +tanB _a+b

tanC=tan(A+B) = =
l-tanAtanB 1—ab

= arctan(tanC) = arctan( a+l;j.
-a
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) ) o o I o
Pour évaluer arctan(tan C), il faut prendre des précautions. En effet, on a _E <A< 5 et _E <B< 5 donc

—nt<C=A+B<Tmet:

C+m si—n<C<—g

arctan (tanC) =14 C si —§<C<§

C-n si§<C<n

Considérons cing cas et utilisons la croissance de la fonction tangente et la formule de la question 1 :

e a=0,alors arctanb:arctan(0+bj eteg, =0,

a>0etab>1. Alors :

1 I = T
b>— = arctanb>arctan—=——arctana = C>E = arctan(tanC)=C-7m et €, =T.
a a ’

o
a>0et ab<l1. Alors, arctana >0 donc C>arctanb>—5 et:

1 I =w T
b<— = arctanb<arctan—=—-arctana = C< 5 — arctan(tanC)=C et ¢,,=0.
a a ’

a<0etab>1. Alors:

1 1 T T
b<— = arctanb<arctan—=———arctana = C<—5 = arctan(tanC)=C+mn et ¢, =—T.
a a ’

4
a<0 et ab<l1. Alors, arctana <0 donc C<arctanb<5 et:

1 1 T T
b>— = arctanb>arctan—=———arctana — C>—5 = arctan(tanC)=C et ¢, ,=0.
a a ’

On peut résumer ces résultats en :

0 siabx<l
j+£a'b avec €, =1 T siab>leta>0

a
arctan a + arctan b = arctan
1—ab

—m siab>leta<0

3) Posons g(x)=arctan(x —1)+arctan x +arctan(x +1) .
On cherche alors a résoudre g(x) =§ .

La fonction g est la somme de trois fonctions continues et strictement croissantes sur R donc, elle est continue
et strictement croissante sur R .

De plus, g(0)=arctan(—1)+arctan1 =0< g et g(1) =arctan1+arctan 2 > g car arctan?2 > arctan1 =§ .

LS N s 2 . T . . .
Alors, le théoreme de la bijection assure que 1’équation g(x) :E admet une unique solution strictement

comprise entre O et 1.
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Soit maintenant 0 <x <1.On a, (x —1)(x+1)=x2-1<1, donc, d’apres les questions précédentes :

1
= arctan —

X

x—1+x+1
1—(x2-1)

g(x)= g & arctan(x —1) +arctan(x +1) = g— arctanx < arctan(

X j=arctanl = 2% :l & 2x2=2-x2 & X2:§

& arctan
2—x2 X 2—x2 X

2
Et, avec 0<x <1, on obtient XZ\/;.

Finalement :

T ) .
arctan(x —1) + arctan x + arctan(x +1) = ) admet une unique solution x =, [—.

4) En posant a=b avec a?<1 dans la formule obtenue question 2, on obtient :

2a
2arctan a = arctan > |-
—a

2a =i donc :

1
Avec a=—,ona a?<1 et
5 1—a2

5 1
arctan — = 2 arctan —
12 5

2a 120 5 120
=—— donc 2arctan— = arctan—— et :
12 119

En prenant, azi, ona a2<l1 et
12 1—a2

1 5 120
4 arctan — = 2 arctan — = arctan — .
5 12 119

Alors :
1 1 120 -1
4arctan—— arctan —— = arctan —— + arctan ——.
5 239 119 239
Et 1205 =L 1 one:
119 239
120+ -1
12 — 110 ' 9720 —
arctan—0+arctan—1:arctan M =arctan(120><239 119j:aI'CtaIl1:£.
119 120 -1 119%239+120 4
119 239

Finalement, on a bien :

1 1
4 arctan — —arctan—— =
239 4
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Exercice 10

Posons f(x)= arccosL —sgn(x)arctan(sh x) .
chx
La fonction est définie sur R", qui est symétrique par rapport a0 et V x #0 :
f(—x)= arccos; —sgn(— x)arctan (sh (— x)) = arccosL+ sgn(x)arctan (—shx) =f(x).
ch(—x) chx
Donc, f est paire.

* 1 , . . Va ’ .
Sur R,, f(x)= arccosh——arctan(sh x) et f est dérivable en tant que différence de composées de fonctions
chx

dérivables sur des intervalles adéquats, avec :

f'(x)——ShX -1 chx _ sh x _chx _ shx chx 1 1 _0
ch2x ) 1 1+sh2x  chx+/ch2x—1 1+sh?x chx+/sh2x ch?x chx chx
ch2x

Ainsi, f est constante sur I'intervalle R, .

%

De plus, lim f(x)= arccoshLO —arctan(sh 0) = arccos1—arctan 0 =0, ce qui prouve que f est nulle sur R, .
x = 0" C

Par parité, f est aussi nulle sur R" et finalement,ona V x 20, f(x)=0, soit :

arccos L =sgn(x)arctan(sh x)
chx
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