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Corrigés des TD du Chapitre 3

Exercice 1

o
BI

1) Comme O, A, B ne sont pas alignés, OA et OB ne sont pas colinéaires et (O,GK, 6]§) est bien un repere
cartésien du plan.

Par le théoreme des milieux dans le triangle OAB, on a O’A’ :%E et OB’ :%ﬁ) donc O’A’ et OB’ ne

sont pas colinéaires non plus et (O’,0’A’,O’B’) est bien un repere cartésien du plan.

2) Supposons que M(x,y) ait les mémes coordonnées dans les deux reperes.

On a alors :

OM =x0OA+yOB et OM=xO'A’+yO'B’.

Par soustraction, on a alors :

00’=0OM-OM =x0A + yOB—xO’'A’~yO'B’ .
Et avec le résultat de la question 1 :

— ] —

w:xﬁ+y@—x§AO—y§BO=%xﬁ+%y@.

Or, 00'=—0A+—O0B, d’oul :

1
2

| =

] —

1 oA +108-2x0A+2y0B.
2 2 2 2
S AT < ) 3 3 1 ) 1
(OA,OB) étant une base du plan, on obtient Ex = 5 y= E, soit X =y = g
Finalement OM = OA—;OB donc M est le centre de gravité de OAB.

Ainsi :

Il existe un unique point ayant les mémes coordonnées dans les 2 reperes : le centre de gravité de OAB.
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Exercice 2

Plagcons-nous dans le repere (A,KI:Z,KG). On a alors :

e B(0,a) aveca>0, E(1,0) et une équation de (BE) est y=—a(x-1).
2a

e (C(—a,a), F(1,1) et une équation de (CF) est y = 1_—ax +—
1+a 1+a

Comme H = (CF)N(BE), ses coordonnées sont solutions du systeme :

2+
y=—a(x-1) y=—a(x-1) y:;1 j
l1-a 2a & 1-a 2a & +a .
y=—X+—" at— [xX=a——— a’-a
1+a 1+a 1+a 1+a X =
1+ a2
a+a?
—.la — al 2 . .
On a alors DG | et DH +a2 donc DH =aDG et les vecteurs sont colinéaires, donc :
ata
1+ a2

D, G et H sont alignés.

Exercice 3

On pose I=mil[AB], J =mil[AC] et K =mil[BC].
Soit h,, I’homothétie de centre G et de rapport — %2.
Comme le centre de gravité est aux deux tiers des médianes, on a Gl=-— %&: ,soit h,(C)=1.
De méme, h (B)=J et h;(A)=K.
Soit h,, ’homothétie de centre M et de rapport 2.
Comme I=mil[MC'], ona MC'=2MI, soit h,(I)=C".
De méme, h,(J)=B' et h,(K)=A".
On a alors :
A—5K—25A"

B h] J h2 B '

C h] I h2 CV
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Donc h,oh,(A)=A", h,oh(B)=B"et h,oh (C)=C".

Or, la composée de deux homothéties est une homothétie de rapport le produit des rapports. Ici, le produit des
rapports de h, et h, vaut — 1 donc h, oh, est une symétrie centrale.

De plus, h, oh,(G)=h,(G)=G" tel que G =mil[MG].
Le centre de la symétrie centrale qui transforme G en G' est Q, le milieu de mil[GG ']

Ainsi, Q est le milieu de [AA'],[BB'] et [CC'] et :

(AA”), (BB’) et (CC’) sont concourantes en .

Exercice 4

OnaVnelN:

W _ Mn+2Mn + Mn+2Mn+1 — lM M

n+2 n+3 _1+1+2 2 n n+l *

B e v _ I - 1. . - -
En posant u, =M, M, ., et v, =M, M, .,,ona u,_, =5uk et v, =5vk, donc les suites (u,) et (v,)

NN ) 1
sont géométriques de raison 5 et Vke N :

. 1 _ - ~
u =—u, et v, =—vVv,.
k= ok o k= ok Yo
Et, Vne N :
n—1 n—1
u =) M, M,,,, =MM, +M,M, +..+ M, M, ,
k=0 k=0
n—1 n—1
vi=) M, M, ,=MM,+MM, +..+M, M,

o~
o~

=0 =0

En sommant ces deux égalités :

—_

n n—

-1
u, + Vi

=MM,+MM, +..+M, M, +MM,+MM,+..+M, M,
k=0 k=0
=MM,+MM, +MM,+MM, +..+M, M,  +M, M,
=MM,,
=AM,
Or:
o - 1
Y, =—2 G, =—2 MM, = (1——)AB
k 0 071
k=0 1_1 1
2 2
Lol
V,=—2 y, =—2 M1M2_2(1——jBC
k=0 1_1 1
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Donc, Vne N :

avec AL =2AC.

Deplus,ona Vne N, i, =M, M

20+l

LE soit :
2[1

AM, =AM, +%Kf3’ =(1—%)?L+%Kﬁ

2n+1 e =L

n—+ oo 2 n—+oo n—+oo n—+oo

Et, comme lim i:0 ,ona lim AM, = lim AM = AL donc lim M, = lim M

Ceci prouve que :

La suite (M, ), converge vers le point L tel que AL =2AC.

Exercice 5

Pour montrer que trois points distincts de H ne peuvent étre alignés, il suffit de prouver que I’'intersection de H
avec une droite D contient au maximum deux points.

Comme H est la courbe représentative de x > —, il est clair que si D est verticale, DN H contient au plus un
X

point. Si D n’est pas verticale, elle admet une équation réduite de la forme y =ax+b avec a et b réels.

xy =1 xy =1

Déterminer D M H revient a résoudre le systeme { et ce systeme équivaut a {

y=ax+b ax2+bx—1=0"

La seconde équation étant du second degré en x, elle admet au plus deux solutions donc D N H contient au
plus deux points. Ainsi :

A, B et C ne sont pas alignés.

Soit H I’orthocentre de ABC. On a CH.AB =0 soit :
Xy =X )X =X )+ (Y =Y (Ys —Ya) =0

o (XK — X+ ¥y~ =0

B XA

< (XH_Xc)(XB_XA)_ (YH—YC)(XB—XA):O

AXp

1
& Xy —Xc)——(y3—Y¥c)=0 (car Xz #X,)
XAXB

S Yu T X\ XpXy T Y m X, XpXe
De méme en intervertissant A, Bet C,ona y, =X, X Xy +Yg — X, XpXe €6 Yy = XXXy Y, — X XpXc -
Alors :

Y T X XpXe S X\ XXy +Yp =X XXy + Yo = XXXy T,
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X XXy +Yp =X, XXy +Yc donne :

1 1 X, —X 1
— —_ B C _
X\ Xp(Xg =Xp)=———=—""— & X, =-— .
Xc Xp XpXc X XpXc
—_— 1 —_— — .
Et, x; =— & X, XgXy =——=—Y.,donc:
XaXpXc Xc
1
Yu = XaXpXg T Yo = XaAXpXc =7 Yo T Yo ~XpXpXo =~ Xp XX = .
Xy
Donc, on a bien :
He H

Exercice 6

SiM = A, on a det(AM,AB)=AM.AB=0.
Si M # A, posons 0= (A—M, Kﬁ). On a alors :

det(m,xﬁ)zm.xﬁ < AMXABcosO=AMXABsinO < cos6=sin®.

Or, cos0=sin0 si et seulement si 8 =— [7t], donc :

NP

det(AM,AB)=AM.AB < (AM,AB) :g [n].

En appelant C le point tel que AC = AB et (AC,AB) =% [27],on a:

det(AM,AB)=AM.AB & (AM,AB)=(AC,AB) [t1] < (AM,AC)=0 [x].

Ce qui revient a dire que les points A, C et M sont alignés (qui est vrai si M = A) donc :

L’ensemble des points M tels que det(m, Kﬁ) = AM.AB est la droite (AC).

Exercice 7

Si d est la hauteur de ABC issue de B, on a :

e Bed.
e d.1(AC) donc Ce A, la perpendiculaire a d passant par A.

Si d' est la médiane de ABC issue de B, on a :

e Bed'.
e J[=mil[AC]Jed"'.
. ) . . x-y+1=0 .
Ainsi, on a déja B=dnd' donc les coordonnées de B sont solution du systeme (S) : , c’est-a-
2x-3y+4=0
dire : B(1,2).
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La droite d ayant pour équation x —y+1=0, un vecteur normal a d est n(l,—1). Ce vecteur est directeur de A

— |1 xc+3 )
donc det(n, AC) = =0, soit xo+y.+4=0.
-1 y.+1
Enfin, I=mil[AC]e d' donc 2x, -3y, +4=0,0r x, = XA;XC = XC2_3 ety, = yA;yc = YC2—1 donc :
Xc=3 ,yc—1
2 5 -3 +4=0 & 2x.-3y.+5=0.
Xo+y-+4=0 17 3
On a donc le systeme cTe qui donne C(——,——).
2X. =3y, +5=0 5 5

Exercice 8

1) Soit I, le milieu de [AB]. Pour tout point M du plan, on a MA +MB = 2MI donc :
MM ' = 2(tMI-MC).
Alors :
e Sit=1, MM ' = Z(MI - M—C) =2CI et ¢ est la translation de vecteur 2CI.
e Sit#1,on peutposer I(t) = bar{(I,t), (C,—l)} .
Alors, pour tout point M du plan, tMI—MC = (t— I)W(t) et MM ' = 2(t— I)W(t) .
Cette relation se transforme en WM' =3- 2t)m et:

o Si3-2t=0, @ est constante.
o Si3-2t#0, @ est ’'homothétie de centre I(t) et de rapport 3—2t.

2) @ possede un point invariant, I(t), quand t #1 tel que I(t) = bar{(I, t), (C,—l)} .

On alors m = %ﬁ . Et, quand t décrit R\{1}, % décrit R", donc :

L’ensemble des points I(t) lorsque t varie est (IC)\{I}.

3) Posons L={Me P /f(M)=0}. D apres ce qui précede :

e Sit=1, MM'=2(MI-MC)=2CI, f(M)=MM'.MA =2CI.MA et f{(M)=0 < CI.MA =0 donc :

Si t=1, L est la droite perpendiculaire a (CI) en A.

e Si t#l, MM'=2(t-DMI(t), f(M)=MM'.MA =2(t—D)MI(t).MA et f(M)=0 < MI(t).MA =0
donc :

Si t#1, Lestle cercle de diametre [AI(t)].
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Exercice 9

a. Ona,VGe]R,cosG+sin6:\/§cos(6—%) donc p:; S p= !

cos0+sin 0 \/Ecos(e—g)'
4

. k . .
Cette équation est de la forme p :(9—9)’ donc c’est I’équation d’une droite passant par A(1,0) (avec
cos(6—-6,

6=0)et B(0,1) (avec 6=—).

. 1 . .
On peut aussi écrire p=——— & pcosO+psin6=1 < x+y=1 donc on retrouve une droite
cos B +sin 0

d’équation cartésienne x +y =1.

b. Pour p#0,ona:

p=2cosB-3sin0 < p2=2pcosf-3psind & x2+y?2-2x+3y=0 & (x—1)2+(y+§)2:$.

Donc, on a affaire a un cercle de centre (1,— é) et de rayon %

. 2 . . ..
c. p= s1n(6—%) = cos(e—?n) donc, on a affaire a un cercle de diametre 1 passant par I’origine et de centre Q

tel que (f,@)zz—; et OQ:%.

d. Remarquons que J1+5in20 ++/1—sin20 =0 entraine 1+sin20=1-sin20=0 ce qui est impossible. De
plus, pour tout 8, —1<sin20 <1 donc /1+sin 20 +~/1—sin26 =0 est bien défini. On a :

1
P= J1+5in 20 ++/1—sin 20

& p*(Vi+sin28+I-sin26) =1

& 2p7(1+/1-sin20) =1

& 2p°(1+]cos26]) =1

Alors, pour 0 décrivant [0,2%[ :

e Sicos202>0, soit Oe {O,g}u{%,%}u{%,%{,ona 1+|c0s29|:1+c0s26:2c0s29 donc :

20" (1+]c0s26)) =1 & (pcose)zzi o Xzzi_
) ) T 37 St Irw )
® Sicos20<0, soit e Z’I U T’T ,ona1+|cos29|=1—cos26:2s1n26 donc :

2p% (1+|cos26]) =1 <« (psine)zzi & yzzi.



e 5i0e|0,—|uU 7—n,2n , X >0 donc le etsi B¢ 3_7t,5_n , x<0 donc xz—l;
4 2 4 4 2

e si0Oe 2’3_7t , y>0 donc y=l etsi Oe 5_7t’7_n , y<0 donc yz—l.
4 4 2 4 4 2

Finalement, on obtient des segments de droite qui forment un carré ABCD comme sur la figure suivante :

1

Exercice 10

1) Une équation polaire du cercle trigonométrique de centre O et de rayon 1 est :
r=1.
Soit M (cosa,sina) un point du cercle trigonométrique. La tangente au cercle en M  est la droite
perpendiculaire 2 (OM,) passant par M, c¢’est-a-dire I’ensemble des points M(x,y) tels que O—MOM.W =0.
Une équation cartésienne de cette tangente est donc cos 0u(x —cos o) +sino(y —sin ) =0 soit :
xcosa+ysino=1.
En passant en coordonnées polaires, on obtient rcos@coso+rsin@sin=rcos(0—a) =1, soit :

N
cos(6—)

2) Une équation cartésienne de C est (x —1)2+y2=1, soit x2+y2—2x =0. En passant en polaires, on obtient :

r=2cos9 ou r=0.

La tangente en O a C est I’axe des ordonnées, d’équation polaire 0 = B [r] ou r=0.

Pour un point M, de C, différent de O, de coordonnées polaires (a,2cosa) (donc de coordonnées cartésiennes

(2cos?a,2cosasino) = (1+cos 20, sin2a) ), la tangente au cercle en M est la droite perpendiculaire a

(M) passant par M, c’est-a-dire I’ensemble des points M(x,y) tels que QM .M M =0.

Une équation cartésienne de cette tangente est donc :

cos20u(x —1—cos2a) +sin20(y—sin2a) =0 & xcos20+ ysin 20 =1+cos20 .
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En passant en coordonnées polaires, on obtient :

. I+cos2al
cos(6—20)

3) La pente de d est 1 donc d n’est pas parallele a I’axe des ordonnées et les tangentes recherchées ne passent
pas par O, ni par le point A, diamétralement opposé a O de coordonnées cartésiennes (2,0).

Soit M, différent de O et A, un point de C, de coordonnées polaires (a,2cosa). Or, 2cosa.=0M_ >0 donc

on peut prendre o entre —g et g exclus (car M, n’est pas sur (Oy)) et o« #0 (car M_ n’est pas sur (Ox)).

On a vu plus haut que la tangente a C en M_ a pour équation cartésienne X cos20+ ysin2¢ =cos2?o et donc

pour pente — cotan(2a) (qui est définie car 2ot # 0 [x]).

T

Pour que cette tangente soit parallele a d, il faut et il suffit que cotan(2a) =—1, soit a0 = % ou — e

On a cos%:sin(g—%):singzxﬂ—ﬁ et 2cos(—g)=2cos§= 2+\/5

Donc :

Les tangentes a C paralleles a d sont les tangentes aux points

de coordonnées polaires (%C A2— JE) et (— g, \2+ \/5) .

Exercice 11

L’application f est une isométrie si et seulement si V i e F, IHf@)=Iull, soit :
ld+o@.i)dl=lill < li+o@.d)ol’=1dl?
& il +2u.(ou(®.0)0)+loud. 1) dIF =114 I?
& 200(®.0)° +aX(@.0) eIF =0
s aR+alldl*)(®.4)* =0

Ceci doit étre vrai Vue P, or a et ® ne sont pas nuls donc :

. .y 2
fest une isométrie < a=——-|
ol
L 2 0o . o0 . - 7 )
Posons alors (i) =ti— ——(®.0)®=0—-2(-——.u)——=u—2(i.u)i avec i =——.
ol ol “lloll ol

Remarquons que f (i)=—1 etsi 3 est un vecteur unitaire orthogonal a 3 , f (3) = 3 .
De plus, si on se place dans la base orthonormée (f,]) de P,ona Vi(x, y)E P,i=xi+ yj et:
f(ﬁ)zxf+yj—2xf =—Xf+yj.

Ceci prouve que :

f est la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectoriel orthogonale a .




PCSI

Exercice 12

VMeP,ona:

MB.MC + MC.MA + MA .MB = (MG + GB).(MG + GC) + (MG + GC).(MG +GA) + (MG + GA).(MG + GB)
=3MG” +2MG.(GA + GB+GC) + GB.GC + GC.GA + GA.GB
=3MG? +GB.GC +GC.GA + GA .GB

car GA+GB+GC =0.

Ona:

GB.GC +GC.GA +GA.GB =GC.(GB+GA)+GA.GB
=GC.(— GC)+(GC+CA).(GC+CB)
=—GC?+GC?+GC.(CA+CB)+CA.CB
=GC.(CA+CB)+CA.CB

Et 66:—%(@+6§) donc :
Gﬁﬁé+6€.@§+§&.6§=—%(€X+E}§)2+6K.€E=—%(ACZ+Bc2—€/§.61'3’)

Enfin, CA.CB =%(AC2 +BC?— AB?) donc :

2 2 2
GB.GC+GC.GA +GA.GB =B +B§ +AC

2 2 2

Ainsi. V Me P. MB.MC + MC.MA + MA.MB = 3MG> - 2B +B§ TAC ¢ done :
2 2 2
Mel o GM:\/Z(AB +]ZC +ACH
Et:
2(AB* +BC? + AC?

L est le cercle de centre G et de rayon \/ ( 5 ) .

Exercice 13

1) Ona:
x2+y2-4mx -2my+10(m-1)=0 < (x-2m)?>+(y—m)?=5m?2-10(m—1)
& (x—2m)2+(y—m)?2=5(m—1)2+5

Comme Vme R, 5(m+1)2+5>0 :

Vme R, C,_ estun cercle de centre Q_(2m,m) et de rayon /S(m+1)?+5 .

On ade plus, Vme R, Xq =2m=2yQm donc :

Quand m décrit R, Q  décrit la droite D d’équation x -2y =0.
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2) Soient m un réel non nul.

Les coordonnées (x,y) des éventuels points d’intersection de C,, et C, sont solutions de :

x2+y2—-4mx —2my+10(m—-1)=0 4mx +2my =10m y=5-2x y=5-2x
= = =
x2+y2=10 x2+y2=10 x2+(5-2x)2=10 x2-4x+3=0

Et les racines de x2—4x +3 sont 1 et 3 donc, Vme R :

& (x,y)=(1,3) ou (3,-1)

x24+y2—4mx —-2my+10(m—-1)=0
x2+y2=10

Donc, Vme R", C,, et C, se coupenten A(1,3) et B(3,—1) et ainsi:

Tous les cercles C ont deux points en commun : A(L,3) et B(3,—1).

3) Remarquons déja que comme un cercle et une droite ont au plus deux points d’intersection et que A et B
sont sur tous les cercles C,_,ona:

e SiM =A ou M, =B, M, appartient a tous les cercles C .
* Si M, e (AB)\{A,B}, M, n’appartient 2 aucun cercle C,,.

Si maintenant M_ ¢ (AB), M_ appartient a un cercle C,, si et seulement s’il existe me R tel que
X,2+y,2—4mx, —2my, +10(m-1)=0 < (4x,+2y,—10)m=x_2+y, 2-10.

Or, on a M_ ¢ (AB) donc det(AB, AM,) #0, soit 2(y,—3)+4(x,—-1)=4x,+2y —10#0 et ainsi, on peut
écrire :

2 2 _
ImeR\M, eC, & mzw.
4x,+2y, —10
Donc :
o . X,2+y,2-10
V' M, € P\(AB), il existe un unique cercle C_ contenant M avec m = —>—">——.
4x,+2y, 10

Exercice 14

1) Supposons que C soit le centre d’un cercle de rayon R > O tangent extérieurementa C, en A’ et C; en B’.
On aalors AC=AA’+A’C=1+R et BC=BB'+B'C=2+R.
La premiere relation implique que AC >1 et la soustraction des deux donne BC—-AC=1.
Réciproquement :
Soit C un point tel que AC>1 et BC-AC=1.
Posons R =AC—-1>0 et soit C le cercle de centre C et de rayon R. On a alors :
e AC=R+1 donc C est tangent extérieurement a C, ;

e BC=AC+1=R+2 donc C est tangent extérieurement a Cj.

Ainsi, C est tangent extérieurement a C, et Cj.
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2) D’apres ce qui précede, un cercle est tangent extérieurement a C, et Cy si et seulement son centre C vérifie
BC—-AC=1 avec AC>1, son rayon valant alors R = AC—1.

Donc, les cercles tangents extérieurement a C, et C, sont les cercles de centre Ce LNL’ et de rayon
R=AC-1avec L={Me P, BM—AM =1} et L' ={Me P, AM >1}.

L’ensemble L’ est I’extérieur strict du cercle C, . Reste a déterminer L.

Placons-nous dans un repere orthonormé direct (O,i 3) tel que A(0,1) et B(0,—2). On a alors :

M(x,y)ée L < BM=AM+1 < BM2=(AM+1)2=AM2+2AM +1
& X2H(y+22=x2+(y—1)2+2AM+1

< AM=3y+1
1
>_
= y 3
AM? =3y +1)?
1
>_
= y 3
x2+(y—1)2= By +1)?
1
>_
= y 3
x2=8(y*+y)

Or, 8(y2+y)=8(y+%)2—220 < y20ou y<-1,donc:

y=>0
x2=8(y*+y)’

On verra plus tard que la courbe d’équation x%2=_8(y2+y) est une hyperbole. En attendant, on a :

M(x,y)e L & {

y=0

>0 2
M(x,y)e L & Y S X242 < y:l X+2—1 .
8y?2+8y—x2=0 QRy+1)2= 2 2

2
Donc L est la courbe représentative de la fonction x > l( X ;2 — 1] .

Remarquons alors que, si M(Xx,y)e L :
AM>1 & AM?>1 & xX2+(y-12>1 & 8(y?+y)+(y—-12>1 & 9y2+6y>0.
Or, avec y =20, o0na 9y2+6y >0 avec 9y?2+6y =0 si et seulement si y=0.

Donc LNL = L\{O} et finalement :

Les cercles tangents extérieurement 2 C, et Cy, sont les cercles de centre Ce L\{O}

2

2
et de rayon AC—1 ou L est la courbe représentative de x — l( x2+2 —1} .
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