PCSI

Chapitre 6 : Preuves des compléments sur les ellipses

Image d’un cercle par une affinité orthogonale

Propriété :

L’image d’un cercle par une affinité orthogonal de rapport différent de 1 et — 1 est une ellipse.

Preuve :

Soient C un cercle de centre O et de rayon R et f une affinité orthogonale d’axe D.

On se place dans un repere orthonormé (O,Y,j), tel que I'axe (Ox) c
soit la parallele a D en O.

Une équation de C dans ce repere est alors x2+y2=R?2 et une
équation de D est y=A.

Soit M(x,y) un point du plan, H(x,A) son projeté orthogonal sur D g
et M' son image par f.
On a alors HM'=kHM donc M'(x,y") avec y'=k(y—A)+A. D
Alors y:%_l)k et:
MeC & x2+y?=R? o xe4 O TKZDA? oo x2 k=D,
k2 R?2 k2R? '

o X2, O+ (k=DAp

R2 2R? =1 est une équation de I’ellipse E de centre (0,(1-k)A). Ainsi :

MeC & M'eE.
Et donc, I’'image de C par f est E.

Remarque : le grand axe dépend de la position de k? par rapport a 1.
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Projection orthogonale d’un cercle de ’espace sur un plan

Propriété :
Soient P et P’ deux plans non paralleles et non perpendiculaires de I’espace et C un cercle inclus dans P.

La projection orthogonale de C sur P’ est une ellipse.

Preuve :

Comme P et P’ ne sont pas paralleles, ils sont sécants en une droite D.

Appelons Q le centre de C, R son rayon, O le projeté orthogonal de Q sur D et placons-nous dans
un repere orthonormé (O, 1,3,12) tel que (xOy) = P’ avec (Ox) =D et (Oy) L D.

Une équation de P dans ce repere est alors de la forme z =py avec p#0 (car P et P’ ne sont ni
paralleles, ni perpendiculaires).

On a de plus Q(0,y,,py,) car Qe D etun systeme d’équations de C est :

( _{Z=py o {Z=py
X2+ (y =y )2 +(z-py,)? =R? X2+(y=yo 2 +(py—pyo ) =R?
La deuxieme équation se reformule en :
2+(1+p)(y-y,)?=R? & X_2+(y_—YQ)2:1
PINY—Yaq az b2

R
1+ p? '
Soit alors un point M(x,y,z) de C et M’(x,y,0) son projeté orthogonal sur P’ = (xOy).

2 — 2
Quand M décrit C, M’ décrit la courbe de plan (xOy), d’équation X—2+(yb+9)
a

avec a=Ret b=

=1 qui est une

ellipse de centre €’(0,y,,0), le projeté orthogonal de € sur P’.

Ainsi, la projection orthogonale de C sur P’ est bien une ellipse.




