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Corrigé du Concours Blanc de Mathématiques n° 1

Exercice 1

Partie A — Résolution d’équations différentielles

1) L’équation (E,) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sans second membre. Ses solutions sont de
t
la forme t— Kexp (— j thu du) avec K constante.

sh ch' . . o ¢
Or, th= - = - et la fonction ch est strictement positive sur R, donc, on peut prendre J. thudu =In(cht) et:
c c

¢ 1
exp(— .[ thu du) =exp(—In(cht)) = e

Ainsi :

Les solutions a valeurs réelles de (E) sont les fonctions t ht avec Ke R.
c

Si z, estla solution de (E;) telle que z,(0)=1,0ona Vte R, Zl(t):% et 21(0):%0:K=1 donc :
c c

cht

2) L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre dont I’équation
K()
cht

homogene associée est (E,). On cherche alors une solution particuliere sous la forme t+ avec K

fonction dérivable sur R . En réinjectant dans (E), on obtient :

K'(t) 3 K(t)sht T (tht) K(t) _ K'(t) 3 K(t)sht N sht K(t) _ K'(t) — txtht= txﬂ.
cht ch?t cht cht ch?t cht cht cht cht

Soit :
K'(t) = txsht.

Une intégration par parties donne :
K(t)= [ uxshudu =txcht- [ chudu =txcht—sht.

. . C s tXcht—sht .
Ainsi, une solution particuliere de (E) est t —» ——— =t —tht et finalement :

cht

Les solutions a valeurs réelles de (E) sont les fonctions t+ t—tht +T avec Ke R.
cht

Si z, estla solution de (E) telle que z,(0)=0,o0na z, :th—tht+% et zl(O)=%=K=O, d’ou :
c c

z,:t>t—tht
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Partie B — Etude d’un arc paramétré

Oh surprise, les fonctions x et y de cette partie sont les fonctions z, et z, de la partie précédente !
3) Les fonctions x et y sont définies sur R qui est symétrique par rapportaOet Vte R :

X(—t)=—t—th(-t)=—t+tht=—x(t)

1
ch(—t) cht y(©

y(=t)=

Les fonctions x et y sont respectivement impaires et paires donc :

I" est symétrique par rapport a (Oy).

4) Les fonctions x et y sont dérivables sur R respectivement en tant que différence et inverse de fonctions
dérivables sur R (le fonction ch ne s’annulant pas sur R)et Vte R :

x'(t)=1-(1—th2t) =th2t
sht
ch?t

y'(=-

Du fait de la symétrie vue a la question 3, on peut limiter ’étude a R, .
Ona x'(t)>0 et y'(t)<O0 sur ]R*+ et x'(0)=y'(0)=0.11y aun point stationnaire en t=0.

Si on pose f(t) = x(t)f + y(t)j dans le repere orthonormal (O,Y,j), ona:
= - = ~ sht - sh2t- sht - sht - =
f't)=x'(t)i +y'(t)j=th2ti — j= i— j= shti—j).
(O=x'(1+y'(t)] ozt " ohr !t enee? Ch2t( J)

Donc f(t) est colinéaire 2 shti —j qui vaut — 3 en t=0, donc I" admet une tangente verticale en t=0.
Par ailleurs :

lim y(t)= lim %tzo et lim y(t)= lim (t—tht) =+ o0 (car lim tht=1).
t—+oo t—>+o ¢ t—+o t—+oo t—+oo

La courbe I" admet I’axe des abscisses pour asymptote quand t — + oo (et t — — oo par symétrie).

1 )
De plus, Vte R, y(t)= oy >0, donc I est toujours au-dessus de son asymptote.
c

Sur R, , on ale tableau :

On obtient la courbe :
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5) Sisht=1,ona cht=+I+sh?t =2 et tht="t =L
cht \/5
De plus, on a:
el—e'=2ht=2 o e*—2e'=1 & e’—2'+1=(e'-1)’=2 o e' =1++2.
Mais 1—~/2 <0 donc ne peut étre égal a €' et ainsi, e' =1+ V2, soit t=In(1+ \/5).

Finalement :

Si sht=1, cht=+/2, tht=—L et t=In(1+~2).

N

6) Une droite de coefficient directeur — 1 admet pour vecteur directeur u(l,—1).

On a vu plus haut que la courbe I" admet une tangente en tous points dirigée par shti —3 (qui est colinéaire a
f'(t)) donc la tangente a I' a pour coefficient directeur — 1 si et seulement si les vecteurs shtf—j et u(1,—1)
sont colinéaires, ¢’est-a-dire si et seulement si det(shtf —j,ﬁ) =0.0na:
-~ - __ |sht 1
det(shti — j,u) = . =—sht+1.

Ainsi, la tangente a I" a pour coefficient directeur — 1 si et seulement si —sht+1=0, soit sht=1 (nouvelle
surprise incommensurable !).

On a vu dans la question précédente qu’alors cht = V2, tht= % et t=In(1+ V2 ) , donc :
1

x(t):ln(1+\/§)—ﬁ et y(t)=%.

Finalement :

I" admet une tangente de coefficient directeur — 1 en B (ln(l + \/E )—

=)

Comme la pente de la tangente a I en B vaut — 1 (et cette tangente passe pare B), une équation réduite de cette
droite est y =— (X —X5)+yz =— X+ Xy + Yy, soit :

y=—x+ln(1+\/§)

7) a. On a vu plus haut qu’un vecteur directeur simple de la tangente a I" au point M(t) de parameétre t est :
T(t)=shti—].
sht x—x(t)

=0, soit :
-1 y-y(®)

Une équation cartésienne de cette tangente est alors donnée par det (T(t), M(t)M) =

sht(y—y(t))+x—x(t)=0.

Avec les expressions de x(t) et y(t), on obtient :

sht y—L +x—-t+tht=0 & ysht—ﬂ+x—t+tht:ysht+x—t=0.
cht cht

Ainsi :

Une équation cartésienne de la tangente a I" au point M(t) de parametre t est X + ysht=t.
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b. Soit (Xy,Yyy) les coordonnées de N(t), le point d’intersection de la tangente a I" au point M(t) et (Ox).

Remarquons que comme dans 1’équation cartésienne trouvée plus haut, le coefficient de x vaut 1, donc n’est
jamais nul, la tangente a I" au point M(t) n’est jamais parallele a (Ox) donc le point N(t) est défini Vte R.

N(t)e (Ox), donc y, =0 et comme N(t) est sur la tangente d’équation x+ysht=t,ona x =t.
Ainsi, les coordonnées de N(t) sont (t,0) et Vte R :

=th’t+1—th’t=1.

M(ON()? = (t—x(t))" + (- y(1))’ = th’t+ ;

ch’t

Finalement :

Vte R, M(t)N(t)=1.

Exercice 2

1) f(z)=0 & z2+z+1=0. Les solutions de cette équation sont connues :

f(z)=0 & z=jouj.

2) a. Avec z=x+iy,ona:

f(z)=22+z+1=(x+iy)?+x +iy +1=x24+2ixy —y2+x +iy +1.
Soit :

f(x+1iy) =x2—-y2+x+1+i(2xy +y)

b. Ona f(z)e R & Im[f(z)]zO donc, d’apres ce qui précede, avec z=x+1y :
f(z) eR & 2xy+y=0 & 2x+1)y=0 & xz—% ouy=0.

Ainsi :

L’ensemble des points M d’affixe z du plan complexe tels que f(z) soit réel

(o . . . . 1
est la réunion de deux droites d’équations respectives : X =— 5 et y=0.

c. Ona f(z)eiR & Re[f(z)] =0 donc, d’apres ce qui précede, avec z =X +1y :
3

f(z)eiR & xX2-y?+x+1=0 & y2—(x+%)2:z

. . . 1
Cette derniere équation est celle d’une hyperbole équilatere de centre Q(——,0) et d’axe la parallele a (Oy)

3
passant par Q avec azbz% donc c=~/a2+b2=a+/2 = 5 et ezgzx/i.
a
Si le plan complexe est rapporté a un repere (O, Y,j) , appelons x et y les coordonnées dans (O, Y,j) et XetY

T 1
les coordonnées dans le repere (£2,1,j).On a alors X =x +5 et Y=y.
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Dans (L, Y, j) :

e [’axe a pour équation X =0.

e [es sommets ont pour coordonnées (0,a) et (0,—a).

e Les foyers ont pour coordonnées (0,c) et (0,—c).

2 a2

. . . . a
e [Les directrices ont pour équations Y =— et Y =——.

C C

e Les asymptotes ont pour équations Y =X et Y =—X.

En revenant dans (O,Y,j) :

On ala figure :

L’ensemble des points M d’affixe z du plan complexe tels que f(z) soit
imaginaire pur est une hyperbole équilatere et :

son centre est Q(— %,O) ;

. 1
son axe a pour €quation X =— E ;

V3 1 J§

1
ses sommets ont pour coordonnées (_5 7) (- —, 2

ses foyers ont pour coordonnées (—— \/7 ) € (— P \/7 )3

ses directrices ont pour équations y = T et y=— T ;

. . 1
ses asymptotes ont pour equations y =X +E et y=—Xx _5 ;

son excentricité est \/5 .
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3) a. Si on note C le cercle trigonométrique, d’équation paramétrique complexe z=¢", ’image par F du
cercle trigonométrique est I’ensemble des points d’affixe f(e'’) avec 8 R.Or, VOeR,ona:

i0 —i0
+e!

fe®)=e? +e®+1=( +1+e ")’ =(1+25 > )e = (1+2cosB)e”.

Comme V0e R, p(0)=1+2cosH estréel :

L’image par F du cercle trigonométrique est bien la courbe définie en polaires par p(0) =1+2cos0.

b. La fonction 0+ p(0) =1+2cos0 est définie sur R.

® pest 2w-périodique donc on peut I’étudier sur tout intervalle de longueur 2w, par exemple [— T, 7] .

VOel[-m,n], —0e[—n,7] et p(—0)=1+2cos(—0)=1+2cos0=p(0) donc la courbe est symétrique par
rapport a I’axe des abscisses et on peut restreindre 1’étude a [0, 7] .

La fonction p est dérivable sur [0, 7] et p'(0) =—2sin0<0.

Sur [0,7], p(0)>0 & cose>—% = 9<2—3n. On obtient le tableau :

0 0 233 T
p'®d) |0 - B - 0
3 \e\
P -1
p(0) + 0 -

Comme p et p' ne s’annulent pas en méme temps, tous les point de la courbe sont réguliers et :
o En©=0,o0nap'(0)=0 et p(0)#0, donc la tangente est dirigée par v, zj donc verticale.
o En 0= 2—;, ona p'(0)#0 et p(8) =0, donc la tangente est dirigée par u,_, .
o EnO=m,onap'(®)=0 et p(0)#0, donc la tangente est dirigée par v_= —3 donc verticale.

e Eno :g, ona p(0)=1et p'(0) =—2. La tangente est dirigée par —2u_, +V_, = ~(i+ 23) .

On obtient la courbe (complétée par symétrie) :
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4) Pour tout entier n=>2,o0na :

nf:[f(z)—z]k =0 & nf:(zzﬂ)k:o.
k=0 k=0

Ona z2+1=1 & z=0 et il est clair que 0 n’est pas solution de I’équation ci-dessus, donc on peut écrire :

ol ok (z2+1)" -1
[f(z)-z]' =0 & —(z2+1)—1

k=0

=0 & (22+1)" =1.

Ainsi, z est solution de 1’équation si et seulement si z2+1 est une racine n'“™ de 1’unité différente de 1, soit :
2kn 2kn k. .kn K kn (knij

i— i— i— i— —i— i— ., TC 17 2 . k’]‘[
72+1l=e " & z722=¢ " —l=e"(e™ —e ")=e"2isin— & z2=2e¢ sin— .
n n

avec ke [Ln—1].

Or, si ke [L,n—1], alors He 10, [ et sing>0 donc :
n n

i[gi] km {EJJ [ kn
72=2¢e'\" Ysin— o z=te' ¥ [2sin— .
n n

n—I
Les solutions de Z[f (z)—2z]* =0 sont les nombres de la forme :
k=0

(*,i(lz(‘1;+zj1 /2 sin H et — e{%%j . /2 sin H
n n

avec ke [L,n—1].

Ainsi :

Enfin, Vke [1,n—lﬂ,ona 1/2SinH >0 donc (avec e =—1),ona Vke [[1,n—1]] :
n

[(kn n ' i 22,2
. e(211 “)\/ZSinH =\/25ing et arg(e(2n 4) 2singj=?+g [27].
1 n n n

o |- e{%%j \/2 sin H

n

n n 2n

R
=\/25inH et arg(—e(z“ 4] ZSinHJ:H+g+n [27].

Exercice 3

1) L’équation homogene associée a (E) est y"—2iy'+(B—1)y =0 d’équation caractéristique r2—2ir+p—-1=0.
Le discriminant de cette équation est A= (—2i)2—4(B—1)=—-4—-4B+4=—- 4 dont le signe est opposé a celui
de B. Il y a donc trois cas :

e (>0.

On pose B=b2 donc A =—4b2=(2ib)? et les racines de 1’équation caractéristique sont i(1—b) et i(1+b).
0 e ™™ avec A et W constantes

Les solutions de I’équation homogene sont de la forme tr> Ae
complexes.
[ ] B = 0 .
On a alors A =0 et I’équation caractéristique admet i pour racine double.
Les solutions de I’équation homogeéne sont de la forme t — (At+u)e" avec A et | constantes complexes.
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B<O.

On pose f=—b2 donc A =4b2=(2b)? et les racines de 1’équation caractéristique sont i—b et i+b.

Les solutions de 1’équation homoggne sont de la forme tr>Xe" ™' +ue’™™" avec A et W constantes

complexes.

Cherchons une solution particuliere de (E). Le second membre (1+i)e" est de la forme ae™ avec ov=i. Il y ici
uniquement deux cas :

B#0.

Dans ce cas, ae=1 n’est pas racine de I’équation caractéristique (car les racines sont soit i—ib et i+ib,
soit i—b et i+b qui sont toujours différentes de i quand B#0 < b=#0). On cherche alors une solution

particuliere y, de (E) telle que y,(t)=Ke" avec K constante complexe.

On a y,'(t)=iKe" et y,"(t)=—Ke", donc en réinjectant dans (E), on obtient PKe" =(1+i)e", soit

1+i . . 1+i
K =——. Une solution particuliére est donc t > ——e"

B=0.
Dans ce cas, a=i est racine double de I’équation caractéristique et on cherche alors une solution
particuliere y, de (E) telle que y,(t)= (At2+Bt+C)e" avec A, B et C constantes complexes. Mais quels

que soient B et C, la fonction t — (Bt+C)e" est solution de I’équation homogeéne donc on peut chercher

une solution particuliere de (E) sous la forme plus simple y,(t) = At%e".
On a y, '(t)=2Ate" +iAt2%e" et y,"(t)=2Ae" +4iAte" — At2e" y, "(t) =— Ke", donc en réinjectant dans

. . . i N . 1+1 . L
I’équation (E), sans oublier que B =0, on obtient 2Ae" = (1+1)e", soit A = 71 Une solution particuliere

1+1
est alors tl—)the .

Finalement :

Les solutions de (E) sont de la forme :

i(1-b)t

I+1 5 .
ot A el o ——¢e'si p=b2>0,

ot el

- 1+1

(i+b)t _ it » — _ T2
+ue o e" si f=—b2<0,
J tH(—l—;t2+M+ujeit si B=0,

avec A et U constantes complexes.

2) Soit f une solution de (E). En reprenant les trois cas précédents, on a :

e SiB=b2>0,alors Vte R, f(t)=Ae'"™ +ue'™ + 1;_ e' —(k 4 ue® +%)e“ donc VteR :

—ibt ibt

£ (O] =|he™ +pe 41 ‘ke‘lb“+‘ue‘b“ J;i‘=|k|+|u|+g.
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Comme M =|h|+|u|+g est un réel fixé, indépendant de t, on a Vte R, f(t)| <M et ainsi, f est

bornée.

e SiB=0,alors VieR, f(t):(l—;t2+kt+ujei‘ donc |f(t)|=‘1—;t2+kt+u

Or, lim |f(t)| =+ oo donc f n’est pas bornée.
t—+o

e Si B=-b2<0, alors VteR, f(t)=ae"" +pe"™" —%e“ = (ke_b‘ +pe” —%j e" donc VteR,

f(v)-

et lim |f(t)| =+ oo donc f n’est pas bornée.
t

—+oo

bt o 11
Ae +ue —?

Finalement, on a bien :

Une solution f de (E) est bornée si et seulement si §>0.

3) Si B=4>0, on prend b=2 et les solutions de (E) sont de la forme t+> Ae " +pue™ +%eit avec A et U
constantes. Si z est la solution de (E) telle que z(0)=1+1 et z'(0) = 1—;1, ona:

. z(O):k+u+%1:1+i donc k+u:%(l+i) 1)

. . 1+1. 1-i 11-1 1+1 —-i(d-1) 1+1 . 3 .
e 7'(0)=—iA+3iu+—i=— donc —A+3u=- - = - ,s0it —A+3u=—=—(1+1) 2
0) m+= 2 h=-""" 5 2 u 4( ) (2)

En faisant (1) + (2), on obtient 4u =0, soit L =0 et (1) donne immédiatement A = %(1+i) .

Ainsi, la solution z de (E) recherchée est :

z:tl—)l%il(Se_it +e")

4) a. Soit M un point de coordonnées (x,y) dans (O,Y,j) et (X,Y) dans (O,u,v).Ona:

OM =xi +Yj :Xﬁ+YV:X%(T+§)+Y%(—f+]):%(X—Y)T+%(X+Y)3.
Donc, par unicité des coordonnées, on obtient les formules de changement de repere :
X = ﬂ (X-Y)= X-Y

2 V2

2 V2
En inversant ce systéme, on obtient :

X= Q (x+y)

2
V2
Y=—"—-(y—x)

2
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Par ailleurs, Vte R, z(t):l%:lﬁe‘“ +ei‘):171_1(4c0st—21sint):cost+%sint+ic0st—%isint donc :
x(t)=c0st+%sint
1.
y(t)=cost—5smt

Et avec les formules de changement de repere que 1’on vient d’obtenir, on aboutit bien a :

X(t)=+/2 cost

Y(t)= —gsint

b. Remarquons qu’en posant t'=—t, quand t décrit R, t' aussietona:

X(t'):x/zcost'
Y(t')=%sint'

On retrouve le paramétrage classique d’une ellipse et ainsi :

C est une ellipse.

X2 Y2

W2r Ay
petit axe est b=1/2.0Onaalors c =va2—b? = ‘/2—% =\/g donc :

c31J§
2

e Les foyers F et F' ont pour coordonnées (c,0) et (—c,0) dans (O,u,Vv). En utilisant les formules de
X-Y et y= X+Y
V2 V2

dans (O,l,]) soit F £ £ \/_ \/_
J’ J‘ 272

Finalement :

Une équation cartésienne de C est =1 donc le demi grand axe de C est a= V2 et son demi

et

changement de repere x = vues dans la question a., on obtient F(

o

27 2

ezﬂ etF(ﬁ ﬁ] ( \/_ \/_
272

——,—— | dans O,ia,a' .
) ] ( J)

c. Soit M e C. Remarquons que le résultat voulu se reformule en « le cercle de centre M et de rayon MF est
tangent a I' ». Appelons alors C,, le cercle de centre M et de rayon MF.

D’apres la définition bifocale de I’ellipse, on a MF+MF'=2a = 242, soit MF' =22 - MF.
Or, on sait que deux cercles de centre et Q', et de rayons R et R' sont tangents (intérieurement) si et

seulement si QQ'=IR —R'l. Comme cette relation est satisfaite ici (MF'=23/2 — MF), T et C,, sont tangents
(intérieurement) et ainsi :

M est le centre d’un cercle tangent a I” et passant par F.
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On ala figure :




