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Corrigés des TD du Chapitre 8

Exercice 1

a. Ona FuGe Z(FuG).Dong,si Z(FuG)=2F)u.Z(G) :

FuGe Z(F)u.Z(G) & FuGe Z(F) ou . Z(G) & FUGcFou FUGcG < GcFouFcG.
Réciproquement :

e SiFcG,FuG=G et Z(F)c.7(G) donc Z(FUG)=.7(F)u.7(G)=.7(G).

e Deméme,si GCF, Z(FuG)=2F)u.7(G)=.7(F).

Finalement, on a :

F(FuUG)=ZF)u.Z(G) sietseulementsi Fc G ou GCF.

Ona:
Ae ZF)NZ(G) © AcFetAcG © AcFNG & Ae Z(FNG).
Ainsi :

FFNG)=27(F)n.7(G)

b. Si Z(FuG)=.2(E),ona Ee #(E)=.7FuUG) donc ECFUG CcE soit E=FUG.
Réciproquement, il est clair que si E=FUG, alors .Z(FuUG)=.7(E).

Donc :

Z(FuUG)=.7(E) sietseulementsi E=FUG.

c. Si Z(FHHhu.7(G)=.7(E), alors Ee .Z(F)u.Z7(G) donc Ee .Z(F) ou Ee .Z(G), soit ECFouEcG,
ouencore, F=EouG=E.

Réciproquement, il est clair que si F=E ou G=E, alors .7 (F)u.7(G)=.7%(E).

Donc :

FF)u.Z(G)=.7(E) sietseulementsi F=EouG=E.

Exercice 2

Ona .7 (E)={Q,{a},{b},E} et:

2.{2}.{ta}}.{{b}}.{E}.{@.{a}} .{2.{b}}.{@. E} {(a},{b}}.{{a} E}.{{b}.E},
{@.(a}.{b}}.{2.{a}.E}.{<,(b}.E}.{{a}.{b}, E}.{D,{a}, (b}, E}

ﬁ(ﬁ(E)F{
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Exercice 3

On veut prouver que :

E=F & EuUF=EnNF.
(=)Si E=F,alors EUF=E=F et ENF=E=F donc EUF=ENF.
(&) Quels que soient Eet F,on a:

ENFcEcEUF et ENnFcFcEUF.
Donc, si EUF=ENF,alors E=ENF=EUFet F=ENnF=EUF donc E=F.

Exercice 4

a. Ona:
xe AaAB=(A\B)U(B\A) xe A\Bouxe B\A
(xeAetxgB)ou(xeBetxg A)
x € A ou B mais n'est pas dans les deux en méme temps

xe (AUB)\(ANB)

t¢g¢d

Donc :

AAB=(AUB)\(ANB)

b. Supposons que AaB=AnNB. On a alors, d’apres la question précédente : (AUB)\(ANB)=AnNB.
Or, ((AUB)\(ANB))N(ANB)=J donc (AUB)\(ANB)=ANB=y.
Mais, si AnNB=J,ona (AUB)\(ANB)=(AuUB)\@d=AUB donc AUB=0.

Et comme Ac AuB et Bc AuUB, on obtient bien :

A=B=¢

Exercice 5

Vne N, posons I ={a—l;b+l} et J :}a—l;b+l{ et remarquons trois choses :
n n n n

o Sib<a,alorsenposantN:1+E[ et Vne N :

2 },ona N>

a—-b a—-b

n=N>

= a—l>b+l = [ =] =0.
a—b n n

o VneN*,a—l<a— et b+L<b+l donc T
n n+1 n+1 n

n+l < In et Jn+l < Jn :

e VneN", a—l<a etb<b+l donc, si b>a, [a;b]c], et[a;b]c], .
n n

e VneN,J cI donc FcEet HcG.
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On a alors trois cas :

e Sib<a et N=1+E[ }zl, soit a>b+2, tous les intervalles I et J sont vides et :

a—-b
E=F=G=H=¢J.

e Sib<asb+2,onaN=22etl  cly,c..clclet], cly,c.cl,cl dou:

N-1 N-1
E=JI, =1, F=[JJ, =7, et G=H=0.

n=l n=l

e Sib>a,alorsaucundes I et J n’estvideetona:
[a;b]c..cl c..cl,clet|a;b]c..c) c..cl,c],.

Donc :
o tousles I sontinclus dans I, lui-méme inclus dans E donc E=1, ;
o tousles J sontinclus dans J,, lui-méme inclus dans F donc F=J, ;
o tousles I, et J, contiennent [a;b] donc [a;b]cHcG (1);
o pour tout € > 0, il existe un entier n tel que a—¢€ < a—% et b+e> b+% donc a—eg¢l et b+egl .
Ceci prouve que V x & [a;b], il existe n tel que x¢ I, donc x& G etainsi G c[a;b] (2);
o (1) et (2) impliquent que H=G =[a;b].

En résumé :

e Sia>b+2, E=F=G=H=0.
Sib<a<b+2, E=[a-1;b+1], F=]a-1;b+1[ et G=H=0.

Sib>a, E=[a-1;b+1], F=]a-1;b+1[ et H=G =[a;b].

Exercice 6

a. Avant de commencer, remarquons que pour f:E — F quelconque, VBcF, f'(B) ={xe E\f(x)e B}
donc VACE, f(A)cFet:
£ (f(A))={xe E\f(x)e f(A)}.

Alors Vxe A, f(x)e f(A) donc xe ™' (f(A)) , ce qui prouve que, quelle que soit f, injective ou non, on a :
VAcE, Acf™(f(A)).
On doit alors prouver 1’équivalence :

finjective & VACE, f'(f(A))cA.

(=) Supposons f injective.

Soit AcE. Vxef™ (f(A)), ona f(x)e f(A) doncil existe x’€ A, tel que f(x)=1(x").
Mais comme f est injective, f(x) =f(x’) = x=x’ et ainsi, comme X’ € A, x€ A.

Donc, Vxe f™ (f(A)), xe A ce qui prouve que f™' (f(A))c A.




PCSI

(<) Supposons que VA CE, {7 (f(A))cA.

Soient x et x’ deux éléments de E tels que f(x)=f(x") et posons A={x}. On a f(x’)=f(x)e f(A) donc
x’e f'(f(A)). Comme, f™' (f(A))cA,ona x’e€ A={x}, soit X’ =x.

Ainsi, V(x,x)e E2, f(x)=f(x") = x =X et ainsi, f est injective.

b. Ici aussi, faisons un préambule.
Pour f:E—F quelconque et VAcCE, on a f(A)={yeF\dxe Atelquef(x)=y} donc VBCF,
f'(B)CE et:

f(t7'(B)={ye F\Ixe f'(B) tel que f(x) =y} .
Alors Vye f(f"'(B)), il existe xe f'(B) tel que f(x)=y. Or, xe f'(B) si et seulement si f(x)e B donc
y € B et ainsi, quelle que soit f, surjective ou non, on a :

VBCF, f(f"'(B))cB.

On doit alors prouver 1’équivalence :

f surjective & VBCF, BCf(f_l(B)).

(=) Supposons f surjective.

Soit B F. Vye B, comme f est surjective y possede au moins un antécédent x par f.
Onaalors y=f(x)e B donc xe f'(B) et y=f(x)e f(f‘l(B)).
Ainsi, Vye B, ye f(f(B)) donc B 1 (f™'(B)).

(<) Supposons que VBcF, Bcf (f“(B)) i

Pour B=F,ona Fcf(f‘l(F)) donc VyeF, ye f(f‘l(F)) donc il existe xe f '(F) cE tel que y=f(x) ce

qui prouve que tout élément de F admet au moins un antécédent dans E par f donc que f est surjective.

Exercice 7

e V(x,x)eE?2 tel que f(x)=f(x"), on a en composant par fof, fof(f(x))zfof(f(x’)), soit
fofof(x)=fofof(x’). Mais comme fof of =id,, fofof(x)=x et fofof(x’)=x",dou x=X".
Ainsi, f est injective.

e VyeE,onay=fofof(y)=f(fof(y))=f(x) avec x =fof(y), donc y admet un antécédent par f.
Ainsi, f est surjective.

Finalement :

f est bijective.

On a alors en composant 1’égalité f of of =id, par ™', f ' o(fofof)=f"oid, =1"".

Par associativité de laloi o, on ' o(fof of )=(f "' of )of of =id  of of =fof et donc:

f'=fof
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Exercice 8
0+1 1+1 . N .
Remarquons que f(0)= =let f(l)= =1 donc f(1)=f(0). Deux rationnels ont la méme image
02+12 12412
donc f n’est pas injective.
vi=Pe Q avec (p,q)e ZxN" et PGCD(p,q)=1,0na f(r)= P*q :l r+l =lg(r) avec g(x)= x+1 .
q p?+q®> qr’+l1 q x2+1

Comme q=1,o0na O<1S1 et Vre Q, f(r)|£|g(r)|.
q

La fonction g est définie sur R et dérivable sur R (car rationnelle) avec :

_X2H1-2x(x+D) _1-x2-2x _ 2—(x+12 _ (V2-x-DE2+x+D) _ (x+1-2)(x+14+/2)

gx) (x2+1) (x2+1) (x2+1) (x2+1) (x2+1)

On a le tableau de variation :

X |- -2-1 J2-1 + o0
g'(x) - 0 + 0 -

0 g\2-1)
g T o3 7 T
-2 g(ﬁ—l)z”ﬁ.

2 2
Ce tableau montre que g est bornée sur R et comme Vre Q,

avec g(— \/5—1) =

f (r)| < |g(r) , f est bornée sur Q donc n’atteint

pas toutes les valeurs de Q et ainsi, f n’est pas surjective.

Finalement :

L’application f n’est ni injective, ni surjective, ni bijective.

Exercice 9

L’application f est injective si et seulement si V(X,X")e .Z(E)?, f(X)=f(X") = X=X".

o e ) XNA=X'NnA
Autrement dit ici, f est injective si et seulement si V (X, X" e .7 (E)?, = X=X".
XNB=X'"B

Si AuUB#E, alors il existe un élément a de E qui n’est ni dans A, ni dans B. Alors, si X est une partie de E
ne contenant pas aet X'=Xu{a},ona XNA=X'NA et XNB=X'"B mais X # X" donc f n’est pas

injective.
Ceci montre que : f injective = AUB=E.

Réciproquement, supposons que AUB=E.

Onaalors VXe .Z(E), (XNA)U(XNB)=XN(AUB)=XNE=X et:

XNA=X'NA

= (XmA)u(XmB)=(X'mA)u(X'mB) & X=X
XNB=X'"B

fX)=f(X") & {

donc, f est injective.

Ainsi :

finjective & AUB=E.
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Vu la condition pour I’injectivité de f, on suppute que la surjectivité va €tre lie a I’intersection de A et B.
Supposons f surjective.
Alors, V(Y,Y")e . Z(A)x.Z(B), il existe Xe . Z(E) telleque XNA=Y et XNnB=Y".
En particulier pour (Y,Y ") =(J,B), il existe Xe .7 (E) telle que XNA =T et XNnB=B. La deuxi¢cme
égalité se reformule en Bc X. Alors BNAcCcXNA=Y,cequidonne AnNB=O.
Ceci montre que : f surjective => ANB=YJ.
Réciproquement, supposons que ANB=J.
Soit (Y,Y")e . Z(A)x.7(B).Posons X=YUY".
Ona XNA=(YUY')nA=(YNA)U(Y'NA). Mais comme YCA et Y'cB et AnNB=(, on a
ANY=Yet AnY'= donc XNA=Yud=Y.
De méme, XNB=Y" etainsi, f(X)=(XNA,XNB)=(Y,Y"') donc (Y,Y') admet un antécédent par f.
Donc f est surjective.

Ainsi :

f surjective & ANB=J.

Enfin :

f bijective & AUB=EetANB=9J.

Exercice 10

) V(x,y)e R?2, V(x',y)e R?2 et V(x",y")eR2,ona:
¢ Onax=xety<y donc (X,y) < (X,y) et < est réflexive.
x<x' (1) x'<x (1Y
e Si(x,y)<(x,y)et(x,y)<(x,y),ona<ou et <ou .
x=x'ety<y' (2) x=x'ety'<y (2"
Or, si X <x', on ne peut avoir ni (1), ni (2°) et si x'< x, on ne peut avoir ni (1), ni (2), donc x =x".
On a alors (2) et (2°) qui impliquent que y=y'. Ainsi, (x,y)=(x",y") et < est antisymétrique.
x<x' (D x'<x" (1Y
e Si(x,y)x(x,y)et (x,y)<(x",y"),onajou et sou .
x=x'ety<y' (2) x'=x"ety'<y" (2
Remarquons ici que les quatre possibilités impliquent que x < x'<x", donc :
o si(l)estvraie,ona X<Xx'<x" = x<x";
o si(2)estvraie,ona Xx=x'<x"donc x<x"ou x=x";
o de plus, si x=x", alors comme x<x'<x", on a x=x'=x" donc (2) et (2’) sont vraies et
y<y'<y"douy<y".
Finalement, on abien x <x" ou (x=x"et y<y")donc (X,y) < (x",y") et < est transitive.

Donc :

< est une relation d’ordre.
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V(x,y)e RZ et V(x',y')e R?,0onasoit x<Xx',soit x=x", soit x >X'et:

e six<x',alors (x,y)<(x,y") ;
e six>x',alors (x,y)<(X,y) ;
e six=x',onaalorssoit y<y'et (x,y)<(x,y'),soit y=2y' donc (x',y') < (X,y).

Ainsi, deux éléments de R? sont toujours comparables et :

L’ordre est total.

2) Soit (a,b)e R2.
L’ensemble de majorants de (a,b) est:
M={(x,y)e R2\(a,b) < (x,y)} ={(x,y)e R2\x >a ou (x =a ety 2 b)}
={(x,y)e R2\x>a}u{(x,y)e R2\x =a ety >b}

Or, ensemble {(x,y)e R2\x >a} est un demi-plan ouvert délimité par la droite verticale D, d’équation x =a

et 'ensemble {(x,y)e R2\x =a ety >b} est une demi-droite fermée d’origine A(a,b), incluse dans D.
L’ensemble de minorants de (a,b) est :
m={(x,y)e R2\(x,y) < (a,b)} ={(x,y)e R?\x <a ou (x =a et y < b)}
={(x,y)e R2\x <a}u{(x,y)e R?\x =a ety <b}

Or, {(x,y)e R2\x <a} est un demi-plan ouvert délimité par la droite D et {(x,y)e R2\x =a et y <b} est une

demi-droite fermée d’origine A(a,b), incluse dans D.

On obtient les dessins :

D D
M
bl A b A
7%8 i
: m
Majorants Minorants

3) Ona A={(x,y)e R2\x2+y2<1} donc A est le disque fermé de centre O et de rayon 1.
V(x,y)e A, x2+y2<1 donc x<1 et:

e six=I,alors y=0 et (x,y)=(1,0) ;
e six<l,ona (x,y)<(l,b) pour tout réel b, en particulier (x,y) < (1,0).

Ainsi, V(x,y)e A, (X,y) < (1,0) et (1,0) est un majorant de A.

Or, (1,0)e A donc tout majorant (a,b) de A vérifie (1,0) < (a,b), ce qui prouve que (1,0) est le plus petit
majorant de A et donc :

sup A =max A =(1,0)
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Exercice 11

Appelons < la relation d’ordre sur E et < la relation d’ordre sur F.

1) Soit f:E — F croissante et injective et (x,x")e E telque x <x"'et x #x"'.

e Parcroissancedef, x <x' = f(x)<f(x").
e Parinjectivit¢ de f, x #x' = f(x)#f(x").

Donc, si x <x'et x#x"',alors f(x) <f(x") et f(x)#f(x") etainsi:

f est strictement croissante.

2) Soit f : E — F strictement croissante et (x,x"')€ E tel que f(x)=f(x").
Comme ’ordre est total sur E, on a soit x < x' avec X #X', soit X' <X avec X #X', soit x =x".

e Six=<x'"avec x#x', alors comme est strictement croissante, f(x)<f(x") et f(x)#f(x").
e Six'<x avec x #Xx', alors comme est strictement croissante, f(x") <f(x) et f(x)#f(x").

Comme on a supposé que f(x)=1(x"), ces deux cas sont exclus donc x =x".

Ainsi, f(x)=f(x") = x=x"donc:

f est injective.

3) La relation d’ordre partielle la plus courante est la relation d’inclusion. Essayons de batir un contre-exemple
a I’aide de cette relation.

Soient E I’ensemble des intervalles fermés bornés de R (de la forme [a,b] avec a <b) et f, I’application qui a
tout élément de E, associe sa longueur, c’est-a-dire :

f:E—-R;[a,b]>Db-a.

Si [a,b] et [a',b'] sont deux éléments de E tels que [a,b] & [a',b'] , alors a'<a<b<b' avecsoit a#a', soit

b#b'. Dans les deux cas,ona b—a<b'—a', donc f([a,b])<f([a'b"]).
Ainsi, [a,b] & [a',b'] = f([a,b])<f([a',b']) donc f est strictement croissante.

Cependant, f([0,1]) = ([1,2]) =1 et clairement [0,1] #[1,2] donc f n’est pas injective.

Exercice 12

Notons < la relation « est inférieur a » définie dans 1’énoncé.

Soit &, ¢’ et £ trois cercles du plan, de centres respectifs O, O’ et O’ et de rayons respectifs R, R” et R”’.

¢ OO0O=R-R=0donc OO<R-Ret <% .
La relation est réflexive.
e SiZ<1% et €<% ,alors OO’<R’—R et O'O<R—-R’. Ceci implique clairement que OO’ =0 (soit

O=0")et R=R’. # et #” ont alors méme centre et méme rayon, donc 2 =%".

La relation est antisymétrique.
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o Si T <€ et 2<%, alors OO’<R’—R et O’'O” <R”—-R’. En additionnant membre & membre ces
deux inégalités, on obtient OO’+O’0O” <R”—R. Or, par I'inégalité triangulaire, on a OO” <00’ +0’0”
donc OO” <R”—-R, ce qui prouve que 2 <% .

La relation est transitive.
Ainsi, < est une relation d’ ordre.

OO’ et R’—R sont des réels donc on peut toujours les comparer, donc deux cercles du plan peuvent toujours
étre comparés par < donc I’ordre est total.

Finalement :

La relation < est une relation d’ordre total.

Exercice 13

1) Comme f est a images dans [0;1], f(1)e [0;1] donc f(1) <1, soit 1€ A . Ainsi :

A+

Vyef(A),ilexiste xe A tel que y=1f(x) et f(x)<x.
Comme x€ A,ona f(x)<x soit y<x et par croissance de f, on a alors f(y)<f(x)=y donc ye A.

Ainsi :

f(A)c A

2) Comme A c[0;1], a=inf A€[0;1]. Soit xe A..
Comme a=inf A,ona a<x et, par croissance de f, f(a) <f(x).
Mais x€ A donc f(x)<x et par transitivité, f(a) <x.

Ainsi, Vxe A, f(a)<x donc:

f(a) minore A

Comme a =inf A, a les le plus grand minorant de A donc, f(a) étant un minorant de A,ona f(a)<a.

Ceci prouve que a€ A . Mais alors f(a)e f(A) c A donc f(a)e A et comme a minore A,ona a<f(a).

Avec les deux inégalités, on obtient bien :

f(a)=a
Lou bakes 100 1f she begins eati JUST CHECK
choco! tgucwkies, 200 them o::gat a timengt WHAT'S WITH MY M%‘IH,
chocolate chip cookies, random,what is the ALL THE OK
and 300 chocolate-chocolats || probability of —.. DRool MARKS? (),

ChiP COOleS- 9021
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