PCSI

Corrigés des TD du Chapitre 5

Exercice 1

{x(t) =cos 2t
a) ] .
y(t) =sin3t

e Les fonctions x et y sont définies sur R et 2@-périodiques donc on peut étudier sur tout intervalle de

longueur 27.

X(—t)=x(t
{ E t; ( zt) donc la courbe est symétrique par rapport a (Ox). On peut étudier sur [0;7].
y=t=-y
x(T—1t)=x(t) ) . 0
donc la courbe est parcourue deux fois. On peut étudier sur [0;—].
y(m—1)=y(t)

) ) x'(t)=—2sin 2t
Les fonctions x et y sont dérivables sur R et d’ou le tableau :
y'(t) =3cos3t

t 0
x’(t) - -

o la
o a

y'(t) + 0 -
e Tangente verticaleen t=0.
e Tangente horizontale en t = g
x'(t)=—4costsint ... _|4sint . T
. donc le vecteur tangent est colinéaire a . ,cequidonne | en t=—.
y'(t)=3(—4sin?t)cost 3(4sin2t—1) 9 2

On obtient la courbe :

x(t)=t3—2t+l
b) t .
(t)—2t3—zt2+3t+g
Y 2 ¢
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e Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R" et :

, 1 3t'=2-1 @GBE+D(t* -1
X(t):3t2—2—t—2= a ! t)z( )

4 3 2 32
y(0 =60 —Tt+3-2 = S ZTE+3C =2 (L-D(6C -+ 2t42)
t t t

Posons f(t) =6t’ —t>+2t+2. f est définie et dérivable sur R et f'(t)=18t>—2t+2. Ce trindme n’a pas

de racine réelle donc est de signe constant (celui de 18t? donc positif) sur R. Ainsi, f est strictement
croissante de — o a + oo et est continue sur R donc, par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel
atel que f(a)=0.0na f(-1)=-7<0 et f(0)=2>0 donc -1<a<0.

d’ou le tableau :

t — -1 o 0 1 + o0
X’(t) + 0 - - 0 +
0 + +
X —OO/ \X'fﬂ)\ w \A 0 /
y(a) + oo + o
y — o / \—w \ 3,5 /
y' () + 0 - _ 0 N

e Tangentes :
o verticale en t=—1 et horizontaleen t=0t.

Gt* +1)(t+1)

o Le vecteur tangent en M(t) est colinéaire a s
6t —t" +2t+2

, ce qui donne 9 ent=1.

® Branches infinies :

o lim % =2 et lim [y(t)—2x(t)]=—o0 donc il y a une direction asymptotique y = 2x .
t—>t X t—>to

o lirré% =2 et lir%[y(t) - 2X(t)] =0 donc y =2x est asymptote a la courbe.
t—0 x t—

e On obtient la courbe :
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x(t) = te'

1 .-
t)y=—e¢
y(t) X

Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R et :

X’ (t) = (t+1)e'
t

’ _ _11
y()=—re

D’ou le tableau :

X’(t) — 0 + + +

y 0\ oo+°°\e/y+°°

y'(t) - - - 0  +

Tangentes :
o Ent=-1, x’(=1)=0 et y'(~1)#0 donc il y a une tangente verticale au point (—e';—¢e™).

o Ent=-1, x’(1)#0 et y’(1)=0 donc il y a une tangente horizontale au point (e;e).

Branches infinies :

o Quand t—0", x(t) > 0" et y(t) >+ etquand t -0, x(t) >0 et y(t) > —oo doncil y a une
asymptote verticale d’équation x =0.

o Quand t ——oo, (x(t);y(t)) = (0;0) donc il n’y a pas d’asymptote.

o Quand t—+o0, x(t) > +00, y(t) —>+o0 et y _1
X

P 0 donc il y a une direction asymptotique
t

horizontale.

On obtient la courbe :

=]




PCSI

d x(t) =cos?t +In(sint)
y(t)=sintcost '

La fonction x est définie sur D = UkeZ] 2km;w+ 2km [ et la fonction y est définie sur R .

Donc le couple (x(t);y(t)) est défini sur D.
e Les fonctions x et y sont 27-périodiques donc on peut restreindre 1’étude a ]0; 7| .

Xx(T—1t) = x(t)

e VYte]O;w[, t—te]0;7[ et{ .
y(m—t)=—y(t)

Donc la courbe est symétrique par rapport a (Ox) et on peut restreindre I’étude a 1= } 0 ;g { .

Les fonctions x et y sont dérivables sur I avec :

cost
X’ (t) =——cos(2t)
sint .

y’(t) =cos(2t)

D’ou le tableau :

t 0 /4 /2
X’ (t) + 0 -
1-In2

Yy | o—m %\»0

y'(t) + 0 -

Tangentes :

Le vecteur T(x’(t);y’(t)) est toujours colinéaire a i (cost;sint) donc

e En t=n/4,ily aune tangente de pente 1 (et comme T(n/4) = 0, il y a un point stationnaire).

e En t=mn/2,il y a une tangente verticale.
Branches infinies :
e Quand t >0, x(t) > —o0 et y(t) - 0 et donc il y a une asymptote horizontale d’équation y =0.

On obtient la courbe :

0.5




PCSI

Exercice 2

L’astroide considérée est la courbe :

1. Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R et :
x’(t)=—3sintcos?2t
y’(t) =3costsin2t

Le vecteur T( X’(t);y’(t)) est toujours colinéaire 2 t(—cost;sint) donc une équation de la tangente T, a T eu
point M(t) est de la forme xsint+ycost+c=0.Comme M(t) appartient a cette tangente, on a :

cos’ tsint+sin’tcost+c=0 < c=—(cos’ tsint+sin’tcost)=—costsint.
Donc une équation de T, est xsint+ycost=costsint et:

e Si t=0oum, latangente est (Ox) donc A n’est pas défini.
e Si t=mn/20u3n/2, la tangente est (Oy) donc B n’est pas défini.

Dans les autres cas :
o A(t)=T, N (Ox) apour coordonnées (Cos t; 0) .
e B(t)=T N (Oy) apour coordonnées (O;sin t) .
Enfin, AB2=cos?t+sin2t =1, donc AB est bien constante égale a 1.
2. Pour A€ ]0;1[, ona N(t) =bar{(A(t),A);(B(t),1-1)} donc:
{XN (1) =Ax, () + (1 =L)x4(1) it {XN (t)=Acost

YO =Ly, (O +1A=A)yy (1) yn(O=1=A)sint’
C’est la représentation paramétrique d’une ellipse centrée en O et d’axes (Ox) et (Oy) (c’est un cercle pour
A=0,5).
3. Reformuler la question demande de trouver les lieu des intersections de tangentes a I perpendiculaires.

On a vu qu’un vecteur directeur de la tangente a I' en M(t) est t(—cost;sint) donc deux tangentes 2 G en en

M(t) et M(t’) sont perpendiculaires si est seulement si u.u’ =0 soit :

s , , T
costcost’+sintsint’ =cos(t—t')=0 < t—tza[n].
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La tangente en M(t) a pour équation xsint+ycost=costsint et celle en M(t’) :
) . , T . ) , T
Xcost—ysint=—costsint pour t’ = t+5 [27t] ou —xcost+ysint=—costsint pour t’ = t—E[Zn].

Les coordonnées du point d’intersection de ces tangentes sont alors solution de :

{Xsint+ycost=costsint {xsint+ycost:costsint
ou

Xcost—ysint=—costsint Xcost—ysint=costsint

Ce qui donne les points M, (t) et M, (t) :

{Xl (t)=costsint(sint—cost) {xz (t) =costsint(sint+cost)
ou

y,(t) =cos tsin t(sin t+cost) y,(t) =costsint(cost—sint) .

Remarquons que Vte R, x, (t +§j =Xx,(t) et y, (t +§j =y,(t),donc M, (t) et M,(t) décrivent la méme

courbe quand t décrit R.

Finalement, le lieu C recherché est la courbe paramétrée par te R :
x(t) =costsint(sint—cost)
{y(t) =costsint(sint+cost)

4. Ona VteR :
x(t+2m) = x(t) ) . .
o t+2nmeR et donc on peut restreindre I’étude a [—7; 7).
y(t+2m) = y(t)
X(=t)=y(t)
y(=t) =x(t)
et on peut restreindre 1’étude a [0 ; «t].

e Vtel[-m;m], —te[-m;m] et { donc C est symétrique par rapport la premiere bissectrice

X(r—t)=—y(t) =—x(=1t) o
e VtelO;m], m—te[0;m] et donc C est symétrique par rapport O et on

y@—t==-x()==-y(=1)
peut restreindre I’étude a [0 ; g} .
T T T X(ﬂ:/z—t):—X(t) .
e Vte|0;—|, ——te|0;— et donc C est symétrique par rapport (Oy) et on peut
21 2 2 y(m/2—t)=y(t)
restreindre 1’étude a {O ; g} .
Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R et :

X’ (t) =(cost+sint)(3costsint—1)
y’(t) =(cost—sint)(1+3costsint)

Vte {0;%}, cost>0, sint>0 et cost=>sint donc y’(t) =0 et x’(t) est du signe de :
3costsint—1= %sin(Zt) -1= %[sin(Zt) —ﬂ = %[Sin(Zt) —sin(2a)|

1 (2
avec o.=—arcsin| — |.
2 3
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D’ou le tableau :

o
X’ (t) - 0 +

V212
y 0  /’

y' (1) + +

Tangentes :

e Ent=0, x’(0)=-1cet y(0)=1 donc il y a une demi-tangente dirigée par u(—1;1) au point (0;0).

e Ent=oa, x’(a)=0 et y’ (o) #0 donc il y a une tangente verticale au point (X(oc);y(oc)) .

e Ent= g , X’ (%j #0 ety (%j =0 donc il y a une tangente horizontale au point (0;%] .

On obtient la courbe :

Pour trouver les points d’intersection de I" et C, déterminons une équation cartésienne de C.

Remarquons déja que Vte R :
X =costsint(sint—cost) = % sin(2t) cos (% - tj

y =costsint(sint+cost) = % sin(2t) sin (3% — tj
1. 1. 3n 1.3
On a alors x2+y2= Esm 2(2t) et x2—y2= Esm 2(2t) cos 7— 2t |[=— Esm (2t) donc :

2(x2+y?)’ = %sin6(2t) =(x2—-y2)’.

Ainsi, si M(x,y)e C, alors 2(x2+y2)’ = (x2—y?).

Réciproquement, si M(x,y) est un point tel que 2(x2+y2)’ = (x2—y2)* en notant (p,0) les coordonnées
polaires de M, on a x2+4+y2=p? et x2—y2=p2cos(20).
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Donc :
3 2 6 4 2 \/5
2(x2+y?) =(x2-y?)’ & 2p°=p‘cos’(20) & p= 7|cos(2e)| oup=0.
Le second cas (p =0) est englobé dans le premier pour 0 = g .

Donc,ona p= Tzcos(ZG) ou p=-— 72cos(29) et en posant 0 =— g—t dans le premier cas et 6 = %Tn —t

dans le second, on obtient dans les deux cas :
X zﬁsin(Zt) cos 3—n—t et y :Qsin(Zt)sin 3—ﬂ—t .
2 4 2 4

Ceci prouve que Me C.
Ainsi :

M(x,y)e C & 2(x2+y?)’ = (x2~y?)’
donc cette équation est une équation cartésienne de C.

Soit alors M(x,y)e I'C . 1l existe un réel t tel que :

1+ cos(2t
X =cos3t:#cost

y=sin’t= 1- cos(2t)

2(x2+y?)’ = (x2-y?)’

2
Ce qui implique que x2+y?= %j(zt) et x2—y2=

2
Mcos@t). Donc :

[143c0s2(20)] =2[3+cos2(2t)]" cos?(2t).
En posant X =cos?(2t), on obtient :
GBX+1)’ =2X(X+3)* & 25X’ +15X*-9X+1=0 & BX-D)’X+D=0

Comme X =cos2(2t)>0, X+1#0 et ainsi :

X= c0s2(2t)—l & cos(2t)—— ou 5 < t=Bou-B|=

1 5+ \/_
avec B = 5 arccos 10

Ainsi, on obtient huit valeurs possibles de t dans [0; 2x[ : B, ——B +B T—B, T+p, 3—n -B, —+ Bet2n—P

Fartiorpea:

qui donnent huit points d’intersection :

M, \/5 —:(;/g ,\/5_1(;/5 , M,, M;, M,, M;,M,,M, et M, obtenus par les diverses symétries par rapport a

0, (0x),(Oy)et Aty=x.
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Exercice 3

Quitte a opérer une translation, on peut supposer que Q = O.
Posons o.=(i,0A) et 8=(i,0M) et soit H(x,y) I’orthocentre de OAM.

Remarquons que si M=A ou M=A’ (avec A’, le point diamétralement opposé a A sur C), le triangle est
aplati et H n’est pas défini. Donc, on suppose M # A et M= A’.

De plus, avant d’étudier le lieu des points H, nous pouvons remarquer que ce lieu est I’image de celui obtenu
pour o =0 par rotation de centre O et d’angle a. Nous prenons donc ot =0.

On aalors A(a,0), M(acos8,asin®) et:
e (OH) L (AM) donc OTI.mzx(acose—a)+y(asin9):0, soit XxcosO+ysinO=x.

e (AH)_L (OM) donc AH.OM = (x —a)(acos8)+y(asin0) =0, soit xcosO+ysin®=acos6.
On obtient alors :
{Xzacose {xzacos@
1=

xcosO+ysinO=acosH ysin@®=a(l—cos0)cosO

On a 9=(Oj,O—M),d0nc, comme M#A et M#A’,ona 0#0 [r] et ainsi, sin®# 0 donc :

x(0)=acosH
(I—cosB)cosH -

O)=a
y©) sin 0

Etudions cette courbe pour 6€ |-7w,0[U]0,7[.

{x(— 0) = x(0)
a

donc la courbe est symétrique par rapport a (Ox) et on peut I’étudier sur ]0,7][.

y(=08)=-y(0)
x'(@)=—asin0
Les fonctions x et y sont dérivables et 2 -1.
y y(9)=a(1—cos9)cos Gjl-cose 1
sin 20
Le racines de X2+ X —1 sont _1—;\/3 =0,6 et _1_2\/5 =—1,6.
En posant 0, € ]O,E[ tel que cosO_ = _1+\/§ ,ona y(0)=a 1_,0089 (cos0—cos0,)(cos O+ 14_\/5).
2 2 sin 20 2
On obtient le tableau :
0 0 0, T

x'(8) -
a
* \—a
0
r " y(6,) \_oo

y'(0) + 0 -

l—cos® 2sin2(0/2) _ sin(0/2)

On = = .
sin © 2c0s(0/2)sin(6/2)  cos(6/2)
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Donc gll’I}) y(0) =0 et la courbe peut étre prolongée en 0.
Enfin :
e En 0=0, il y une tangente verticale eten 6=0_, il y une tangente horizontale ;

¢ Quand 0 — m, il y a une asymptote verticale d’équation x =—a..

On obtient la courbe (en gras) :

Exercice 4

Choisissons un repére orthonormal direct (O;1, j) tel que i=0A.
Le cercle C de centre O et de rayon OA est alors le cercle trigonométrique (de rayon 1).

Soit B, un point quelconque de ce cercle, tel que (O—A,O—B) = (T,@) =0 (le coordonnées polaires de B sont
alors (1,0). Le triangle OAB est un « vrai » triangle pour B différent de A et A’, le symétrique de A par rapport
a O, c’est-a-dire pour 6 # 0 et . Dans ces conditions, appelons I le centre du cercle inscrit dans OAB et M(0),
le point de contact du cercle inscrit et de la droite (OB). Le point M(0) est aussi le projeté orthogonal de I sur

(OB) et comme le cercle est inscrit, M(0) est sur le segment [OB]. On a donc (f,61\7[) = (f,6]§) =0.
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Par symétrie évidente de la figure, M(— 0) est le symétrique de M(0) par rapport a (Ox) donc la courbe
recherchée sera symétrique par rapport a (Ox) et on peut prendre 6 10 ; [ .

Comme A et B sont sur un cercle de centre O, OAB est isocele en O donc la bissectrice (OI) issue de O est
aussi la médiatrice de [AB]. Posons H = (OI) " (AB).

On a alors :
e H est sur le cercle inscrit dans OAB donc IH=1IM.
I est sur [OH] donc OH = OI + IH.

(OI) = (OH) est la bissectrice de (OA,OB) = (0A,OM) donc (OA,OH) = (OI,OM) = %(07&',61‘3’) :g .

OHA est rectangle en H donc OH = OA COS(GK, Gﬁ) = cosg (avec OA =1).
e OIM est rectangle en M donc OM = Ol cos((ﬁ, 0_1\7[) =0l cosg et IM =0I sin((ﬁ,GlVI) =0l sing .

De tout cela, on tire OH = OI+1IM =0l (1 +sin gj = cosg et:

0

coszg 1—sin2— 0
OM =Olcos— = 2 _ 2=1—sin—.
0 2

1+sing 1+sin—
2 2

Ainsi, les coordonnées polaires de M(0) pour 6¢€ ]0; [ sont (9 ;1—sin g)

La courbe recherchée est paramétrée pour 6¢€ |0; [ par:
0
0)=1-sin—.
M) 5

Cette fonction est prolongeable sur [0 ; 7] .

La fonction p est définie et dérivable sur 6 [0; 7] et p’(0) =— %cosg <0 donc p est décroissante sur [0 ; 7]
de p(0)=1 a p(m)=0.
Tangentes : Un vecteur directeur de la tangente en M(0) est T(G) =p’(0)u, +p(0) v, (quand il est non nul).

¢ En 0, on obtient une tangente dirigée par i- 23 .

ﬂ:_eﬁe—Zsinﬂ:_e

¢ En 7, on obtient une tangente horizontale (car T(G) est colinéaire a cos Vo).

On obtient la courbe complétée par symétrie :

(O) ::
N
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Exercice 5

a) Pourx=0,0na y3 =0, soit y = 0. Donc, C N (Ox) ={0}.

b) Sit=2,0nay=tx donc x*+y>—xy =0 devient x*+t’x* —tx> =0 soit (avec x £0):
X

t2
X = et y= .
1+t AR
t
X(t)=——
1+t
c) , -
t)=
¥y 1+t
Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R\{-1} et:
1-2t°
x'(t)=———
© (1+t%)°
2t—t*
1 t —
y'(t) 110y
On a le tableau :
t |—oo -1 0 J0.5 NG + o0
x'(t) + + + 0 - -
+ oo /g/» N \K
X 0 / oo 3 3 0
0 + oo e 4
y'(t) - - 0 + + 0 -
Tangentes :

e En t=43/0,5,il y a une tangente verticale ;

e Ent=0eten t= 3/5 , 11 y a des tangentes horizontales ;
X '(t)

y(t

¢ Quand t >+ oo, M(t) > O et — 0 donc, on a une pseudo tangente verticale.

Branches infinies :

tim Y = fim e =-1
t—-1 X(t) t—-1

. ottt t 1
fim [y x(] = fim 77 = fim = e =5

. . 1
Il y a donc une asymptote oblique d’équation y+x =—— quand t - —1.
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On obtient la courbe :

Exercice 6

Il clair que si une droite est a la fois tangente et normale a une courbe, ce n’est pas au méme point.
x(t)=6t

Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R et -
y(t) =12t

Un vecteur directeur de la tangente a la courbe au point M(t) est donc T(l ;20).

Supposons qu’il existe une droite D qui soit tangente en un point M(t) et normale a la courbe.

Alors, D doit recouper la courbe en un point N(t”) et la tangente en ce point doit étre perpendiculaire a D.

Un vecteur directeur de D est T(l ; 2t) et D passe par M(t) de coordonnées (3t2;4t3) donc une équation de D
est y =2t(x —3t*)+4t>, soit :
y=2t(x—t%).
Alors,on a :
Xy =3t
yy =4t7 = 2t7 =t(3t* -t?).
Yy =2t(xy —t")

De plus, un vecteur directeur de la tangente a la courbe en N(t’) est "F(l ; 2t) et comme cette tangente est
perpendiculaire a D, on a :

T.T =1+4tt'=0.
Les réels t et t” sont donc solutions du systeme :

{21;’3 =13t —t?)

4t°+1=0
Comme tt’#0,ona t#0 eton peut écrire t’ = e La premiere équation devient alors :
t
1 3
=t(—-t") = 32t°-6t°-1=0.

T3¢ et
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Si on pose X =2t*, 1’équation devient 4X* —3X —1=0 dont 1 est clairement solution.

On a alors :
4X° -3X-1=(X-)UX* +4X+1)=X-D2X+1)’=0 < X=1 ouX:—%.

La deuxieéme solution est exclue car X =2t*> >0 donc 2t* =1 et :

e L

V2

. - 1 1 .
Réciproquement, on vérifie que les tangentes a la courbe en M,(—=) et M,(——=) lui sont normales.
V2 V2
X(=t) =x(t) o S
On peut déja remarquer que pour tout t, 1 © donc la courbe est symétrique par rapport a (Ox).
y=b=-Yy

Alors, si on vérifie la propriété pour M,, elle sera aussi vraie pour M, .
1

Np

D’apres ce qui précede, une équation de la tangente en M, est y = 2x-1).

1
J2
22t =320 +1=0 & 2207 =327 +1=0 & (V2t+D)2t=1)>=0.

. 1 e , . 1
La solution t =—= correspond au point initial ; I’autre solution est t =— ——=.

2 22

Au point N(— L) de la courbe la tangente admet pour vecteur directeur f(l ;— %) qui est bien orthogonal a

22

T(l ; \/E ) directeur de la tangente en M, .

Chercher les intersections de cette tangente avec la courbe revient a cherche t tel que 4t° = (6t* —1) soit :

Ainsi, la tangente la courbe en M 1(L) lui est normale en N(— L) .

2 22

Exercice 7

Soit M(cht,sht) un point de H. On cherche a construire un cercle de centre (a,b) passant par O et tangent &
H en M, c’est-a-dire tel que la tangente a H en M soit aussi tangente au cercle.
Un tel cercle vérifie ces conditions si et seulement si QO =QM et QM est colinéaire 2 N ol N(cht,— sht)

est un vecteur normal a la tangente a H en M (de vecteur directeur :f(sht,cht) ). Ceci équivaut a :

0Q* =MQ*
MQ =kN avec ke R

Ce qui se récrit :

— 1 2 2
a’+b’ = (a—cht)’ +(b—sht)’ 2acht+2bsht =ch’t+sh’t k=—-(ch't+sh)

a—cht=kcht < <a=(k+1)cht < <a=(k+1)cht
b—sht =—ksht b=(1-k)sht b=(1-k)sht
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Et finalement, on obtient :

a(t) = (%— sh’t)cht
b(t) = (%+ ch’t)sht

Les fonctions a et b sont définies sur R .

® a est paire et b est impaire donc la courbe décrite par Q est symétrique par rapport a (Ox) et on peut
I’étudier sur R, .

e Les fonctions a et b sont dérivables sur R et :
' 1 2
a'(t)= 3(E_Ch t)sht

b'(t) = 3(%+ sh’t)cht

Sur R,, a'(t)<0 et b'(t)>0.
L. 1. . <
Et a est décroissante de 5 a — oo et b est croissante de 0 a + oo.

On obtient la courbe :

Exercice 8

a) p=cosB.

e p estdéfinie sur R et 2m-périodique donc on peut I’étudier sur [—7;7].

® p(—0)=p(0) donc la courbe est symétrique par rapport a (Ox) et on peut I’étudier sur [0;7].

¢ p(n—-0)=-p(0). Ceci redonne une symétrie par rapport a (Ox), donc la courbe est parcourue deux fois

quand 6 décrit [—-7; 7] et on peut I’étudier sur [O;g] .

Sur cet intervalle, p décroitde 1 a 0.
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p'(8) =—sinO donc doM

—sinOu, +cosOv,=u_ _ donc il y a une tangente verticale pour 6=0 et une
20+
2

. T
tangente horizontale pour 0 =

On obtient la courbe :

Cette courbe a 1’air d’étre un cercle et elle I’est | En effet, on a :
x(0) =cos20 = %(1 +c0s20)
. 1.
y(0) =cos0sin 0 = Esm 20

. ) 1
Donc (x —5)2 +y2= 2 qui est I’équation d’un cercle de centre (E’ 0) et de rayon —.

b) p@)=—3"0 o est définie sur D=R\L(2k+1) %, Ft 2k, — %+ 2kn/ ke Z} et :
1—2cos6 2 3

e VY0eD, 0+2ne D et p(0+27)=p(0) donc on peut se restreindre a [—Tc;fc]\{—E Iz E} ;

T 37372
T MTHOT T MW
e VOe[-m;w]\{——,——,—,—}, —0e[-m;w]\{——,——,—,—+ et p(—0)=—p(0) donc la courbe est
[ ]{2332} [ ]{2332} p(—=6)=—p(0)

symétrique par rapport a (Oy) et on peut se restreindre a [0 ; 7] \{TC n} .

3 —_—
La fonction p est dérivable sur D et p’(0) = 2c0s” 8—4cosb+1 ]
cos20(1-2cos 0)?
En posant h(x) =2x* —4x+1, ona h’(x) = 6x* —4 et le tableau :

X — 0

—/2/3 V2/3 + o0

h(-2/3) + oo
P _— T h(v2/3) _—

Ona h(—=+/2/3)=1 +§\/§ >0 et h(v2/3)=1 —g\/% <0, donc le théoreme de la bijection donne trois racines

a, b et c pour h, valant environ — 1,53 ; 0,26 et 1,27. Alors :

h

2c0s’0—4cos0+1=2(cosO—a)(cos®—cos a)(cosO—c)

avec cos0—a >0, cosO—c<0 et b=cosa=0,26 soit azl,Se}g;g{
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On obtient le tableau :

T T
O — —
0 3 o > T
p’(0) - - 0 + +
0 + oo + o0 0
p \ . \ 0(00) /V . /V
Branches infinies :
Ona x(6)= sin 0 et y(0) = smetane.
1-2cos0 1-2cos0
cos(e—nj
e En T : lim y®) =tan£=\/§ et y(@)—x/gx(e)=tanesme_\/§cose =tan9;6
3 o-m3x(0) 3 1-2cos8 sin(e+nj

Donc 9lin}3(y(6) —ﬁx(e)) =2 etil y a une asymptote oblique d’équation y = 3x+2.

T
— -1 = 1 =+ o0
° En 2 elgrr/lzx(e) Iet el—l}rlc/lzy(e) -

Donc il y a une asymptote verticale d’équation x =1.

On obtient la courbe complétée par symétrie :
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ee ee
c) pO)= R p est définie et dérivable sur R et p’(8) = NI >0 donc p est strictement croissante.

° eliIP p(0) =0 donc eliIP M(0) =0 (I’origine du repere).
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° elim p(0) =1 donc le cercle de centre O et de rayon 1 est asymptote.

On obtient la courbe :

0 {p(t):t2+1 |
0(t) = arctant

Ona —§<9<§ et t=tan0O donc :

p(0) =1+tan20 définie sur } —g;g [

e La fonction p est paire, donc la courbe est symétrique par rapport a (Ox). On peut étudier sur } 0 ;g { .
¢ Onap'(®)=2(1+tan20)tanO >0 sur } O;g { donc p est croissante.

o Tangente :
En 6=0, p(0)=1 et la tangente est dirigée par v, =§ donc elle est verticale.

® Branche infinie :

On a elim/zp(E)) =+ oo donc il y a une branche infinie en g .

lim @: lim cotan6=0.
0—>m/2 y(e) 0> m/2

Donc, il y a une direction asymptotique verticale mais :

. . . sin 20
lim x(0)= lim (1+tan20)cos®= lim | cosO+ =+o0,
0—>m/2 0—>w/2 0—>n/2 cos O

Donc, il n’y a pas d’asymptote verticale.
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e  On obtient la courbe :

5 -
O T T
0 5
- 5 -
I'VE DECIDED I DON'T ——— RS 5&5&1\:&01&
BEFORE WE WHAT LIKE BEING CALLED oM No!
BEGIN, 1 Do You YouR TuTOR. ON, PLEASE THE ABOUT  WARNING You
SHouLD WARN MEAN? \ REFER To DIFFERENCE? $50 OF SOMETHING...
You OF A / , ME AS YouR | AN
LITTLE CHANGE m “MATH . HOuUR.
IN MY TiTLE . C A CONSULTANT.
(g

\(




