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Corrigé du DM n° 4

Exercice 1

1) Si A, B, C et D ne sont pas coplanaires, ils ne sont pas alignés.

Supposons que trois points quelconques parmi A, B, C et D soient alignés, par exemple A, B et C. Alors, A, B
et D ne le sont pas et (ABD) est un plan contenant la droite (AB). Mais, C est sur (AB) donc dans le plan
(ABD), ce qui est absurde car les quatre points ne sont pas coplanaires. Ainsi :

Trois points quelconques parmi A, B, C et D ne sont pas alignés.

2) Soit M un point de A.
Si M =0, alors on a clairement AM = BM =CM car O est le centre du cercle circonscrit a ABC.
Si M#0O, A=(OM) donc les triangles AOM, BOM et COM sont rectangles en O. Le théoreme de Pythagore
donne alors :
AM?2=A02+0M?, BM2=B02?+0M? et CM2=C0O2+0OM?2.
Or, AO=BO=CO, donc AM?=BM?=CM? et ainsi, M est équidistant de A, B et C.

Réciproquement, soit un point M équidistant de A, B et C.

Appelons H le projeté orthogonal de M sur (ABC).

Si M=H, alors on a AM =BM =CM donc M est le centre du cercle circonscrit 8 ABC, soit M =0€ A.

Si M #H, alors les triangles AHM, BHM et CHM sont rectangles en H et, avec AM =BM =CM, on prouve
comme plus haut (a I’aide du théoreme de Pythagore) que AH=BH =CH donc H=0. Or, les droites A et

(MH) sont toutes deux perpendiculaires a (ABC) donc paralleéles. Comme elles passent toutes les deux par le
point O, elles sont confondues et Me A.

Finalement :

Tout point de 1’espace est équidistant de A, B et C si et seulement si il appartient a A.

3) Appelons P le plan médiateur de [AB].

D’apres la question précédente, V Me A,ona AM =BM, donc Me P. Ainsi, AC P.
Les points C et D jouant le méme rdle, on montre de la méme fagon que A'c P.

Ainsi, les droites A et A' sont coplanaires, donc soit sécantes, soit paralleles.

Mais si A// A", alors les plans (ABC) et (ABD) sont paralleles (car A est perpendiculaire a (ABC) et A' est
perpendiculaire a (ABD)). Ces deux plans contenant tous les deux A, ils sont confondus et ainsi, A, B, C et D
sont coplanaires ce qui est absurde. Donc :

Aet A' sont sécantes en un point .

4) Le point Q défini ci-dessus appartient a A donc QA =QB =QC. Mais, il appartient aussi a A', donc
QA =QB=QD et ainsi QA =QB=QC=QD donc :

A, B, C et D sont sur une méme sphere de centre Q.
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Exercice 2

1) VxeRetVyeR,ona:

M(x,y)=B, (B,(0.1),B,(J.K)) = bar(

O |1 J | K
avec B_(O,I)=bar et B, (J,K)=bar .
X 1-x | x X 1-x | x

Par associativité, on peut alors écrire :

B,(0,1) | B,(J,K)
-y |

N N | I | T J|K
(X,y) =bar (1-y)(1—x) ‘ (1-y)x ‘ y(I1-x) ‘ yX

Remarquons alors que :

M(@0,0)=Db L) =0 ;
[ ] =
(0,0) = bar 0/{0]0 ’

M(0,1)=b Oty I
[ = =
(0.1)=bar| 775 0 ;
| O] |K
[ ] = =
M(,0) bar0 ToTo I
M(1,1)=b O s K.
[ = =
(1D aro s

Ainsi :

O, I, J et K appartiennent a .7 .

2) A TI’aide du résultat de la question 2, on peut écrire :

(1- y)XGI +y(l- x)ﬁ + yxﬁ(
(1=y)(1=x)+A=y)x+y(1-x)+xy
Or, (1—y)(1—x)+(1—y)x+y(1—x)+xy=(1—y)[(1—x)+x]+ y[(l—x)+x]=1—y+y=1 donc :

OM(x,y) =

OM(x,y) =(1—y)xf+y(l—x)j+yx(f+j+1;) =(X—xy+yx)f+(y—xy+yx)j+xylz.

Soit :

OM(x,y) = X1+ yj + XyE

Ceci prouve que dans (O, 1,3,12) , les coordonnées de M(X,y) sont (x,y,Xy) etona z=Xxy.

Il est clair que réciproquement, tout point dont les coordonnées sont de la forme (x,y,Xxy) dans (0,1, j, k) est
le point M(x,y) de .7, donc :

Une équation cartésienne de .7° dans (0,?,3,12) est Zz=Xxy.
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3) a. Pour ae R, notons P, le plan d’équation z=a et O, le point de coordonnées (0,0,a).

Un point N de coordonnées (X,y,z) appartienta ., =.7 NP, siestseulementsi z=xy=a.

Considérons deux cas :

) x=0 y=0
e Sia=0,alors z=xy=a & 0 ou 0 donc ¥, =(0Ox)U(Oy).
7=

=a/x -

e Sia#0,alors z=xy=a & {y donc dans le plan P, rapporté au repere orthonormé (O,, 1,3) ,
z=a

. est la courbe représentative de la fonction x > a/x, ¢’est donc une hyperbole.

Ainsi :

Sia=0.%, =(0x)u(Oy) etsinon, ., estune hyperbole.

b. Quel que soit a#0, ., est une hyperbole équilatere d’asymptotes les axes de (Oa,f,j) dans P . Alors :

e Si a>0, I'axe de .~ est la droite d’équations {y et les sommets de &, sont les deux points
z=a

. . . . a
d’intersections de ., avec son axe, donc les points dont les coordonnées vérifient y=—=x et z=a.
X

On trouve les points A(\/E,\/E, a) et A'(— \/E,_ \/g,a) .

Ces points sont tous les deux dans le plan IT d’équation y=x.

e Si a<0, l'axe de ., est la droite d’équations {y - et les sommets de #, sont les deux points
z=a
. . : e a
d’intersections de ./, avec son axe, donc les points dont les coordonnées vérifient y=—=-x et z=a.
X

On trouve les points A(y/lal,—4/lal,a) et A'(—4/lal, /lal,a).

Ces points sont tous les deux dans le plan IT" d’équation y =—x.

Si on pose ﬁ—ﬁ et v= ;_3
N2 \2
Alors :

, un repere orthonormé de IT (resp. IT') est (O,ﬁ,E) (resp. (O,V,E)).

®¢ Quand a>0, on a ﬁzx/gf+\/£j+a12=\/5ﬁ+af< donc si (X,,Y,) sont les coordonnées de A

— 1 i . .
dans (O,u,k),ona Y, = EX A2 avec X, >0 donc, quand a décrit R, , A décrit une demi parabole.
1 - . .
De méme,ona Y, = EX A2 avec X, <0 etquand a décrit R, , A" décrit une demi parabole.
. . . 1 . .
La réunion de ces deux demi paraboles est la parabole de IT d’équation Y = EXZ privée du point O.

® Quand a<0, on a O—zgzwllalf—«/lalj+alz=«/2Ial\7+af< donc si (X,,Y,) sont les coordonnées de

- 1 N 1 L, . * L, .
A dans (O,v,k), on a a nouveau Y, = _EX A2 avec X, >0 donc, quand a décrit R_, A décrit encore
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une demi parabole. De méme, quand a décrit R™, A' décrit aussi une demi parabole d’équation

Y= —%xz avec X <0 dans (0,V,k).
La réunion de ces deux demi paraboles est la parabole de II' d’équation Y = %XZ privée du point O.

Finalement :

Quand a décrit R, les sommets ., décrivent une parabole du plan I1:y=x

., L. * L.
privée de son sommet et quand a décrit R_, les sommets &, décrivent une

parabole du plan IT': y =—x privée de son sommet.

4) Onanoté IT:y=x.

X = =X
Un point N de coordonnées (x,y,z) appartient a . % =.7% NII si est seulement si { Y S {y .
Z =Xy Z=X

On a donc ON = xf+x]+x21§ =/2xii+x2k ol i est le vecteur défini dans la question précédente. Dans le

repere (O,ﬁ,E) de IT défini plus haut, si N a pour coordonnées (X,Y), une équation de .%" est donc X?=2Y
et ainsi :

%" est une parabole.

Lz . . 1
Dans (O,4,k), le sommet %~ est O, son axe est (OY), son parametre est p=1, son foyer est F(O’E) et sa

) ) 1 ) ) -
directrice est D:Y =—§. Dans le plan IT:y=x, si un point a pour coordonnées (X,Y) dans (O,u,k) et

g X > o . .
(x,y,z) dans (O,i,j,k),ona x=y=—= et z=Y, donc, dans (O,1, j,k), les éléments caractéristiques de

N

% sont :
e son sommet : O. y=x
e sadirectrice : D: 1-
e son axe : (Oz). 2=y
e son foyer : F(0,0, %) _ ® son parametre : p=1.

5) a. Pour x réel fixé , D_ est I’ensemble des points M(x,y) lorsque y décrit R.On a:
OM(x,y) = X1+ yj + XyE =Xi+ y(j +xk) = OM, +yu,
avec M _(x,0,0) et i, = j+xk.

Ceci se récrit M_M(x,y)=yu_ avec ye R donc:

D_ estla droite passant par M _(x,0,0) et dirigée par u_ = j+ xK .

b. Ona:
Me 7 & J(x,y)e R? tel que M =M(x,y) & IxeR telque Me D, & Me UDX.

xeR

Ainsi, .7 =D, .

xeR
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Remarquons que Vxe R, u_= j+ xk appartient au plan vectoriel engendré par 3 et k donc D, est parallele
a tout plan dont le plan vectoriel associé est engendré par ces deux vecteurs, par exemple (yOz).

Finalement :

 estlaréunion de la famille (D) . etles droites D _ sont toutes paralleles a P = (yOz).

c. Poury fixé, A  estI’ensemble des points M(x,y) lorsque x décrit R. Comme plus haut, on peut écrire

OM(x,y) = y] +x(i+ yE) et:

A, est la droite passant par N (0,y,0) et dirigée par v, =i+yk, .7 est la

réunion de la famille (A)) g etles droites A, sont toutes paralleles a P’ = (xOz).

d. D’apres ce qui précede, pour x et y donnés, le point M(x,y) appartienta D et A donc ces deux droites

sont soient confondues, soit sécantes en un point. Or, D, et A sont dirigées par des vecteurs non colinéaires

(j+ xk et i+ yf() donc ne sont pas paralleles. Elles sont donc sécantes en un point : M(X,y). Ainsi :

D, NA = {M(X, y)}

6) Comme u_= j+x§ et v, = i+ yf< dirigent respectivement D, et A ,ona (u,,v,)=0oun—6 ] donc:
la v, I

16,9, I=11G, IIXI1V, IxIcos(d,,v,) =N, IXI1V, Ixcos8 & cos@=—> Y
G, <N v, I

Et iV, =(j+xk).(i +yk) =xy, I 1=l j+xkll=vI+x2 et IV lI=1li+ykll=/1+y2, donc:

cos 0 = Xy
JA+x2)(1+y?)
I WiLL NoT BE DON'T START THE TEST UNTIL HEE HEE
I WILL NoT BE PSYCHED OUT BY I'VE PASSED THEM ALL ouT, I WILL NoT BE HEE...
PSYCHED ouT BY MY MATH FINAL.., PSYCHED ouT BY \_
MY MATH FINAL... MY MATH TEACHER,
EITHER.
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