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Corrigés des TD du Chapitre 10

Exercice 1

a. Laloi * est clairement interne et commutative.

V(x,y,z)e R’,ona:
® (Xx*y)¥z=X*y+z—(X*y)Z=X+y—Xy+z—(X+y—Xy)Z=X+Yy+Z—Xy—XZ—YyZ+XYyZ.
o x¥(y*z)=x+y*z—-X(y*z2)=X+y+z2-yz—Xx(y+z2—yz)=X+y+Z2—yzZ—Xy—XZ+XyZ.
Donc (x*y)*z=x*(y*z) etlalol * est associative.
De plus, Vxe R,ona x*0=0*%x=x+0—-0=x donc 0 est élément neutre de la loi *.
Enfin, V xe R, supposons que x admet un symétrique x' pour *. Alors,ona x*x'=0, soit :

x+x'-xx'=0 & (x-Dx'=x.

. X o . ,
Si x #1, alors x admet x':—1 pour symétrique, mais Vxe R, x*1=x+1-x=1#0 donc 1 n’admet pas
X_

de symétrique par * (c’est un élément absorbant) et finalement :

(R,*) n’est pas un groupe.

*
b. Vne N ,posons x, =x#*x*..%x (avec n facteurs). On a:

X, =X*X=X+X—-x2=2x-x2=1-(1-x)2

X; = X*¥X*X =X+X#X—X(X*X)=X+2Xx—x2—x(2x —x2)=x" —3x2+3x =1-(1-x)’
Conjecturons que Vne N, x, =1—(1—x)" et prouvons-le par récurrence.

Initialisation : Pour n=1, 0ona x, =x=1-(1—x)' donc la formule est vraie (d’apres ce qui précede elle I’est
aussi aux rangs 2 et 3).
Hérédité : Supposons la formule vraie au rang n. On veut prouver que x,,, =1—-(1-x)"" . Ona:
Xy = XHX K, KX kX (avec n +1 facteurs)
=X, ¥X=X,6+X—X X
=1-(1-x)"+x-[1-(1-x)"]x (par hypothese de récurrence)
=l-(1-x)"+x—-x+x(1-x)"=1-(1-x)1-x)"
=1-(1-x)""
Donc la formule est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie V ne N, soit :

xkx*, kX =1—-(1-x)"
%/_/

n facteurs
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Exercice 2

1) Appelons e I’élément neutre de G. Comme G, et G, sont des sous-groupes de G, e G, et ee G, .

* V(x,,Xx,)e G, xXG, et V(y,,y,)e G, xG,,ona x,y,€G, et x,y,€ G, car G, et G, sont stables par la
loi, donc (x,,X,)®(y,,y,) =(X,y,,X,Y,)€ G,XG, etlaloi ® est interne dans G, xG,.

vV (x,X,)€ G, XG,, V(y,,y,) € G XG, et V(z,,z,)e G, XG,, on a, avec I’associativité de . dans G :

[(Xl’ X,) ®(y, Y2)] ®(z),2,) = (XY, X,Y,) ®(2,,2,) = ((X1Y1)Z1’ (X,¥,)z, ) =(X,Y,2;5X,Y¥,2,)
(X},%X,)® [(YU ¥,) ®(z, Zz)] =(X,,X,) ®(y,2,,¥,2,) = (Xl(Y1Z1)’ Xz(Y2zz)) =(X,¥,Z,,X,Y,2,)

Donc [(X,,X,) ® (¥, ¥,)]|®(2,,2,) = (X, X,) ®[(y,,y,) ®(z,,2,)] et ® est associative.
e Comme e€ G, et ee G,,ona (e,e)e G, xG,.

De plus, V (x,,x,)€ G, XG,, (X,,X,)®(e,e) =(x,e,X,e) =(X,,X,) et (e,e)®(x,,X,)=(ex,,ex,)=(X,,X,)
donc (e,e) est élément neutre pour ® .

1

* V(x,,x,)€ G, XG,, soient x,” et x,” les symétriques respectifs de x, et x, dans G. Comme G, et G,

sont des sous-groupes de G, x,” € G, et x, ' € G, et:
(X1, X)) ®(x,7, %, ) = (X%, 7, X,x, ) = (e,e)
(575X, D ® (%, X,) = (%%, %,7'x,) = (e,¢€)
Donc (x,,X,) admet (x,”,x,”')e G,XG, pour symétrique par ®.

Finalement :

(G, xG,,®) estun groupe.

2) Ona G,NG, cG etcomme e€ G, et ee G,,ona e G,NG,.

De plus, Vxe G,NG, et Vye G,NG,,ona:

yeG, = y'eG, etxe G, doncxy ' € G,

1 1 = xy ' €G,NG,.
yeG, =y €G,etxeG, doncxy €G,

Donc :

G, NG, estun sous-groupe de G.

3) Posons HzﬂGi.Ona HcG etcomme Viel, eeG,,ona ec H.
iel

De plus, V (x,y)e H2,ona Viel, ye G, = y '€ G, donc Viel, xy ' € G, etainsi, xy 'e H.

Donc :

ﬂGi est un sous-groupe de G.

icl

4) Appelons A 1’ensemble des sous-groupes de G contenant A. Comme G est un groupe (donc un sous-groupe
de G) et contient A,ona Ge A donc A est non vide.
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Posons alors G, = ﬂ H, I'intersection de tous les sous-groupes de G contenant A.
HeA

D’apres la question précédente, G, est un sous-groupe de G.

De plus, comme VHeA,AcH,ona AcG, et VKe A, GAzﬂHCK.

HeA
Finalement :

L’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A est le plus petit sous-groupe de G contenant A.

5) On veut prouver que :

G, UG, estun sous-groupe de G < G, <G, ou G, CG;,.

(<) Ce sens est trivial.

En effet, si G, € G, alors G, UG, =G, est bien un sous-groupe de G et si G, G, alors G, UG, =G, est
bien un sous-groupe de G.

(=) Supposons que G, UG, est un sous-groupe de G et que G, & G, . Il faut alors prouver que G, cG,.

Comme G, ¢ G,, il existe ae G, tel que a¢ G, (onaalors ae G, UG,).

Alors Vxe G,,ona xe G, UG,.

Comme ae G, UG, et G, UG, estun sous-groupe de G, xae G, UG,, c’est-a-dire xae G, ou xae G,.

Mais, si xae G,, alors comme x '€ G,,ona x 'xae G, soit a€ G,, ce qui contredit I"hypothese a¢ G, .
Donc, xae G, et, comme a€ G,, xaa' € G,, soit xe G, .

Ainsi, Vxe G,, xe G, c’est-a-dire G, C G;,.

Finalement, si G, UG, est un sous-groupe de G, alors soit G, G, , soit G, < G,.

6) Onpose G,G, ={x,x,\x,€ G,,x,€G,} et G,G, ={x,x,\x,€ G,,x, € G,} et on veut prouver que :
G,G, estun sous-groupe de G < G,G, =G,G,.
Comme G est un groupe, on a clairement dans tous les cas : GG, c G, G,G, <G et e=eec G,G,.
(=) Si G,G, estun sous-groupe de G, alors :
e VxeG,G,,ona x=x,X, avec X,€ G, et x,e€G,.
Alors, x'=x,"'x,™ avec x,'€ G, et x,”' € G, donc x' € G,G,. Mais G,G, est un sous-groupe de
G donc (x')"e€ G,G,, soit xe G,G, . Ainsi, G,G, € G,G,.
e VxeGG,,ona x'eGG, car GG, est un sous-groupe de G donc x ™' =y,y, avec y,€ G, et
y,€G,. Alors, x=(x")"=(y,y,)" =y, 'y, avec y," €G, et y,” € G, donc x€ G,G,.
Ainsi, G,G, € G,G,.

Finalement, on a bien :
G,G,=G,G,.



PCSI

(=) Si GG, =G,G,, alors on avuque I’on a déja ee G,G,.
vxeGG,, VyeGG,,ona x=Xx,X, et y=y,y, avec x,€ G,, x,€G,, y,€G, et y,e G, donc:
Xy =X,%,Y, Y, -
Mais, y,' € G, donc x,y,” € G, et y,” € G, donc x,y,”'y,” € G,G,.
Comme G,G, =G,G,, x,y,”'y," € G,G, etilexiste z,€ G, et z, € G, tels que x,y,'y,” =2,2,.
Alors xy™' =x,x,y,”'y,” =x,2,2, = (X,2,)z, avec x,z,€ G, et z,€ G,, ce qui prouve que xy ' € G,G,.

Ainsi :
G,G, est un sous-groupe de G .

Exercice 3

Appelons e le neutre de G et x et y les deux autres éléments de G.
On aainsi, G={e,x,y} avec x#e, y#e et X #y.
Pour simplifier, nous noterons la loi * multiplicativement (par exemple X *y = Xy ).

Dresser la table de G revient a déterminer tous les produits de deux éléments de G, sachant que la loi est interne
(donc tous les produits valent soit e, soit x, soit y). La loi n’étant a priori pas commutative, il y a 9 produits a
déterminer : €?, ex, ey, Xxe, ye, X2, y2, Xy et yx.

Enfin, il ne faut pas oublier non plus que chacun des trois éléments de G admet un symétrique.
On a alors :

® xe=ex=Xx,e’=eetye=ey=y.

Evaluons xy. Comme onl’avu xy=x,youe.

o Sixy=x,alors x'xy=x"'x soit y=e ce qui est faux.
-1

o Sixy=y,alors xyy' =yy soit x=e ce qui est faux.

Donc, xy=e.
e Evaluons yx.Ona xy=e donc x 'xy=x"'e soit y=x"" ety est le symétrique de x, donc yx =e.
e Evaluons x2.

o Si x2=x, alors en multipliant par x~' on obtient x =e ce qui est faux.
o Si x2=e, alors en multipliant par x~' on obtient x =x"' =y ce qui est faux.

Donc, x2=y.
¢ On montre de la méme fagon que y?=x.

Finalement, on obtient la table :
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Soit maintenant H un sous groupe de G. On a alors forcément, e H.

Si xe H, alors comme H est stable par *, ona x*x =x2=ye H. Donc, si xe H alors H=G.
De la méme fagon, on montre que si ye H alors H=G.

Finalement :

Les sous-groupes de G sont {e} et G.

Un exemple de groupe a trois éléments est I’ensemble des rotations conservant globalement un triangle
équilatéral muni de la loi o.

En en effet, si on appelle O le centre d’un triangle équilatéral ABC, O doit étre invariant par les rotations qui
conservent globalement ABC, donc doit en étre le centre. De plus, le sommet A doit avoir I’un des trois
sommets pour image. Il y a ainsi trois rotations qui conservent globalement ABC :

e J’identité ;
. , 27
¢ Jarotation r de centre O et d’angle ? ;

. 4 .
e Jarotation de centre O et d’angle EX qui n’est autre que ror =12.

Alors :

G ={id,r,r?}

Exercice 4

Posons f:x > axa™'.

e Comme ac G, a'eGet VxeG, f(x)=axa'e G (car la loi est interne). Donc, f est & images dans G.

e V(x,x)eG2, on a f(xx)=axx'a'=ax(a'a)x'a”’ =(axa)(ax'a)=f(x)f(x") donc G est un
morphisme de G dans G, soit un endomorphisme de G.

e V(x,xNeG?, f(x)=f(x) @ axa'=ax'a”’ & a'(axa)a=a'(ax'a)a & x=x"' donc fest injective.

e VyeG,onaf(x)=y & axa'=y < a'(axa )a=a'ya < x=a 'ya et,il est clair que f(a'ya)=y
donc f est surjective.

e Comme f est injective et surjective, elle est bijective et d’apres le point précédent, ' :yr>a'ya.

Finalement :

X > axa~ est un automorphisme de G et de réciproque x > a 'xa.

Exercice 5

Ici, il convient de reformuler précisément les choses (attention, la loi + n’est pas forcément commutative). On
note 1 le neutre de H.

Onaf:G—H, beH tel que f(a)=b avec ae G et:
e f'({b}))={xeG\f(x)=b} =G donc:
xet'({b})) & f(x)=b.
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e a+kerf={xeG\x=a+x,,x, ekerf}cG donc:
xea+kerf & x=a+x, avec x, ekerf & —a+xekerf & f(-a+x)=1.
e kerf+a={xeG\x=x_,+a,x,ekerf}cG donc:
xekerf+a & x=x,+a avec x, e kerf & x—-aekerf & f(x—-a)=1.

Remarquons par ailleurs que f est un morphisme de groupes de (G,+) dans (H,.) donc Vxe G :

e f(—a+x)=f(-a)f(x)=f(a)'f(x)=b'f(x) ;

o f(x—a)=f(x)f(—a)=f(x)f(a)” =f(x)b~".
Enfin, on veut prouver que f'({b})=a+kerf =kerf +a, c’est-a-dire que, Vxe G :

xef'({b})) & xea+kerf & xekerf+a.

Nous n’avons a priori rien fait ici que reformuler les hypotheses, et pourtant c’est fini !

En effet, d’une part :

xef'({b}) & f(x)=b & b'f(x)=b'b=1 & f(-a+x)=1 & xea+kerf.
Donc f~'({b})=a+kerf .
Et d’autre part :

xef'({b})) & f(x)=b & f(x)b'=bb'=1 & f(x-a)=1 & xekerf+a.
Donc f7'({b}) =kerf +a.

Ainsi :

f'({b})=a+kerf =kerf +a

Remarque : Les raisonnements équivalences évitent ceux par double inclusion.

Exercice 6

Cet exemple est classique.

L’élément neutre de A pour la multiplication est la fonction constante 1, :[-1;1] - R ;x+>1. Or, toutes les

fonctions de B sont nulles sur [-1;0] donc 1, ¢ B et :

B n’est pas un sous-anneau de A.

Montrons que c’est néanmoins un anneau.
L’ensemble A muni de 1’addition et du produit usuels des fonctions est un anneau et Bc A.

e [’élément neutre de A pour I’addition est la fonction nulle sur [-1;1], notée O, . Il est clair que cette
fonction est dans B. De plus, V (f,g)e B2, f —ge A et Vxe[-1;0], f(x)=g(x)=0 donc:

(f-g)(x)=f(x)-g(x)=0.
Ainsi, f —ge B donc (B,+) est un sous-groupe de (A,+), donc un groupe commutatif.
e V (f,g)e B2, lafonction fg estdans Aet V xe[-1;0], f(x)=g(x)=0 donc (fg)(x)=f(x)g(x)=0.
Ainsi, fge B donc B est stable par le produit.

e e produit étant associatif et distributif sur I’addition dans A, il I’est dans B.
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. ) 0 sixe[-1;0] . )
e Enfin, la fonction 1;:[-1;l]]=>R;x+— ] est dans B et il est clair que VfeB,
1 sixe ]0;1]

Iz =fl; =1 . Ainsi, la multiplication possede un élément neutre dans B (différent de la fonction nulle).

Finalement :

B est un anneau.

Exercice 7

Dans .7(E), les lois o et N sont clairement internes. Pour prouver que (.7 (E),a,M) est un anneau, il faut
donc prouver que :

(1) (Z(E),a) estun groupe commutatif ;
(2) N est associative ;

(3) n possede un élément neutre différent de celui de a ;

(4) N est distributive a droite et a gauche par rapport a a.
Remarquons déja que le point (2) est acquis (c’est du cours) et que la loi M est commutative, donc il suffit de
prouver la distributivité a droite (ou a gauche) pour prouver (4).

(1) Pour prouver que (.Z’(E),a) est un groupe commutatif, il faut prouver que la loi a est associative,
commutative, admet un élément neutre et que tout élément de .7(E) admet un symétrique par A.

e Soient A et B deux partiesde E. Ona AaB=(A\B)U(B\A) et BAA=(B\A)U(A\B). Comme U est
commutative, la loi a 1’est aussi.

e Soient A, B et C trois parties de E. Introduisons les notations suivantes :

[I=AnBnNC
I, =BNO)\I
I, =(ANO)\I
I.=(ANB)\I

A =A\Iul; ul,)
B, =B\(ul, ul.)

C,=C\dul, Ul,)

Onaalors A\B=A, Ul et B\A=B,Ul, donc AaB=(A\B)U(B\A)=A, Ul, UB, UI,.
Et (AaB)\C=A, UB, et C\(AsB)=C, Ul donc:
(AaB)aC=[(AaB)\C]U[C\(AaB)]=A, UB,UC, UI.
De méme, BaC =B, Ul.UC, UI;, (BAC)\A=B,UC, et A\(BaC)=A, Ul donc:
Aa(BaC)==A,UB,UC, UI.

Ainsi, (AaB)aC=Aa(BaC) etlaloi A est associative.
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e Soit A une partie de E. On a A\J=A et J\A=0 donc AnD=OrA=A et D est élément neutre
pour A.

e Soit A une partie de E. On peut remarquer directement que A\A=C donc AaA = et ainsi, A admet
un symétrique par A : elle-méme.

Finalement, (.7 (E),a) est un groupe commutatif.
(2) Ce point est acquis (c’est du cours) : la loi N est associative.
(3) On sait aussi que N posseéde un élément neutre : E, qui est bien différent de celui de a (D).

(4) Laloi N est commutative, donc il suffit de prouver la distributivité a droite.

Soient A, B et C trois parties de E. Comme M est distributive sur U, ona:
(AaB)NC=[(A\B)U(B\A)|nC=[(A\B)NnC]U[(B\A)NC].
En reprenant les notations utilisées pour I’associativité de a,on a :

(A\B)NC=(A, ul,)NnC=(A,NC)UI, NC)=B U, =1,
(B\A)NC=(B,ul,)nC=B,nC)ud, NC)=QUulI, =1,

Donc (AaB)nC=1,Ul,.
Par ailleurs, (ANC)a(BNC) =1, uDa(d, uD)=[I, uD\I, uD]U[(I, D\, UD]=1I; UI, donc:

(AAB)NC=(ANnC)a(BNC)
et M est distributive sur A.

Finalement :

(Z(E),a,M) est un anneau commutatif, de neutres & et E pour a et N
respectivement, et dont toute partie est son propre symétrique pour A.

Cherchons les inversibles pour M.

Si A est une partie de E admettant un symétrique A' pour N, on a ANA'=E, ce qui implique entre autres
que E c A. Mais comme A C E, on obtient A=E.

On a clairement ENE=E donc :

Le seul inversible pour M est E.

Soient A et B deux parties de E. Supposons que ANB = (I’équivalent de ab=0 en notations additives et
multiplicatives classiques). Il est clair alors que ANB =, n’implique pas A=< ou B=9 donc :

(Z(E),a,N) n’est pas inteégre.

Soit E un ensemble. Dans .7 (E), on pose AaB=(A\B)U(B\A) (la différence symétrique de A et B).
Montrer que (.7(E),a, M) est un anneau. En préciser le neutre et les inversibles (et leur inverse) pour chacune
des deux lois. Cet anneau est-il integre ?
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Exercice 8

Soient a€ A non nul. Comme A est stable par produit, V xe A\{0}, axe A.

De plus, comme A est integre, ax =0 = a=0 ou x=0,cequirevienta: a#0 et x#0 = ax #0.

On peut alors définir :
f:A\{0} > A\{0};x > ax.

Soit (x,x")e A2 tel que f(x)=f(x").Onaalors ax =ax' & ax—ax'=0 & a(x—x")=0.
Mais A etintegre et a #0 donc a(x—x")=0 = x—x"'=0, soit x=x".
Ainsi, f est injective.

Mais A est fini, donc A\{0} aussi et on sait que toute injection d’un ensemble fini dans lui-méme (de méme
cardinal !) est bijective. Ainsi, f est bijective.

Ceci implique que tout élément de A\{0} admet un antécédent (unique) par f, en particulier 1.
Autrement dit, il existe a'e A tel que f(a') =1, ou encore, il existe a'e A tel que aa'=1.

Comme A est commutatif, on alors aa'=a'a =1, ce qui prouve que a admet un symétrique pour le produit.

Comme on a raisonné pour a non nul quelconque, on en déduit que tout élément non nul de A admet un
symétrique pour le produit, donc que :

A est un corps.

Exercice 9

Remarquons déja que pour E=7Z ou Q, E[JE] c R donc pour montrer que E[\/E] est un anneau integre ou
un corps (suivant que =7 ou Q), il suffit de montrer que c’est un sous-anneau ou sous-corps de R .

De plus, comme \/5 g 2e N, on a, pour tout polyndme P a coefficients dans [, P(\/E) =a+ b\/E avecaetb
dans [E. Ainsi, pour E=Z ouQ,ona:

ElV2]={a+byV2\(a,b)e E*}.

Enfin, dans les deux cas, |’écriture a+ bx/E est unique du fait de I’irrationalité de JE .

En effet, si a+b\/§:a'+b'\/§’ alors si b¢b', on a \/_:]2; —ba'

€ Q ce qui est absurde. Ainsi, b=b" qui

implique immédiatement a=a".

1) Posons A =Z[2].
YV (x,x")e A%, il existe (a,b,a',b"e Z"* tel que x:a+b\/§ et x':a'+b'\/§.Alors:
. x—x'=(a—a')+(b—b')\/§ avec a—a'e Z et b—b'e Z donc x—x'e A.
Alors, comme 0= 0+0V2e A , A est un sous-groupe de (R,+).

. xx'=(aa'+2bb')+(ba'+ab')\/§ avec aa'+2bb'e Z et ba'+ab'e Z donc xx'e A.
Ainsi, A est stable par la multiplication.

e 1=1+0J2€A.
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Donc A est un sous-anneau de R et ainsi :

A= Z[\/E ] est un anneau integre.

Soit maintenant, x =a+ bﬁ # 0 inversible dans Z[\/E ], son inverse est alors le Z[\/E ].
X

) ) ) ) ) ) a )
On a forcément a—b\/§¢0, car sinon, si b=0, on aurait x=a=0 et si b0, on aurait \/_:Ee Q ce qui,

dans les deux cas, est absurde.

1 1 a—bv2 a b
Alors, — = = = _
X a+bJy2 a?z-2b2 a2-2b2 a2-—2b2
Donc, x est inversible si et seulement si N = et M= b sont entiers.
az—2b? a2—2b2

Alors, aN —2bM =1 donc, d’apres le théoreme de Bézout, PGCD(a,b) =1.
Mais, comme N et M sont entiers, I’entier a2—2b? est un diviseur commun a a et b donc vaut 1 ou — 1.
Considérons ces deux cas :
e Sia?2-2b%2=1, alors (a—b)(a+b)=a2—b2=b%2+1 donc a—b|b%2+1 et a+blb2+1. Alors :
o sib=0,o0na a2=1;
o sib#0,ona2b=(a+b)—(a—b) donc 2bIb%+1.
Mais b|2b donc blb%2+1 et comme blb2, on obtient bll, soit b==%1.
Alors, b2=1 donc a2=2b2+1=3 ce qui est impossible car a est entier.

Donc, dans ce premier cas, on a forcément b=0 et a2=1, soit x=1ou x=-1.

. . . 1
Réciproquement, il est clair que dans les deux cas —=x¢€ Z[JE ].
X

e Si a?-2b2=-1, alors b#0 (car sinon a2=-1) et comme plus haut, (a—b)(a+b)=b2—1 donc
a—blb2—leta+blb2—1.

Alors, toujours comme ci-dessus, on obtient 2b|b%2—1, puis blb%2—1, puis bl—1 donc b==*1.

De a2—-2b2=-1,ontire a2=1donc a=%1.

Donc, dans ce second cas, on a b=*1 et a==%1, soit X=1+\/§ ou X=1—\/§ ou x=—1+\/§ ou

x=—1-+/2.

Réciproquement, on a 1 —1_\/52—1+\/§€Z[\/§] et 1 —1+\/§=—1—\/§€ Z[\/E] donc

1442 1-2 -2 1-2
1+\/§ et —1+x/§ sont inverses 1’un de 1’autre dans Z[\/E] et il en va de méme pour 1—\/5 et —1—\/5.

Finalement :

Les inversibles de Z[\/E] sont—1, 1, 1+\/§, —1+\/§, 1—\/5 et —1—\/5.

2) Posons K =Q[+/2].

V (x,x")e K2, il existe (a,b,a’,b"e Q* tel que x =a+by/2 et x'=a'+b'V/2.
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Alors :
. x—x':(a—a')+(b—b')\/§ avec a—a'e Q et b—b'e Q donc x—x'e K.
Alors, comme 0=0+ 0\/5 € K, K est un sous-groupe de (R,+).
e Pour x#0etx'#0,0na a'—b'\/E;tO (on le montre comme plus haut). Alors :

x a+by2  (a+bv2)a'-b'v2) aa'-2bb' a'b-ab'

- = = = —+

X' a'+b'\/§ (a'+b'\/§)(a'_b'\/§) a'2_2b'2 a'2_2b¥2
aa'—2bb' a'b—ab'

a'2_0p'2 €Qet WEQ donc xx'e K'.

Ainsi, comme 1=1+0v2 e K*, K est un sous-groupe de (R",x).

Donc K est un sous-corps de R et ainsi :

K= Q[\/E] est un corps.

Exercice 10

1) Soit K est un sous-corps de R, il contient Q. Pour prouver que Q — K, procédons par étapes :
e Prouvons que N c K ce qui revient a montrer que V ne N, ne K. On procede par récurrence.

Initialisation : K est un sous-corps de R donc il contient O et la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n.
K est un sous-corps de R donc il contient 1 et, par hypothese de récurrence, n€ K.
Comme K est stable par I’addition, n+1e K donc la propriété est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie Vne N et Nc K.

e Prouvons que Z c K. Comme (K,+) est un groupe, Vxe K, —xe K.

Onavuque Vne N, ne K donc —ne K etainsi, VneZ, ne K, soit Zc K.

e Comme K est un sous-corps de R, (K",x) est un groupe donc V (x,y)e KxK", XeK.
y

En particulier, ¥ (p,q)e ZxN' c KxK’, 2e K et ainsi :
q
QcK.

2) Remarquons déja que si K est un sous-corps de R, alors, comme K est stable par produit, Vae K, aQ c K
(ou aQ est I’ensemble des nombres de la forme ar avec re Q).

En supposant qu’il en existe, soit alors K un sous-corps de R contenant V2 et 43,

Le corps K contient au moins 0, 1, V2, B et V23=16 (car K est stable par produit). Alors, d’apres ce qui
précede, K contient Q, QV2, Q3 et Q6.

Mais K est stable par addition, donc il contient tous les nombres de la forme a +b\/§ +c\/§ +d\/€ avec a, b, c
et d rationnels.

Posons alors :

K, ={a+bV2+c3+d/6\(a,b.c.d)e Q')
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Ce qui précede montre que :

K, cK.

En remarquant que V2406 =12 =243 et +/3+/6 =/18 =32, on montre facilement (comme dans I’exercice
précédent) que K est un sous-anneau de R.

De plus, si xe K \{0},ona x=a+b\/5+c\/§+d\/g avec (a,b,c,d)e Q" et:

1_ 1 _ (V2 +ce3)—(a+dV6) _ bV2 +cV3-a-dv6
X bV2+cB+a+dV6  (bV2+c3)P—(a+dV6)2  (2b2+3c2—aZ—6d?)+24/6(bc —ad)

[bﬁ+c\/§—a—d\/g][(2b2+302—a2—6d2)—2\/€(bc—ad)]
(2% +3¢2 — a2 — 6d2)2— 24(bc —ad 2

Et comme (2b2+3c2—a2—6d2)2—24(bc—ad)?c Q, on abien x ' € K, , ce qui prouve que :

K, estun corps.

Il faut remarquer ici que pour mener a bien le calcul précédent, il faut quand méme vérifier que :

x=a+bvV2 +c3+dV6 20 = bV2+c3—a—dv6 #0 et (2b2+3c2—a2—6d2)—24/6(bc—ad) £ 0.

En posant y = b2 +cv3—a—dv6 et z= (2b%2+3c?2—-a%2—-6d2)— 2\/€(bc —ad), on veut donc prouver que :

(x#0 = y#0etz#0) soit (y=0ouz=0 = x=0)
Supposons que y=0.
Remarquons que xy = (b\/z + c\/§)2 —(a+ d\/g)2 =(2b%2+3c2—-a2-6d?) + 2\/€(bc —ad).
Alors xy =0 donc bc=ad (sinon J6 serait rationnel). On peut alors écrire :
ay = a(bv2 +c/3)—a2—adv6 =a(byv2 +c/3)—a2—be6 = — (a—bv2)(a—c/3)=0.
Donc a=bv2 ou a=c3. Mais, avec y = b2 +c/3-a—-dJ/6 =0, 0n peut compléter en :
(a=by2 et c=dv2) ou (a=cy3 et b=dv/3).

Evaluons ces deux cas :

o sia= bx/E et c= dx/E alors b=d =0 (sinon \/5 serait rationnel) donc a=b=c=d=0 ;

o sia=cy3 et b=d\/§ alors c=d =0 (sinon \/g serait rationnel) donc a=b=c=d=0.

Finalement, dans les deux cas, on obtient a=b=c=d =0 etdonc x=0.
Supposons que z=0.
Alors bc =ad (sinon J6 serait rationnel), ce qui implique que 2b%+3c2—a2—-6d2=0 et donc que xy =0.

Mais alors soit x =0, soit y =0 et on a vu que qu’alors x =0. Donc, dans les deux cas x =0.

Ainsi,onabien, x#0 = y#0 et z#0.

Finalement, on a prouvé qu’il existe un sous-corps de R contenant V2 et V3 K, et que si K est un sous-

corps de R contenant \/5 et V3, alors K, €K, donc:

Le plus petit (au sens de I’inclusion) sous-corps de R contenant V2 et /3 est K,.

Remarque : Comme dans I’exercice précédent, on note ce corps Q[\/E A3 ].



PCSI

Exercice 11

n(n+1)(2n+1) n(n+1)

+2

a. Ona Z(3k2+2k+2) 32k2+22k+22 3 +2(n+1) = —(2n2+3n+4)

k=0 k=0
Donc :
Z(3k2+2k+2) 2(3k2+2k+2) Z(3k2+2k+2)

k=7 k=0

:7(2><742+3><74+4)—5(2><62+3><6+4)

=413257

b ona S D5 " |= > M nf -0 = =141 -1, soit

. Ona k:l( K —k:O K ( 0 =( , SOit :
n . n o
;—1) (k]—

0 (0
Sin=0, 21(( JzO etsin=>1:

k=0
= n N n = n! = (n=1)! 1 n-1 & (n-1 et
k =>Kk =2k—= n—=nz =n =n2"".
o (k) T \k o (n=Kk! T (-kIk-1)! (k-1 o\ K
Dans les deux cas :
c n n-1
k =n2
= \k

o, (0 L1
Sin=0, Y k2| |=0,sin=1, Y k2| |=0+I=1etsin>2:
k &k

b

n n n n n 5

;k (kj:k_o(k _k)(k}r;k( j Zk( Do k)!kv
N (n_z)' n-1 __ L(n-2 n-1
2 n(n— )( _2_(k_2))!(k_2)!+n2 —n(n—l);(k_2j+n2

n-2 _2
=n(n— 1)2(11 J+ n2"" =n(n-1)2"?+n2"" = [n(n -+ 2n] 2" =n(n+1)2""
k=

Dans les trois cas :

ik{gj —n(n+1)2"?

=
=

c. 2%—[22]}(2‘ j— 2__11 n(n2+1) soit :

j=1 i=1

iizji =n(n+1)2" -1)
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=}

33+ 2 = i(zjiaﬂ)zij = i(zjiizi +2jjzn:21j z(ziiizi}i(zuizij

=(22J(lej+(22][zﬂj‘ (22]( 121)

Or, D 2'=2(2"-1) etsionpose S, =Y i2',ona:
i=l i=1

n+l

sn:i(iﬂ)zi—izi:%i(iﬂ)zi“—izi 212‘ 22‘
i=1 i=l i=l i=1

1 " N n
= (@027 48, ~2]-20" =28, +(n-12" 41

Donc S, =(n—12""+2 d'oir 33 (i+))2" = 2[22"-1) |[(n=12"" +2] soit :

=1 i=l

S i+ )2 =82 ~D[(n-1)2"+1]

=1 i=l

1<i,j<n j=1 =
2, 2
z ij= n?(n+1)
1<i,j<n 4
UL G+D _ 1+, I{n’(n+1)* nn+D2n+1)
> u=zzu= le z WD s pesp]=d +
I<i<j<n j=1 i=l i= =1 2 2 j=1 j=1 2 4 6
2O 4+ 220 +1)] =20 D (302470 1.2
Soit, en factorisant :
_n(n+D)(n+2)3n+1)
I<i<j<n 24

S SIS ) (L kk+D) 1S (&, &) _I(nm+D  )_n@m+D)+2n
8

i=1 =1 k 2’ 2’ k=1 k=1 k=1

W
I
L
T
L
Ll
_~
I
L

Soit :
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I T T
k=1i=t 1 =11 =11 =1 i=1 1 i= 1

1 1 1) \2 2 2 2)3
o 1 1 &, 1 &
= 1:11+§;1+5;1+. +Ei:nz_11+l
=i1+l(il—ilj+l(ii—Zij+...+—(zn:1—nz_21j+l(ii—n_llj
i=1 2T i=1 3\ i=1 n i=1 i=1 n\ iz i=1
o 1 A L 1< I 2201
ESFIEL SFIEL S FUNTILEL o HLL LY o THLY o RN o SN
i=1 i=1 i=1 i=1 n 5 i=1 3 i=1 n_l i=l1 n
< 1 1 1 1 L1,
—;1(1+5+§+...+E+H)—§(E;1]
_n(n+1) N l(k—l)k :n(n+1) _n(n+1) _l
== S, ;(k : j > Z(k 1) S, Zk

Soit :

iEZ n(n+1)S _(n=Dn

Ta-b=1*! H‘k‘”ﬂk:m D!
k=2 k k2 Kk - - n!
[Ix Tl
Soit i i
n 1
ga——)—;
. "] [Toe-1 H[(k D(k+D)]
[To-5)= =2 =
k=2 k2 k=2 k? - 2 n ?
e (1
(n (k—l)j(f[(kﬂ)j ( k (ij (n—l)!;(n+l)!
m ™
Soit :
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2

k2-1
=2 soit :

g. 12121‘2 = 2;k
k=2

n(n+l)(2n+1)_1

ﬁ2k2=2 6
k=2

Exercice 12

1) Onap>2,acZ etanp=1.

Vne N,onpose a" =q,p+r, avec 0<r, <p ladivision euclidienne de a" par p.

Onaalors Vne N, r, € [[O;p—l]] donc {ro,rl,...,rp} c HO;p—l]].

Or, Card[[O;p—l]] =p, donc les p+1 restes I), ;... [, Ne peuvent étre distincts deux a deux et ainsi, il existe
deux entiers k et k' de [0;p—1] tels k <k' et r, =1, avec k le plus petit possible.

Posons T=k'-k>0.Onaalors 1, =1.=1 donc:

K a“T—a"=a"@" - =(q.r—q)P-
a :qkp+l‘k

k+T __ —
{a =QierP T hr =P T 1
Ceci prouve que p divise a*(a’ —1).
Mais aAp =1 donc a et p n’ont aucun facteur premier commun d’ott a“* Ap=1.

Le théoréme de Gauss permet alors de conclure que pla’ —1 et il existe un entier m tel que a" =mp+1.

Alors, Vne N,ona:
a™" =a"a' =(q,p+r,)(mp+1)=[q,(mp+)+r,m|p+r, =Qp+r,.

Or, Q=q,(mp+1)+r,m estun entier et 0<t, <p donc I’écriture ci-dessus est la division euclidienne de a"*"
par p (car elle est unique) et ainsi :

Ceci prouve que :

La suite (1), est T-périodique.

2) Avec les notations de la question précédente et en prenant p =35 et a =3, on cherche 1,,,,. Ona:
e 3%=1donc 1, =1.
e 3'=3doncr=3;
e 3¥=9=5+4doncr,=4;
e 3=27=5%x5+2doncr,=2;
e 3'=81=16x5+1 doncr, =1.

D’apres la question précédente, la suite (r,),_ est 4-périodique.

Or, 2010=4x502+2 donc 1y, =TIysn,, =1, =4 etainsi :

2010
3

Le reste de la division euclidienne de par 5 est 4.
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3) On procede comme ci-dessus avec p=13 et :

e Pour a=3, on appelle (r,). . la suite des restes. Avec 3’ =27=2x13+1, on trouve 1, =1, =1 donc

(r,),.n est 3-périodique et comme 126 =3x42,0na r,, =1, =1.

e Pour a=5, on appelle (s, ), . la suite des restes. Avec 5* =625=48x13+1, on trouve s, =s, =1 donc

neN

(S, ),y €st4-périodique et comme 126 =4x31+2,0na s,, =s,=12.

On a alors 3" =13q+1 et 5% =13q'+12 donc 3" +5"° =13q+1+13q'+12=13(q+q'+1)=13Q avec
Q=q+q'+1 entier, donc :

3'%° 45" est divisible par 13.

Remarque : Evidemment, cet exercice va beaucoup plus vite avec les congruences !

Exercice 13

On sait qu’un sous-anneau est un sous-groupe pour 1’addition et que les sous-groupes Z sont de la forme nZ .

De plus, un sous-anneau de Z doit contenir 1. Or, nZ e contient 1 que si n=1 donc :

Z, est le seul sous-anneau de 7Z .

Exercice 14

p p! ) p
1) Vke|l;p—1|,ona =——— soit p!=k!(p—-k)! .
) wielip-tlona P s piekip- o

Or, (Ej est entier donc k!(p—k) '(EJ aussi et comme p divise p!, il divise k!(p—k) 1(EJ .

Mais kl(p—k)!=1x2x..xkxIx2x...x(p—k) si p, qui est premier divise k!(p—k)!, il diviserait 'un ou
I’autre des facteurs de k!(p—k)! (c’est une conséquence directe du théoreme de Gauss).

Or, O<k<p donc O<p—-k<p, ce qui veut dire que tous les facteurs de k!(p—k)! donnés plus haut sont
strictement inférieurs a p et donc p ne peut en diviser aucun. Ainsi, p ne divise pas k!(p—k)!.

Alors, par le théoreme de Gauss, on peut conclure que :

(Ej est divisible par p.

2) Montrons par récurrence sur n que Vne N°, n® —n est divisible par p.
Initialisation : Pour n=1,ona n°” —n=1°—1=0 et p divise 0 donc la propriété est vraie.
Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n.

On veut prouver que p divise (n+1)" —(n+1).
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On

Or, d’apres la question 1, p divise tous les (EJ

a:

P p K p-1 p K p-1 p K
(n+1)p—(n+1)=z n —n—1:1+z n +np—n—1:z n +n’—n.
oo\ K o\ K o\ k

pour 1<k <p-1 donc p divise z

p-1
k=1 k

De plus, par hypotheése de récurrence, p divise n” —n donc p divise (n+1)’ —(n+1) et la propriété

est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie Vne N,
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