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TD du Chapitre 10 - Structures algébriques usuelles

Exercice 1

On définit sur R laloi * par x*y=x+y—Xy.
a. (R,*) est-il un groupe ?

b. Calculer x*x*...%x (n facteurs) en fonction de x et n.

Exercice 2

Soient (G,.) un groupe (la loi est notée multiplicativement) et G, et G, deux sous-groupes de G.

1) Montrer que (G,XG,,®) ou (X,,X,)®(y,,y,)=(X,y,,X,y,) estun groupe.
Remarque : On montre de la méme fagon que si (G,*) et (H,®) sont deux groupes, alors (GXxH,®) ou
(X, y)®(x',y)=(x*x",yey") est un groupe (appelé groupe produit).

2) Montrer que G, "G, est un sous-groupe de G.

3) Montrer que si (G,),, est une famille de sous-groupes de G alors ﬂGi est un sous-groupe de G.
iel
4) Soit A une partie de G. Montrer que I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A est le plus
petit (au sens de I’inclusion) sous-groupe de G contenant A (appelé sous-groupe engendré par A).

5) Montrer que G, UG, est un sous-groupe de G si et seulement si G, est inclus dans G, ou G, est inclus
dans G;,.
6) On pose G,G, ={x,x,\x,€G,,x, € G,}. Montrer que G,G, est un sous-groupe de G si et seulement si

G,G, =G,G,.

Exercice 3

Soit (G,*) un groupe contenant trois éléments.

Dresser la table de G, déterminer tous les sous-groupes de G et donner un exemple d’un tel groupe.

Exercice 4

Soient G un groupe et a€ G . Montrer que x > axa ' est un automorphisme de G et donner sa réciproque.

Exercice 5

Soit f un morphisme de groupes de (G,+) dans (H,.) et soit b un élément de H qui posseéde un antécédent

ae G par f. Montrer que f'({b})=a+kerf =kerf +a.
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Exercice 6

On pose A =R et on appelle B I’ensemble des applications de A nulles sur [—1;0]. Montrer que B muni de
I’addition et du produit usuels est un anneau, mais que ce n’est pas un sous-anneau de A.

Exercice 7

Soit E un ensemble. Dans .7 (E), on pose AaB=(A\B)U(B\A) (la différence symétrique de A et B).
Montrer que (.7(E),a, M) est un anneau. En préciser le neutre et les inversibles (et leur inverse) pour chacune
des deux lois. Cet anneau est-il integre ?

Exercice 8

Soit A un anneau intégre, fini et commutatif. Montrer que c’est un corps.

© Pour a€ A non nul, on pourra montrer que X+ ax est une injection de A\{0} dans lui-méme et en
déduire I’existence d’un inverse pour a.

Exercice 9

Pour E =7 ou Q, on pose E[\/E 1= {P(\/E )\ P est un polyndme a coefficients dans E} .

1) Montrer que Z[\/E ] est un anneau integre. Déterminer ses inversibles.
2) Montrer que Q[ﬁ] est un corps.

Exercice 10

1) Prouver que tout sous-corps de R contient Q.

2) Déterminer le plus petit (au sens de I’inclusion) sous-corps de R contenant \/5 et \/g .

Exercice 11

Calculer les sommes et produits suivantes :
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Exercice 12

Soient un entier p =2 et a un entier relatif non nul premier avec p. Vne N, on note 1, le reste de la division

euclidienne de a" par p.
1) Montrer que la suite (1), est périodique.

2) Quel est le reste de la division euclidienne de 3>

par 5 ?

3) Montrer que 3" +5'" est divisible par 13.

Exercice 13

Déterminer tous les sous-anneaux de 7 .

Exercice 14

Soit p un nombre premier.

1) Prouver que Vke [[l;p —1]] , (pj est divisible par p.
k

2) Montrer alors par récurrence sur n que Vne N, n’ —n est divisible par p (c’est le petit théoréme de

Fermat).
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