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Corrigés des TD du Chapitre 11

Exercice 1

a. Supposons a#0,alors lal>0 .

Comme |al< € quelque soit € >0, on peut prendre € =lal, ce qui donne lal<lal. Ceci est absurde donc :

a=0

b. Supposons que a>b, alors Ve>0,onala—bl=a—b<e etd apres la question précédente, a—b =0, soit
a=>b, ce qui est absurde (car a>Db). Ainsi :

a<b

Exercice 2

1) Comme B est non vide, il existe b, € B. Alors, par hypotheése, Vae A, a<b, . Ainsi, A est majorée donc :

A admet une borne supérieure.

De méme, A est non vide donc , il existe a, € A et par hypothése, Vbe B, a, <b. Ainsi, B est minorée donc :

B admet une borne inférieure.

Supposons que supA >inf B.
Par définition de supA, Ve >0, il existe a, € A tel que supA—€<a,.
En particulier, pour € =sup A —inf B >0, il existe a,€ A tel que supA—(supA—inf B)=inf B<a,.

Par définition de inf B, il existe alors b, € B tel que inf B<b, <a, ce qui contredit I’hypothese, donc :

supA <inf B

Dans toute la suite, comme A et B sont bornées, elles admettent des bornes inférieures et supérieures.

2) Si AcB,alors Vae A,ona ae B, donc inf B<a<supB.

Ainsi, inf B et supB sont respectivement un minorant et un majorant de A, et donc :

inf B<inf A et supA <supB

3) a.Posons m = min{inf A,inf B} et M = max{sup A,supB} .
Ona m<inf A, m<inf B, M=supA et M =supB.
Alors Vxe AUB,ona xe A ou xe B donc inf A<x <supA ou inf B<x <supB, ce qui prouve que :

m<x<M.
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Donc, A UB est bornée par m et M.

De plus, si m=inf A, il existe une suite de A donc de A UB qui converge vers inf A=m et si m=inf B, il
existe une suite de B donc de A UB qui converge vers inf B=m donc dans les deux cas, on trouve une suite
de A UB qui converge vers m, ce qui prouve que :

inf(A UB) = m = min{inf A,inf B}

On prouve de la méme fagon que :

sup(A UB) =M = max{sup A, sup B}

b. Alors Vxe AnB#,ona xe A et xe B donc inf A<x<supA et inf B<x<supB, ce qui prouve
que :
max {inf A,inf B} <x < min{sup A,supB}.

Donc, AUB est minorée par max {inf A,inf B} et majorée par min{sup A,sup B} et ainsi :

sup(A MB) < min{sup A,supB} et inf(A NB)>max{inf A,inf B}

4) Vxe A+B, il existe (a,b)e AXB tel que x=a+b.

On a alors inf A<a<supA et inf B<b<supB donc en additionnant membre a membre, on obtient :
inf A+inf B<x <supA+supB.

Donc, A+ B est minorée par inf A +inf B et majorée par sup A +supB.

De plus, il existe deux suite (a ) et (A, ), .y de A qui convergent respectivement vers inf A et supA et il

existe deux suite (b, ) _y et (B, ) .y de B qui convergent respectivement vers inf B et supB.

Alors, les suites (a, +b, ), et (B, +B, ), convergent respectivement vers inf A+inf B et supA+supB
donc :

sup(A+B)=supA+supB et inf(A+B)=inf A+inf B

5) a. Ona sup(A—-B)=supA—inf B et inf(A—B)=inf A—supB.

b. Si AcR, et BcR,, sup(AB) =sup AxsupB et inf(AB) =inf AXinf B.
c. St AcR_et BcR,, sup(AB)=sup Axinf B et inf(AB) =inf AXsupB.
d. St AcR_et B&cR_, sup(AB)=inf AXinf B et inf(AB)=sup AxsupB.

Exercice 3

1) Vne N, posons a, = l+ (—1)" et remarquons que :
n

* sinestpair, n=2k avec ke N',ona l<a, =L+1Sl+1=é .
2k 2 2

® sinestpair, n=2k+1 avec ke N,ona —-1<a, = ! -1<0
2k +1
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3 ) 3 .
Donc, Vae A, —1<a£§ et A est bornée et comme aZ:E et khrn ay,,=—1,ona:
— oo

inf A=—1 et supA:maxA:%

(=1)" +1

n

2) Vne N, posons b, = +n? et remarquons que :

® sinestpair, n=2k avec ke N',ona b, :2_2k+4k22%+4:5 .

e sinestpair, n=2k+1 avec ke N,ona b, =(2k+1)2>1.

Donc, Vbe B, b>b, =1 mais lim b, =+ donc B est minorée et mais non majorée et :

n—+oo

inf B=min B =1 et B n’est pas majorée.

3) Vx>0,ona E(x)>x—-1 et E(lj>l—1 donc :
X X

X X

E(x)+E(lj >x+l—2.

Une étude rapide de la fonction f : x - x +l sur R’ donne le tableau :
X

X 0 1 + 0
+ +

£ w\z/'

Ceci implique que Vx>0 :

e X +l —220 donc E(x)+ E(l) >0, soit E(x)+ E(lj >1=E(,5)+ E(%} car E(x)+ E(lj est entier ;
X X X X

9

e lim {E(x) +E(lﬂ =+ oo donc C n’est pas majorée.

X —>+ oo X

Finalement :

inf C=minC =1 et C n’est pas majorée.

4) V(p,q)e N*,ona —(p+q+1)<p—q<p+q+1 et avec p+q+1>0, on obtient —1<%<1 donc D
est minorée par — 1 et majorée par 1. o
De plus :

e sionpose q=0,ona pl-)i-zl(j—lzpl—)l-l et pl_iglmﬁzl ;

e sionpose p=0,ona P79 _ 79 o fim —4 1.

p+q+l1 - g+l a-+=q+l1
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Donc :

inf D=-1et supD=1

5) Ez{l—;\(n,m)e Nz,n;tm}

Soit (n,m)e N° tel que n#m.

e Sin>m,onan—-m>0 soit n—m =1 car n—m est entier. Alors, 0< <1 donc 01— <1.
n—m n—m
e Sin<m,onan-m<0=n-m<-1carn—meZ. Alors, 0<— <1 donc 1<1- <2.
n—m n—m
) 1 )
Ceci prouve que V (n,m)e N? tel que n#m,ona 0<1- <2 donc E est bornée.
n—m

De plus, 1- L =0 donc 0 est un minimum de E et 1— b =2 donc 2 est un maximum de E.

Ainsi :
inf D=minD=0 et supD=maxD =2
Exercice 4
Soit (E) I’équation : |I x+21-12x-1 I| = |I x+11-12x-2 I| . Du fait des valeurs absolues, on a :

(E) & (Ix+21-12x=11)" =(Ix+11-12x=21)’
& xX+2+2x-1)-21(x+2)2x-DI=(x+1)*+(2x-2)" -2 (x +1)(2x = 2) |
& 1(x+2)2x-1)1=3x +21x2-1]
Faisons un tableau de signes :

X — -2 -1 0,5 1 + o0
x+2)2x-1) + 0 - - 0 + +
x2—1 + + 0 — — 0 +

On peut alors résumer le probléme dans le tableau ci-dessous :

X (E) devient : S?,hilrig?ja%ins
]—00;=2] x+2)2x-1)=3x+2(x2-1) < 0=0 J=o0;=2]
1-2;-1] -(x+2)2x-1)=3x+2(x2-1) & 2x2+3x-2=0 %
1-1;0,5] -(x+2)2x-1)=3x-2(x2-1) & 6x=0 0
10,5;1] (x+2)2x-1)=3x-2(x2-1) < x2=1 1
]1;400] (x+2)2x-1)=3x+2(x2-1) < 0=0 JL540o]

Et finalement :

L’ensemble des solutions est |—oo ;—2]U{0}U[1;+0co].
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Exercice 5

a. Par I’'inégalité triangulaire, ona V (x,y)e R? :
o [2xI|=Ix4+y+x—-yI<Ix+yl+Ix—-yl.
e [2yl=ly+x+y—xI<ly+xl+ly—xI=Ix+yl+Ix—-yl.

En additionnant membre a membre, on obtient |2x |+12y|<2[Ix+yl+2|x—yl, soit en divisant par 2 :

IXI+lyl<Ix+yl+Ix—yl

b. V (x,y)e R2, on peut écrire :
xy—l=x-1+I)(y-1+D)-1=xx-)(y-D+x-D+(y-1).
Alors, par I’'inégalité triangulaire :
Ixy—1I<Ix=1lly=TI+Ix=11+1y—1I.
Or, d+Ix=-1hd+ly=1)=Ix=1lly=1l1+Ix—=1I+ly—=11+1 donc :
Ixy—-11<d+Ix=1DA+ly-1l)-1.

Soit :

I+Ixy=11<d+Ix=1DH1A+1y-1I)

Exercice 6

SiINnJ=J,ilexiste ce INT.
Soient maintenant a et b deux réels de TUJ . Pour réel x tel que a<x<b,ona:
o Six<c,alors asx<cet:

o si ael, comme c est dans I qui est un intervalle, ona xe I donc xe [U]J ;
o si ael],comme c estdansJ qui est un intervalle, ona xe J donc xe [U]J.

e Six=2>c,alors c<x<bet:

o si bel, comme c est dans I qui est un intervalle, ona xe I donc xe [U]J ;
o si belJ, comme c est dans J qui est un intervalle, ona xe J donc xe [U]J.

Dans tous les cas, xe IulJ donc :

Tu]J estun intervalle.

La condition INJ #& n’est pas nécessaire pour que [UJ soit un intervalle.

En effet, si I=[0;1] et J=1]1;2] alors INJ = mais TuJ=[0;2] est un intervalle.

Exercice 7

1) Ona E(x)<x<E(x)+1 donc E(x)+n<x+n<E(x)+n+1.

Comme E(x)+n et E(x)+n+1 sont deux entiers consécutifs, on a bien :

E(x+n)=E(x)+n
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2) Ona:
¢ nx-—-1<E(nx)<nx donc knx—-k <kE(nx)<knx (1);
e kx—-1<E(kx)<kx donc —nkx <-nE(kx)<—nkx+n (2).
En additionnant (1) et (2) membres a membres, on obtient :
—k <kE(nx)—nE(kx) <n.

Or, k, n, E(kx) et E(nx) sont entiers donc kE(nx)—nE(kx) I’est aussi et la double inégalité ci-dessus se
récrit :

1-k<kE(nx)—nE(kx)<n-1

3) Le résultat ci-dessus donne pour k =1 :

O0<E(mx)—nE(x)<n-1.
Soit en divisant par n >0 :

0< E(nx)

—E(x)s1—l<1.
n

On tire I’encadrement :

E(x) < B0

<Ex)+1.

Comme E(x) et E(x)+1 sont deux entiers consécutifs, on obtient :

E(Mj =E(x)

n

n—1 0
4) Remarquons déja que pour n=1, on a ZE(X—H{)=ZE(X:kj=E(x+O):E(x).
k=0

k=0 n

+n-1 -1 o -
Pour n >1, xrhml x_ 1 € 10;1[, ce qui implique que dans }E;X—i_n !
n n n n n

} , 1l y a au plus un entier.

Considérons alors deux cas :

e [ln’y apas d’entier dans }E;X-i_n_l}Alors, Vke |I0;n—1]], ona E(X+kj=E(§j et:
n

n n n
n-1 n-1
()£ (5)
k=0 n k=0 n n

Mais :

E(ijgi N E(_j
n n n X X
= nE(—ij<nE(—j+l
E(Hn_lj E(ij - X+“_1<E(3j+1 PN x<nE(5J+1 n n
n

n n n n
X
Comme nE(—j et nE(
n

X . .. X ..
—j+1 sont deux entiers consécutifs, on a E(x) = nE(—j et ainsi :
n

n_115("“‘):1«:(;().

k=0 n

n
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Xx+n—1 +p—l< X+p

e [l y a un entier N dans }f; } Alors, il existe pe ﬂl;n—l]] tel que X
n
k

n
j:E(fj N-1 et Vke[p;n—1], E(X+kj:rq:E(5j+1dmm:
n

n

n-1 p-l n-1 p-1 n-1
Y S e L
k=0 n k=0 n k=p n k=0 k—p n

Vke[mp—q,E(X+

Mais :

(201 g(x) o x4 ( Jot o xene[2]en-pa
o)l = E(EJ O

Donc nE(£j+n—p£x<nE(§j+n—p+l et comme plus haut, on obtient E(x)an(§j+n—p et
n n n

=

ainsi :

nlE(X+kj E(x).

k=0
Finalement, le résultat est le méme dans les deux cas, soit :

EE(X-H(] Ex)

k=0

5) Posons x =E(x)+93, et y=E(y)+8, avec 0<06, <l et 0<3 <1.
Ona x+y=E(x)+E(y)+9, +3,, 2x =2E(x)+23, et 2y =2E(y)+29, .

Considérons les quatre cas de figure :

J OS8X<l et 0<9 <l.Alors:
2 Y2
o 0<4,+9, <1 donc E(x+y)=E(x)+E(y).
o 0<29 <1 donc E(2x)=2E(x).
o 0<26, <1 donc E(2y)=2E(y).

Donc E(x+y)+E(x)+E(y) =2E(x)+2E(y) =E(2x)+E_2y).

. lSéix<let0£8 <l.
2 )

o %S8X+8y<% donc E(x+y)=E(x)+E(y)+€ avec €=0oul donc €<1.

o 1<£2§, <2 donc E(2x)=2E(x)+1.
o 0<24, <1 donc E(2y)=2E(y).

Donc E(x+y)+E(X)+E(y) =2E(x)+2E(y)+€e <2E(x)+2E(y)+1=E(2x)+ E(2y) .
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1 1 . . ‘o . .
e 0<9, < 5 et 5 <8, <1. Ce cas est identique au précédent en intervertissant x et y.

L lséix<letl£8 <l1.
2 2 7

o 1<9, +8,<2 donc E(x+y)=E(x)+E(y)+1
o 152§, <2 donc E(2x)=2E(x)+1.
o 1< 25y <2 donc E(2y) =2E(y)+1.

Donc E(x+y)+E(X)+E(y) =2E(x)+2E(y)+1<2E(x)+2E(y)+2=E(2x)+ EQ2y) .

Dans les quatre cas, on obtient toujours :

E(x+y)+EX)+E(y) <E(2x)+E(2y)

Exercice 8

Comme E(b)<b<E(b)+1,0na[a,b]nZ=[a,E(b)]NZ.
Pour a, il y a deux possibilités :
* Siaestentier, alors E(a)=a et [a,b]NZ=[E(a),E(b)]NZ=[E(a),E(b)] donc:
Card([a,b]nZ)=E()-E(a)+1=E(b)—a+1=E(b)+E(1-a).
* Sian’estpas entier, alors E(a)<a <E(a)+1 et [a,b]nZ =[E(a)+1,E(b)]NZ =[E(a)+1,E(b)] donc:
Card([a,b]NZ)=E(b)-E(a).
Mais, comme E(a)<a<E(a)+1,ona —E(a)<l—-a<—E(a)+1 etdonc E(1-a)=—E(a),d’ou :
Card([a,b]NZ)=E(b)+E(l—a).

Finalement, on obtient bien dans les deux cas :

Card([a,b]NZ)=E(b)+E(l-a)

Exercice 9

Commencons par prouver que Vne N, Jn+vn+1 et v/4n+2 ne sont pas entiers.

e Pour nZl,ona\/H+\/n+121+\/§>1.
Si vVn++/n+1=pe N, alors Vn+1=p—+/n.

En élevant au carré, on obtient n+1=(p —\/H)Z =p?— 2p\/H +n, soit 2p\/ﬁ =p?-1.

En élevant 4 nouveau au carré, on a 4p?n = (p2—1)2=p* —2p2+1.

Ceci implique que p divise p*—2p2+1. Or, p divise p* —2p2, donc p divise 1 soit p=1.
Ainsi, \/H + \/F =1, ce qui contredit le fait que \/H + \/ﬁ >1. Donc :

Jn+v/n+1 nest pas entier.

* Si+4n+2=pe N, alors p2=4n+2=2(2n+1) donc p? est pair, et il en va de méme pour p.
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On peut alors écrire p =2k avec ke N" et p2=4k2=2(2n+1) soit 2n+1=2k2, ce qui est absurde car
2n+1 est impair alors que 2k? est pair. Ainsi :

V4n+2 n’est pas entier.

Par ailleurs, comme +4n+2 + \/H ++/n+1#0, on peut écrire :

dn+2-n+Vn+1?  2n+1-2n(n+1)
V4n +2 — Vn+l)= = .
n+2-(n+in+D Jan+2+Vn+vn+1  Jan+2+vn+/n+1

Et comme 2n+1+2,/n(n+1) #0, on peut écrire :

fan+2 —(Nn+/n+1) = (2n+1)2—4n(n+1)
nr2stineneD (Van+2+vn+vn+1)(2n+1-2{n(n+1))

1
(Van+2+vn+vn+1)(2n+1-2{n(m+1))

Il est clair que V ne N, le second membre de cet égalité est compris strictement entre O et 1.

Ceci prouve que O<\/4n+2—(\/H ++/n+1)<1 et donc, qu’il y a au plus un entier compris (strictement,

d’apres ce que I’on a vu plus haut) entre Jn+vn+1 et Van+2.

Supposons qu’il existe un entier p strictement compris entre Jn+vVn+1 et V4n+2, soit :
0<<n+vn+l< p< Jan+2.
En élevant au carré, on obtient :
0<2n+14+2\n(n+1) <p?<4n+2 = 2n(n+1)<p?-(2n+1)<2n+1.
En élevant a nouveau au carré, on obtient :
4n2+4n<[p2-(2n+1)]2<4n2+4n+1 = 0<[p?—(2n+1)]2-(4n2+4n)<I.
Or, comme n et p sont entiers, [pz— (2n +1)]2— (4n2+4n) I’est aussi et I’encadrement ci-dessus est absurde (il
n’y a aucun entiers strictement compris entre 0 et 1).

Ceci prouve qu’il n’y pas d’entier compris entre Jn+vn+1 et V4n+2 , donc que le plus grand entier
inférieur 2 vn +vn+1 est égale au plus grand entier inférieur a V4n+2 , soit :

En +vn+1)=Ex/4n+2)

Exercice 10

Supposons que \/5 + \/5 € Q, soit \/5 + x/§ =P avec p et g entiers naturels non nuls et premiers entre eux.
q

2
Alors, (x/§+\/§)2:2+2\/€+3:p—2 donc f:l(

2
5 p—z—Sj, ce qui veut dire que J6 est rationnel donc s’écrit
q

q

P . .
\/g =— avec P et Q entiers naturels non nuls et premiers entre eux.

Mais alors, P2=6Q? donc P? est pair, ce implique que P est pair, soit P =2k avec k entier.

Alors, 4k? =6Q? soit 2k?=3Q? et comme 2 A3 =1, le théoreme de Gauss assure que Q?, donc Q est pair.
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Ceci est absurde car P et Q étant premiers entre eux, ils ne peuvent étre pairs tous les deux. Donc, J6 nest pas
rationnel et par conséquent :

V2 +4/3 nest pas rationnel.

E(10" , ' '
(l(())“ X) est une suite de nombres rationnels qui

On sait que pour tout réel x, la suite (x,), . définie par x, =

converge vers X, donc si on pose, Vne N :

, _E10V2) E10"V3)
ST 10"

alors :

La suite (u,),. estune suite de nombres rationnels qui converge vers V2+4/3.

Exercice 11

Soit f un morphisme continu de (R,+) dans (R,+).Ona V (x,y)e R?, f(x+y)=f(x)+f(y).
Alors Vxe R :

e f(0+0)=f(0)+f(0) donne £f(0)=0 ;
e f(x+x)=f(x)+f(x) donne f(2x)=2f(x) ;
o f(2x+x)=f(2x)+f(x) donne, avec f(2x)=2f(x), f(3x)=3f(x) ;

o
On conjecture alors que Vne N, f(nx)=nf(x). Prouvons-le par récurrence.
Initialisation : Pour n=0, on a f(0xx)=1(0)=0=0xf(x) donc la propriété est vraie.
Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n, soit f(nx)=nf(x). On a alors :
f((n+Dx)="f(nx+x)=f(nx)+f(x) =nf(x)+f(x)=n+Df(x).
Donc, la propriété est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie V ne N.

Sionpose f(I)=a,onaalors Vne N, f(n)=nf(l)=an soit:

VneN, f(n)=an.

Mais, Vne N, f(n—n)=f(0)=0 et f(n—n)=f(n+(—n))=f(n)+f(—n) donc f(n)+f(—n)=0 soit:

f(-n)=—f(n)=—an=a(—n).
Donc :
VneZ, f(n)=an.

De plus, Vre Q, 3(p,q)e ZxN" tel que r="2.
q

Alors, f(qr)=f(p) =ap mais aussi f(qr) =qf(r) donc qf (r) =ap soit f(r) = al = ar.
q

Donc :
VreQ, f(r)y=ar.
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Enfin, V xe R, on sait qu’il existe une suite de rationnels (r,) _, qui converge X.

Comme, f est continue sur R, elle 'esten x donc lim r, =x = hm f(r,)=1(x).

n—>+o

Mais, Vne N, r € Q donc f(r,) =ar, et hm f(r,)= lim ar, =ax et:

n—+oo

VxeR, f(x)=ax.

Réciproquement, il est clair que les fonctions linéaires de la forme x> ax avec a constante sont des
morphismes continus de (R,+) dans (R,+).

Finalement :

Les morphismes continus de (R,+) dans (R,+) sont les fonctions linéaires de la forme x — ax .
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