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Corrigés des TD du Chapitre 12

Exercice 1

a) Une récurrence simple montre que Vne N', u_ >0 et que la suite est bien définie.
De plus, Vne N",ona:

(u,, )" =n+)"" & (u,)" —(u,)"=

n+l
En sommant cette égalité entre 1 et n — 1, on obtient par télescopage :

> ((uk+1)“—(uk)“‘l)=(un)“-1—<ul)0:z n(n D

k=1

k=

—_

Soit :
n(n-1) +1
2

u, :(n(n—l) +1jn_1
2

(un )n—l —

Et ainsi, Vn>1 :

On a alors :
In(u)=——in[2OZD*2)_ 1 o n+2) -2
— 2 n—1 n—1
2Inn 1 1 2 In2
= +—In|l——+— |——
n-1 n-1 n n? n—1
Donc :
lim In(u, ) = fim 222 4 fim —inf 12+ 2 | jim 2 g
n—+oo n—oteo ) —1] e e | n n2 n—4eo ) — 1
Et :
limu, =1|

b) Si la suite est bien définie, ona Vne N, e =e™ +e ", soit " —e"" =¢

Alors, Vne N avec n>1 :

—_

n—

u u < -k < —1\k I- e—ﬂ € -n
(e k+l—ek):zle :Z(e ) = —=——-{-¢").
k=0 e—1

k=0 l-e

s
Il

0

Mais, par télescopage, Z(euk+l —e")=¢e" —e" =e"™ —1 donc, Vne N avec n>1 :
k=0

e =1+ ——(1—e™).
e—1

Remarquons que cette formule reste valable pour n=0.

Ona Vne N, e " <1 donc e™ >1 et on peut passer au logarithme, soit Vne N :

u :ln{1+i1(l—e_“)]

e—
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Cette suite est bien définie et vérifie u, =0 et la relation de récurrence donc (u, ), . est bien définie.

On ade plus, lim e™ =0 donc, par opérations, lim u_, =In (1+Lj, soit :

n—+oo n—+oo e—1
lim u, :1n(26_1j
n—+oo e_l

¢) Lasuite (u,),. estdéfiniesi Vne N, u, # 2. Supposons pour I’instant que c’est la cas.

En admettant aussi que Vne N, u_ #1, posons v, = .Onaalors Vne N :

u —1

1 1 2-u, 1 1-u,

- = - = =—1.
et w -1 u, -1 1-Q2-u,) u -1 u, -1

. . ‘0 . . 1
La suite v est arithmétique de raison — 1 et de premier terme v, = " =-—1.
u, —
1 .
Alors, Vne N, v = =—1-n, soit:
u —1
g =B
" n+l

Il est clair alors que Vne N, 0<u_ <1 donc u, #2 et u,  #1. Ainsi, les suites u et v sont bien définies.

I n+l  n+l
2—u, 2(n+l)-n n+2

De plus, onabien u,=0 et Vne N, u_,, donc la suite vérifie les hypotheses.

1
" 141/’

. *
Enfin, comme Vne N , u on a

lim u, =1

n—+o

Exercice 2

: 4 4
Si u est constante, alors u, =u; =4(u, —1) donc u, =§. Posons Vne N, v, =u, Y

On a alors v, =0 etlasuite (u, ), estconstante si et seulement si la suite (v, ), est nulle.

VneN:
=u,, —i:4(un —1)—i=4(vn +i—1)—i=4vn+i—i=4vn.
3 3 3 3 3 3

La suite v est donc un genre de suite géométrique et Vne N,on a:

\E&

n

_ 12 _ _ 13
Vo, =4v, =4V , v, =4v, =4V , ..

n

vy, =4v,_,
On conjecture alors que Vne N et Vpe N, v,, = 4y
n
Prouvons cela par récurrence sur p pour n fixé.

0 . .
e Pourp=0, Vo =V, = 4"v_ donc le relation est vraie.

e Supposons la relation vraie au rang p.
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On a alors v dv, =4(4v, )= 4**'y et donc la relation est vraie au rang p + 1.

0 V3(3Pn) = 3P
Ainsi, la relation est initialisée et héréditaire, donc elle est vraie V pe N.

Supposons qu’il existe Ne N tel que v #0.

V3p N

Alors, Vpe N,

= lim 4P|VN|=+0° et la suite extraite (v

=4P|VN| donc lim
p—>+oo

p—>+ee

2
Vo pnJpen DUESL pas

bornée.

Or, la suite u est supposée bornée donc v I’est aussi et toute suite extraite de v est bornée de méme. Ceci est en
contradiction avec ce que I’on vient de voir donc I’hypothése v # 0 est absurde et ainsi la suite v est nulle et

donc :

. 4
La suite u est constante et tous ses termes valent 5 .

Exercice 3

a) Vne N, lafonction f, est définie et dérivable sur R’ comme produit de telles fonctions et :

f°(x) =nx"" Inx+2 = nx""'(In x +l) .
X n

On obtient alors le tableau de variations :

X 0 e—l/n
f°(x) _ 0 + 0
0

+ oo
f, T~ f (e —

avec £ (e™"")=("")"In(e™"") =~ 1 . Donc :
ne

e f estnégative sur ]0;e " [ donc elle ne prend pas la valeur 1 sur cet intervalle ;

—1/n ~l/n

e Sur[e " ;+0oo[, f estcontinue (car dérivable) et strictement croissante de f (e”") <0<1 a + o donc le

théoréme de la bijection assure I’existence d’un unique réel x, € Je ™" ; + oo tel que f, (x,)=1.

Finalement :

f,(x) =1 admet bien une unique solution réelle x, |

b) Remarquons déjaque Vne N, e <l et f ()=0<1=f (x,).

n

Comme f est strictement croissante sur [+ ete <1,0na VneN", x, >1.

De plus, Vne N°, f_ (x,)=(x,)""In(x,)=x, (x,)" In(x,) =x,f, (x,)=x, donc:
fn-%—l(xn) = Xn > 1 = fn-%—l(xn+l) :

Et comme x_ et x ,, sont tous deux dans ]1;+oo[ et f ,, est strictement croissante sur cet intervalle, on a :

n+l n+l

X, >X

n+l *

Ainsi :

La suite (x,),. est strictement décroissante.

Comme la suite (x, ), est décroissante minorée par 1, elle convergente vers un réel a >1.
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Or, Vne N, f (x,)=1 donc lim f (x,)=1.

Mais, Vne N, f (x,)=(x,)"In(x,) et lim x, =a.

n—+oo
Alors, si a>1, lim In(x,)=Ina>0 et lim(x,)" =+ oo donc, par produit, lim f, (x )=+, ce qui est
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
contradictoire avec le résultat précédent et donc a = 1.

Finalement :

lim x_ =1

n—+oo

Exercice 4

1) VneN ,onau,_, —u, :f__z_:

kl kl

strictement croissante.

Ceci implique que soit u converge, soit u diverge vers + oo.

. 2n1 nl 2n 1
Deplus, VneN ,u, —u =) —— ) —= —.

Or, Vke[n+1,2n], %ZZL donc u,, —u, > Z 2—=—[2n (n+1)+1], soit
n k=nt1 <11
u u >1 1)
on~ Yn =5
2

Alors, si u converge vers une limite finie /, on alors lim u, = lim u, =/ donc lim (u, —u, )=0.

n—+oo n—+oo n—+oo

Mais, (1) implique que lim (u,, —u,) 2% ce qui est absurde.

Ainsi, u ne converge pas donc :

u est strictement croissante et lim u =+ oo

n—+o

2) Ona Vne N :

n+l 1

—h _Z\/(n+l+k)(n+l+k+l) z\/(n+k)(n+k+1)

n+l n 1

_z\/(n+k+1)(n+k+2) kz}\/(n+k)(n+k+1)

Et en réindexant la premiere somme, on obtient :

_Z\/(n+k)(n+k+1) Z\/(n+k)(n+k+1)

1 1 2
- J@n+D@2n+2) ’ Jen+2)@2n+3) JAHn+hn+2)

1 1 1 1 1
= - + —_
\/2n+2{\/2n+1 J2n+4 2n+3 \/2n+4}
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1 1 1

Or, Vne N, 2n+1<2n+3<2n+4 donc >0 et
J2n+1+/2n+4 J2n+3/2n+4

>0.

Avec

>0, on obtient, u,,, —u, >0 donc la suite u est strictement croissante.

1
\V2n+2

Par ailleurs, Vne N et ‘v’ke[[l,n]],ona n+k+1>n+k donc:

1 1 1 1

Jotm+ktD) Jotkmek) n+k n

21
Alors, u, < Z— =1 donc la suite u est majorée. Comme elle est croissante, elle converge.
k=1 11

u est strictement croissante et convergente.

3) VneN et Vke[lLn], 14551 donc Vne N, u, >1.
n

La suite u est donc a termes strictement positifs et Vne N :

n+l k j n
I+—— n n
unH:H( n+l)_ 1_l_n+1 131 n n+k+l1 _o[_D il _o[_M 2n+1
u - ( kj n+1/)i4\n+1 n+k n+1
I+

k=1 n
tn| Yoot | =g | of B 20y [ B | 22 sy
u, n+l) n+l n+l n+l
La fonction f définie sur [1;+ oo[ est dérivable en tant que somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et :

X 1 1 X 2
f'(x)zln( ]+ + =ln( j+ .
x+1) x+1 @Qx+D(x+1) x+1) 2x+1

La fonction f' est dérivable sur [1;+ o[ en tant que somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et :

14 1
X(x+1)  2x+1?  x(x+D@x+1?’

On a alors :

f1(x) =

Sur [1;+eo[,0ona f"(x) >0 donc f' est strictement croissante et lim f'(x)=0 donc f'(x)<0.

X —>+00

Ainsi, f est décroissante sur [1;+ oo].

De plus :
lim {ln2+ln(2x+lﬂ=1n2+1n2=1n4
X = +o0 X+1 par somme
= lim f(x)=In4-1
lim xIn| —— | = lim —2—In X =—lim X 22X = _
X —>+o0 x+1 X->11=-X X1 X -1
Donc, Vx 21 :

f(x)>Ind—1.
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. ) ) . u .
En revenant 2 la suite, on obtient Vne N, In| — | >1n4—1, soit :

Ce résultat implique que :

u est strictement croissante.

n—1| n—1|

De plus Vn>1, Huk“ >

k= Ug ka1 €

n—1
u [ W W
Or, | |

i uk ul 4 }1/

n—1 n-l
Yo _ Y (c’est une forme de télescopage) et I—[i = (ij donc :

9/1 u, k=1 ©

SRsb!
u, > = u > —.
€ €

. 4 (4 o
Finalement, comme — >1, lim (—j =+ oo et le théoréme des gendarmes permet de conclure que :
e n—o+eo| e

lim u, =+o0

n—+o

Exercice 5

Par une récurrence immédiate, on montre que Vne N, u, >0 et v, >0.

Alors, Vne N :
1 1
u,—u=—>0cet v, —-v,=—>0.
v u

n n

Et ainsi, les suites (u, ),y et (v, ), .y sont toutes deux strictement croissantes.

Alors, la suite (u, ), admet une limite finie ou diverge vers I'infini et il en est de méme pour (v, ),y -

. (. 1
Remarquons par ailleurs, que Vne N, u_,, —u_ #0 donc on peut écrire v, =— et:
un+1 _un
1 1 1 1 u +u,-u u
Vo, =V, +t— & = +—= R o+l )
un un+2 _un+l un+l _un un un (un+l u ) un (un+l _un)

Cette relation se réécrit :

un (un+l - un) = l]’n+l (un+2 - l]’n+1) :

Donc la suite w définie par w_=u_(u,,, —u, ) est constante.

n+l
Supposons maintenant que u converge vers un réel a. On a alors :

lim w_ = hm u (u, —u,)=ala—a)=0.

n+l
n—>+oo

Et comme w est constante,ona Vne N, w_=0 soit u_(u,,, —u, )=0.

n+l

Mais Vne N, u, >0 donc u, #0 et u (u
fait qu’elle est strictement croissante.

—u, )=0 < u,,, =u, .Doncu est constante, ce qui contredit le

n+l
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L’hypothese de la convergence de u est donc absurde et ainsi :

limu, =+o0

n—>-+oo

Comme u et v jouent le méme role, on prouve de la méme facon que :

lim v, =+o0

n—>-+oo

Exercice 6

1) VneN,ona:

u,,, +u, =sin((n+2)a)+sin(na) = 2sin (M#j cos (Wj

2
=2sin((n+1)a)cosa=u,,, =2(cosa)u,,,

Donc on abien, Vne N :

u ., =2(coso)u,,, —u

n

Si u converge vers une limite /€ R, alors en passant a la limite dans la relation précédente, on obtient :
{=2(cosa){—{ < L=(cosql) .

Ceci implique que :

Soit coso=0, soit £/ =0.

. L. T - .
2) Si ae ©Q, on peut écrire o =P avec ge N, pe Z et p et q premiers entre eux.

q

Alors, Vne N, u,,. =sin((n+2q)a)=sin(no+2pn) =sin(na) = u, donc la suite (u,),  est 2g-périodique.

n+2q
De plus :

® sigq=1l,ona VneN, u, =sin(no)=sin(npm) =0 donc la suite u est la suite nulle ;

) ) ) . pTW , )
e siq>1,alors u,=sin0=0 et u, =sina=sin?#0 car ¥ n est pas entier.

q q

Finalement :

Si ae nZ,uestnulleetsi ae T(Q\Z), u est périodique non constante.

3) On suppose maintenant que o.¢ T(Q. On a alors cosa # 0, et si u converge, c’est vers 0.
De plus, Vne N, u, ,, =sin ((n + 1)oc) = sin(no) cos 0L + cos(n) sin O = (cos &)u,, +cos(na) sin O soit :

[u,,, —(cosa)u, ]>=cos?(ne)sin20 = (1—u, ?)sin2a .

n+l
En supposant que u converge vers 0, on a en passant a la limite dans la relation ci-dessus, on obtient :
sin200=0.

Ceci est absurde car oog ©1(Q donc ovg mZ et sino#0. Ainsi :

Si a¢ ©Q, u ne converge pas.
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Exercice 7

a) Ona VneN, u >0 et lim 2L =/, soit Ve>0, INe N, telque Vn=N, /—g< 2L < /g,

n—+oco
un ul’l

Supposons dans un premier temps que 0< /<1 :

e Si /=0, posons £=%>O onaalors, Vn>N, O<m<l.
u

n

e SiO</<l:

o pour 81:§>0, AN, e N tel que VnZNl,M>£—§>0.
u

1-0 1+/
+ = :
2

o pour€2=%>0,EINzeNtelqueVnZNz,u““<€
uIl
u.,, 1+/
Donc en posant N=max(N,,N,),ona Vn2N, O0<—"=<——.
u

n

Finalement, en posant k =% pour /=0 et k= % pour 0< /<1, onadanslesdeux cas O<k<let:

V>N, 0<ni o
u

n

On peu alors écrire par télescopage dans le produit, Vn >N :

u n—1 u n—1
O0<—==T][2=L<[[x=K"" = 0<u, <uk"™.
Uy k=N Uy k=N

Or, comme O<k<1,ona lim u.k"™ =0 donc par le théoréme des gendarmes :

n—+oco

limu, =0s10</<1

n—+o

Supposons maintenant que ¢ >1.

En posant £=%>O, INeN telque Vn=N,ona Yns >£_£;1:£;1>1.
u

n

u [+ +1)
Alors, come plus haut, on obtient — > (—j ,soit u_ > (Tj uy .
l’lN

n—N
Or, comme (_-2|-1 >1,ona lim uy (%j =+ oo donc par le théoreme des gendarmes :

n—+oo

lim u, =+oc0 si />1

n—+oo

b) Si /=1, on ne peut pas conclure. En effet :

) . u )
e SiVneN,u =n+1>0,ona lim % =1et lim u, =+oo.

n—o+o u n—+oo
n

) 1 . u )
e SivneN,u =——>0,ona lim 2~=]et lim u, =0.
n+1 n—+oo un n—+oo
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Exercice 8

Supposons que (u, ), ne converge pas vers 1. Alors 3A >0 telque Vne N, dp, 2n, lu, —1I>A.
Comme Vne N, 0<u <1, on Iupn —1I> A serécrit Vne N, OSupn <l1-A.
Comme Vne N, 0<v, <I,onaalors Vne N, OSupnvpn <(1—A)vpn <1-A.

Ainsi, Vne N :
OSupnvpn <l-A Q).

Mais, Vne N, p, 2n ona lim p, =+ etdonc lim u v =I.

n—o+oo n—-+oo

Ceci implique que pour A>0, INe N, telque Vn=N, 1-A<u, v , ce qui contredit le résultat (1).

Donc I’hypothése (u,), . ne converge pas vers 1 est absurde et ainsi, lim u, =1.

n—+oo

Les suites u et v jouant le méme role, on peut conclure que :

lim u, = lim v =1

n—+o n—+oo

Exercice 9

n—+oo

1) Posons lim u, =/,soit Ve>0, IN,e N  tel que Vn>=N,, Iun—£I<§.

Zuk——Zf

Ona VNe N, |vn—£|:12uk—f‘
n n oy n oy

Sy 0

lemk—m :
N =

Alors ¥V n 2= N,, on peut écrire :

lv, —(1<— ZIu —£|+— z lu, — <= Z|uk—£| Z —:—z —£|+H_N1§.
N

N k=N +1 nkN+1 n

Mais OSH_N1 <l donc Vn2=N, :

PRIPLS I

! n : 2
. : .1 < e
Mais, comme N, est fixé, lim —ZIuk—él—O soit AN, e N" tel que Vn>N,, ZIuk—£I<E.

On obtient, Vn =N =max(N,,N,), | v, —€I<§+§=£.

Finalement, V€>0, 3INe N telque Vn>N, |v, —/I<g, c’est-a-dire :

lim v, = lim u, =/

n— +oo n—+oco

2) 1l suffit ici de donner un contre exemple. Si on pose u, =(-1)"

La suite (u,),.y he converge pas.
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. . 1
Mais, Vne N, v, Z—ZUk =—Z( D" vaut —— si n est impair et O si n est pair, donc :
N ko | n

lim v, =0

n—+oo

3) Si lim u, =+, alors VA>0, INe N, telque Vn=N, u, >A+1.

n—+o

n N
Onaalors Vn2N+1, v, :lZukleuk z u, donc:
n ni-

0 g-N+1

v, >— Zu +—z (A+D)=— ZN:u +N L(A+D) = A+1+l(iuk N(A+1)J

nh\ N N+ n

1’1—)+0°n k=1

N
Or, lim (Zuk NAJ 0 donc HN'GNtelqueVnZN',l[Zuk—NAj>—l.
n

Alors, en posant N"=max(N+1,N)e N,ona Vn=N", v, >A.
Ainsi, VA>0, dN"e N, telque Vn2N", v. > A soit:

lim v, =+o0

n—+o

Posons maintenant, Vne N :
n sinest pair
u =

1 sinestimpair

Ona lim u, , =1, ce qui prouve que u ne diverge pas vers + . Mais Vne N :

n—+oo

1 & 1 1 n+l 1 n+2
e v, =—>Yu, = u 2k+— 1—— k+—n= +—= :
o 2né § 2nk2:‘ Z 2t = Z kz:‘ n<  2n 2 2 2
2n+l 2n 2
v, = 1 zuk: 1 zuk+ 1 u, . = 2n v, + 1 :n(n+2)+1:(n+1).
2n+115 2n+1.5 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

Alors, lim v, = hm | Vo, =0 donc lim v =+oo.

n—+oo n— n—+oo

Ainsi :

Si lim v =+, onn’apasforcément lim u, =+oco.

n—+o n—-+oo

4) Supposons que u converge vers /. Comme Vne N, u >0,ona £>0.

De plus, Vne N', v, >0 et on peut écrire :

Inv, —ln(r\l/ﬂjz—ln(n j Zlnuk

Comme u converge vers ¢ >0, il faut distinguer deux cas :

e Si /=0, alors lim Inu, =—co soit lim (=lnu, )=+0c0 et d’apreés la question 3, lim (=Inv )=+oo,

n—o+4oo n—+oo

soit lim Inv, =—o0 donc lim v, =0="/.

n—+o n—+oo
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e Si/¢>0,alors lim Inu,  =In/ (par continuité de la fonction In) et d’apres la question 1, lim Inv, =In/.

n—+oo n—+oo

Par continuité de la fonction exponentielle, on a alors lim v = e =1,

n—+o

Finalement dans les deux cas, on a bien :

lim v =/

n—+oo

Exercice 10

Remarquons déja que si u est croissante alors v aussi.

a) Posons lim v _=/,soit Ve>0, INe N telque Vn=N, /-e<v </+E€.

n—+oo
De plus, comme v est croissante, on a Vne N, v, </ (en effet, dans le cas contraire, il existerait n, e N tel
que v, >/, mais par croissance de v, on aurait Vn=n_, v, 2v_  eten passant ala limite, />v_ >/, ce qui

est absurde).

Ainsi, Ve>0, ANe N telque Vn2N, /—e<v </.

Or, comme v={(u y ©st une suite extraite de u, la fonction @ est strictement croissante vers 1’infini

o(n) Ine

Vn2@(N), 3k, 2N tel que k, <n<k, +1.
Or, u est croissante donc Vn2@(N),ona u,, ,Su, <uy, ., soit v, <u, <v, .
Mais alors, Vn=>@(N),ona k, 2N donc /—-e<v, et v, , </ dou {—e<u, </.

Ainsi, Ve>0, AN'=@(N)e N telque Vn=N', /—e<u, </, soit:

lim u, =/

n—+o

b) Si lim v, =+oo,alors VA>0, 3Ne N telque Vn=2N, v, >A.

n—+o

Mais, comme dans la question précédente, V n=@(N), 3k, =N tel que k, <n<k, +1.

Et, comme u est croissante,ona u, = u Or, k, 2N donc u =v, >A donc Vn=2@(N), u, >A.

o(k,) " o(k,)

Ainsi, VA>0, IN'=@(N)e N telque Vn=N", u, > A, soit:

lim u, =+o0

n—-+oo

Exercice 11

1) a. Prouvons par récurrence sur n que V Ne N, @(n) existe.
Initialisation : A est une partie non vide (car non majorée) de N donc elle admet un plus petit élément.
Ainsi, @(0) =min A existe.

Hérédité : Supposons que @(n) existe.
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Alors {ke N\k>@(n)+1} est une partic non vide de N et comme A n’est pas majorée,

An{ke N\k>@(n)+1} est aussi une partie non vide de N, donc elle admet un plus petit élément.
Ainsi, @(n+1)=min[ An{ke N\k>@(n)+1}] existe.

La propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie pour tout n et ainsi, ¢ est bien définie sur N.

On vient de voir que Vne N, @(n) est le minimum d’un ensemble d’entiers naturels, donc @(n) c’est un
entier naturel et ainsi, ¢ est a valeurs dans n.

De plus, Vne N, ¢(n+1)=min[ An{ke N\k 2 @(n)+1} | donc @(n+1)e An{ke N\k2¢(n)+1}.
Or, An{ke N\k>@(n)+1}c{ke N\k>¢(n)+1} donc VneN, @n+1)e{ke N\k=>@(n)+1}, ce qui
implique que @(n+1) = @(n)+1 etdonc que Vne N, @(n+1)>@(n). Ainsi, @ est strictement croissante.

Enfin, comme @ est strictement croissante, la suite infinie d’entiers (Q(n)),_ est strictement croissante donc
elle diverge vers + .

Finalement :

¢ est bien définie sur N, a valeurs dans N, strictement croissante et que lim @(n) =+ oo.
n—+oo

b. D’apres la question précédente (u y est une suite extraite de u.

o(n) Ine

De plus, @(0)=minA et Vne N, ¢(n+1)=min[ An{ke N\k 2¢(n)+1}] donc Vne N, ¢(n)e A.

Ceci implique, par définition de A que, Vne N et Vk2@(n), u, <ug,, .

Or, on saitque Vne N, ¢(n+1)>¢(n) donc u,,,, <u,, etainsi:

La suite (u,,,),.y est décroissante.

Mais (u,),.y est bornée donc (u,,),.y aussi et elle est en particulier minorée. Comme elle décroit, on en

conclut que :

La suite (u extraite de u, est convergente.

(p(n))neN 4

2) a. SiAestvide alors Vne N, n¢ A donc on peut prendre N =0.

Si A est non vide mais majorée, alors elle posseéde un plus grand élément M. Alors, Vn>M, n¢ A et on peut
prendre N=M+1.

b. Onaalors Vn2N, n¢ A donc 3k, >n tel que u, >u, . Posons f(n)=k,.
Par construction, f est définie sur {n e N\n 2> N} , a images dans cet ensemble et Vn>N,ona f(n)>n.
Posons alors @(0) =f(N) et Vne N, ¢(n+1)=f(¢(n)).

Comme @0)>N et Vn2=N, @n+1)=f(@n))>N, la suite (@(n)),., est bien définie. De plus, par
définition de f, on a Vne N, (p(n+1)=f((p(n))>(p(n) donc (@(n)) ., est strictement croissante. Enfin,

comme plus haut, la suite infinie d’entiers (@(n)) _ est strictement croissante donc elle diverge vers + o et

(U )nen €St UNE suite extraite de u.

Mais,ona Vn2N, u.,, >u, (par définition de f) donc Vne N, ¢(n) 2N et g .\ = U, > Ug -
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Ainsi :

La suite (u,, ),y estcroissante.

Mais (u,),.y est bornée donc (u,,,, ), aussiet elle est en particulier majorée. Comme elle croit, on en conclut

que :

La suite (u,, ),y extraite de u, est convergente.

Exercice 12

VneN, u +u_, +u,,,=n (1).

n+l

Posons u,=a et u,=b.Comme u,+u,+u,=0,onaalors u,=—(a+b).

Si I’on écrit la formule de récurrence de la suite u aurang n+1,ona Vne N, u , +u ,+u ,=n+1 (2).

n+l n+2

En faisant alors (2) — (1), on obtient Vne N, u ,,—u =1.

n

Ceci prouve que les trois suites extraites (U, ),.n> (Us,.)en €6 (Us,,,),cn sont arithmétiques de raison 1, donc :

u, =n+a, u,, =n+betu,, ,=n—-(a+b)

Exercice 13

Appelons mois 0, le mois o Nancy commence son commerce, puis mois 1, 2,..., n les mois suivants. On pose :

e R, = montant des ses recettes le mois n ;

e D, = montant de ses recettes le mois n ;

e B, =bénéfice net (positif ou négatif) le mois n = R, — Dy,
e E, =Montant des économies de Nancy le mois n.

e R, =Pension le mois n + Bénéfice des ventes de plantes le mois n.

Le montant de la pension est fixe et vaut chaque mois 2550 $ par contre, le bénéfice des ventes
augmente de 0,4 % par mois donc il est multiplié par 1,004 chaque mois. Ceci correspond a une suite
géométrique de raison 1,004 et de premier terme 1000, donc le bénéfice des ventes au mois n vaut
1000x1,004". Finalement, on obtient bien R, = 2550 + 1000x1,004".

e D, =Montant du remboursement de I’emprunt le mois n + Dépenses familiales le mois n.

Le montant du remboursement de 1’emprunt est fixe et vaut 1000 $. Par contre, les dépenses familiales
augmentent de 0,4 % par mois et sont donc multipliées par 1,004 chaque mois. On est a nouveau en
présence d’une suite géométrique de raison 1,004 et de premier terme 2500 donc, les dépenses
familiales le mois n se montent 2 2500x1,004" et enfin, D, = 1000 + 2500x1,004".

On a alors :
B, =R, —D, = (2550 + 1000x1,004") — (1000 + 2500x1,004") = 1550 — 1500x1,004"
On cherche la plus petite valeur de n telle que B, < 0 soit 1,004" > 2 Sn> w = 8,2.
30 In(1,004)
Donc :

Le premier mois déficitaire pour Nancy en économisant ses bénéfices est le mois 9.
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Le mois n, le montant des économies de Nancy est E,. Le mois suivant, elle réalise un bénéfice de B,. Si ce
bénéfice est positif, il s’ajoute a E,, ; s’il est négatif, Nancy ponctionne dans ses économies donc retranche IB,| a
E, ce qui revient a ajouter B, (car comme B, < 0, + B, = — IByl). Dans les deux cas, on obtient la méme la
relation : E.., = E, + B,.

La relation précédente peut se réécrire pour n > 0, E, — E, -, = B, _, et E, = 0 (Nancy n’a initialement aucune
économie). Alors, par télescopage :

1500

n—I n—I
E, =Y B, =) (1550-1500x1,004%) =1550n - (1,004n —1).
k=0 k=0 0,004
Nancy devient déficitaire en utilisant ses économies des que E, < 0 soit :
15500 — 1500 (LO04" ~1) <0 1,004 —1 S 1550x0,004 _ 31 S 31 '
0,004 n 1500 7500 7500

1,004'7 —1 31 " 1,004'% —1 31

< e > donc :
17 7500 18 7500

A D’aide de la calculatrice, on obtient

Le premier mois déficitaire pour Nancy en dépensant ses bénéfices le mois 18.

On a Ryg = 2550 + 1000x1,004'® = 3624,50 $ et D15 = 1000 + 2500x1,004'® =~ 3686,25 $.

Les dépenses totales le mois 18 se montent a 3686,25 $ donc les dépenses familiales ce mois-ci s'élevent a
3686,25 — 1000 = 2686,25 $.

Re-numérotons le mois 18 en mois 0. Le nouveau bénéfice B, est alors donné par :
B, =R, - D, = (2550 + bx1,004") — (1000 + 2686,25x1,004") = 1550 — (2686,25 — b)x1,004"
On cherche b afin que B, > 0 pour tout n, ce qui revient a (2686,25 —b)x1,004" < 1550 pour tout n.
Or, comme 1,004 > 1, lim 1,004" = + o donc si 2686,25 —b >0, on aura lim (2686,25 —b)x1,004" = + oo

n—>-+oo n—>-+oo

et ainsi (2686,25 — b) x1,004" dépassera 1550 a partir d’un certain rang. Il faut donc que 2686,25 — b < 0 soit
b > 2686,25.

Finalement :

Pour n’étre plus jamais déficitaire, il faut que le nouveau bénéfice des
ventes de Nancy soit au moins de 2686,25 $ le premier mois.

Exercice 14

5
VneN et Vke[Ln],ona osk—iﬂ et —=
"

=]
=]
I
LR
I
LR
=}
=
~
LN

Le premier encadrement prouve que :

u, =0(n°)

T Lo . .
Le second encadrement permet de conclure a 1’aide du théoréme des gendarmes que lim — =0, soit :
n—+oo

u, =o(n’)
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Exercice 15

~ l donc :

a) Ona In(1+n) ~Inn et ln(1+lj
n

n

_ An+1-2dn (@n+1-4n)(y/(n+1)’ +n/n)

J@m+1)’ +n\/H

b) VneN,u, = = - ,
) veel.u, Jo+D) —nvn [(+D)’—n’l4n+1+2vn)  Gn® +3n+D(4n+1+2vn)
Or:
. \/(n+1)3+nx/ﬁ=n\/ﬁl (H—Hj +1}2nx/ﬁ;
n

e 3n’+3n+1~3n*;

. \/Mu\/_:z&ﬂ/uﬁﬂ}wﬁ.
2n\/H

Donc u ~————, soit :
" (Bn*)(4Vn)

c) Onsaitque VaeR et Ve R,ona:
e n*=o0(a")sia>1;
e a"=o(n% sia<l;
e (Inn)’=o0(n*) si a>0;
e n”=o((lnn)’) si &<0.

Considérons alors trois cas :

n

a
e a>l:u ~——— et
(Inn)® +n*
o>0 oa=0 a<0
VB B>0 B=0 B<0 VB
a" a" a" n a"
u -~ un~ u ~— un~a un~
"pY (Inn)P n (Inn)P
2+n”
e a=1 u =
- (Inn)® +n®
o>0 oa=0 oa<0
VB B>0 B=0 B<0 VB
3 2
u ~1 u, ~ 5 u =1 u ~3 u, ~ 5
(Inn) (Inn)




1+n*
e a<l:u ~ et:
(Inn)® +n*
a>0 a=0 a<0
VB B>0 B=0 B<0 VB
u ~1 un~i u ~1 u, ~2 un~;
(hlfl)B (lnn)B
Exercice 16
2n ! 12
a) Vne N, =(2n)2' donc un:%>0 et:
n (n!) (n!)* 2™
u,,  (n+2)P@H*2"™  (2n+2)°Q2n+1)° _ 4m+1)’2n+1)°  (2n+1)
u, (2n)*((n+1)n*2*+ (n+1)*2* 16(n+1)* (2n+2)*"
Poura>0,ona Vne N, n+a>0 donc v, >0 et:
v,, (+l+a)u,,, (n+l+a)2n+1)’
v, (n+a)u, (n+a)(2n +2)*
Ona:

(n+1+a)2n+1)*—(n+a)2n+2)*=2n+1)*—(n +a)[(2n+ 2)? —(2n+1)2]
=(2n+1)*—(n+a)4n+3)
=(1-4a)n+1-3a

Alors :

e Sil-4a>0 & asi,ona 1—3a2i>0 etdonc Vne N, (n+1+a)2n+1)*>(n+a)(2n+2)>.

e Sil-4a<0 < a >i, ona (n+1+a)2n+1)* <(n+a)(2n+2)*> a partir d’un certain rang (il faut

a . L.
et 1—3a n’est pas forcément négatif).

ue n >
d a—1

Finalement :

) 1 )
e Si aSZ, (v,) estcroissante ;

. 1 . . o . o1 1
e Sia> K (v,) est décroissante (a partir d’un certain rang si 1 <a< g) .

b) Prenons a=1. On est alors dans la seconde situation et la suite (v, ) est décroissante. Or, elle est minorée
par 0 donc elle converge vers un réel A > 0.

Prenons a’=0. On est alors dans la premiére situation et la suite (v, ’) est croissante donc Vn=21, v >=v, .
1 1

Or, Vn21l, v, =nu,+u, =v  +u, etcomme u, >0,onav, >v  2v et v’ =—donc Vn21, v, >—.
4 4

Ceci implique que kzl donc A #0. Alors, u, = Yo et lim o = fim — 2 =1 soit ;
4 n+l o A aore (n+1)A
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Exercice 17

Remarquons déja que les suites (a,), .y, (b, ).y €t (C,),.y jouent le méme role dans I’énoncé.

a) VneN,onae" +e™+e” >e™ donc a, <In(e™ +e™ +e*). Or, la suite (ln(ean +e 4e )) , converge
ne

vers In3 donc est majorée. Ceci prouve que (a, ), €st majorée.

De la méme facon, (b, ),y et (c,), .y sont majorées.

Soient alors, M, , M, et M_ des majorants de (a, ), v, (b,)..y €t (¢, ) .y respectivement. Les trois suites sont

alors majorées par M = max(M_,M,,M,).

VneN, on a a +b +c, <a +M+M donc a, +b, +c, —2M<a, . Or, la suite (a,+b, +c, —2M) _

converge vers —2M donc est minorée. Ceci prouve que (a, ), €st minorée.

De la méme fagon, (b, ),y et (c,),.y sont minorées.

Finalement :

Les suites (a,),.y» (b,),cy €t (c,),.y sont bornées.

b) Supposons que (a,) ., (b,)..y €t (c,),.y convergent respectivement vers a, b et c. Alors :

e lim(a,+b +c )=0donc a+b+c=0 et e'e’e’ =" =1.

n—+oco

e lim (e™ +e™ +e™)=3 donc e +e" +e° =3.

n—+oco

Posons A=¢* >0, B=e">0 et C=¢°>0.Onaalors :

{ABC:I Ale-

A+B+C=3 C
th+L= A+B=3-C

.. ) A 1 . . A . .
Ainsi, A et B sont les racines du trindme x2—(3—-C)x +E. Ceci veut dire que ce trindme possede deux racines

réelles, donc que son discriminant est positif, soit (3—C)? —% >0 B-0CPC-4=20 car C>0.0r:

3-CPC-4=C"-6C*+9C-4=C"-C*-5C*+5C+4C-4=(C-1)2(C-4).
Remarquons par ailleurs que 3—C=A+B >0 donc 0<C<3 etdonc (C—-1)*(C—4)<0 soit 3—C)2C-4<0.

Ainsi, 3-C)2C-4=(C-1)2(C—-4)=0 avec 0<C<3,soit C=1.

Alors, A et B sont les racines de x2—2x+1=(x—-1)2donc A=B=C=1,soita=b=c=In1=0.

Finalement :

Si(a,),.n> (b,),y €t (c,), .y convergent, alors c’est vers la méme limite : 0.

c) De toute suite bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente, donc :

® Lasuite (a,),y estbornée. Soit (a,,,),.y une sous-suite de (a,),. qui converge vers un réel a.
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e La suite (b y extraite de (b, ) . est alors bornée donc on peut en extraire une sous-suite (b

(p(n))ne e(q)(n)))neN

convergeant vers un réel b. La suite (a nen €St extraite de (a,,,),.y donc elle converge vers a, car si

9(‘[’(“))) neN

une suite converge, alors toute suite extraite converge vers la méme limite.
n» extraite de (c, ),y est alors bornée donc admet une sous-suite (c

y et (b

e La suite (ce(

(P(n))) w[6(p(n))] )neN

convergeant vers un réel c et les suites extraites (a y convergent vers a et b

W[o(p(m)] ne w[o(om)] ne

respectivement.
De plus, les suites convergentes (ayrq o) )nen > Ougoumy)nen €8 (Copgomyplnen Etant respectivement extraites

de (a,),.n> (b,),cn €t (c,),cy avec la méme fonction: WoBo@,ona:

. _ : AWahop(n) b%eewn) Cyepop(n) \
lim (ay.g.p(n) T Pwsepn) T Coappmy) =0 €t lim (e +e +e )=3.

n—+o n—+oo

Alors, d’apres la question précédente, (a (b y et (c y convergent toutes les

wlotom)] et > ooy e w[o(orm)ne
trois vers O et en particulier a=0.

Nous venons donc de prouver que :

Toute sous-suite de (a,), .y qui converge, converge vers 0.

Or, si toutes les suites extraites convergentes d’une suite convergent vers la méme limite alors la suite
converge, donc (a, ), converge.

On prouve de la méme fagon que (b, ), et (c,),. convergent et finalement, les trois suites convergent et
d’apres la question précédente, leur limite est nulle.

Finalement :
(@,),en> (b)), €t (c,),.y convergent vers 0.
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