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Chapitre 13 — Algebre Linéaire

Dans tout le chapitre K désigne le corps R ou C.

I - Espaces vectoriels

1. Généralités

a. Définition :

Définition :

Soit E un ensemble muni d’une loi interne + et d’une loi externe sur K, X.
On dit que (E,+,X) estun K -espace vectoriel si :

e (E,+) est un groupe commutatif.

e VxeE,VAeK, AxxeE.

e VxeE, IXx=xXx.

o VxeEetVAWeK2, Ax(UXxx)=AWXxXx et (A+U)XX =AXX+UXX
o V(x,xYeE2etVAe K, AX(X+X')=AXX+AXX".

Un élément d’un espace vectoriel est appelé vecteur et un élément de K est appelé scalaire.

Si, de plus, E est muni d’un produit interne qui, avec 1’addition, lui confere une structure d’anneau, on dit
que E est une algebre.

Si (xl,xz,...,xp)e EP, une combinaison linéaire des x. est une expression de la forme
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Ax,+Ax, +..+ A x ) avec (A, A,,..,A ) e KP.

Dans toute la suite, sauf cas contraire, on se place dans E, un K -espace vectoriel.

Propriétés :

e VxekE, 0x=0;.

e VAieK, A0, =0;.

e Mx=0; © x=0; ou A=0.

e VxeE, (-I)x=—x (le symétrique de x pour +).

b. Espaces produit, espaces d’applications :

Propriétés et définition :

Soient E et F deux K -espaces vectoriels.

e EXF, muni de I’addition et de la multiplication externe naturelles est un K-espace vectoriel appelé
espace produit.

e Si X est un ensemble non vide, I’ensemble ‘F(X,E) des applications de X dans E, muni de I’addition
et de la multiplication externe naturelles est un K -espace vectoriel.

Conséquences :

® Vpe N°, si E.E,,...,.E

e EV, EF sontdese.v.

, sontdes e.v. alors E, XE,x..XE_ estune.v. (en particulier E?, K").
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2. Sous-espaces vectoriels

a. Définition et caractérisation :

Définition :

Un sous-espace vectoriel de E est une partie non vide de E qui, munie des muni des restrictions des lois
de E, est un K -espace vectoriel.

Propriété :
Soit F une partie non vide de E.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si V (x,x")e F2 et V(A,w) e K2, Ax+ux'e F.

b. Intersection de sous-espaces vectoriels :

Propriété :

‘ Soit (E),_; une famille de sous-espaces vectoriels de E. ﬂiEIE est un sous-espace vectoriel de E.

i€l

c. Sous-espace vectoriel engendré par une partie :
Définition :

Soit A une partie de E. On appelle sous-espace engendré par A, noté Vect(A), le plus petit sous-espace

vectoriel de E contenant A.

Si x, #0, Vect(x,) est une droite vectorielle, aussi notée Kx, .

Si x, et x, ne sont pas colinéaires, Vect(x,,X,) estun plan vectoriel.

Propriété :

Si A c E est finie, alors Vect(A) est ’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de A.

Propriété :

Soit (xl,xz,...,xp) une famille de E alors :

o V(ALA,,...A)e (K, Vect(x,X,,....x,) = Vect(Ax, A, X,,... A X ) .

o VY (7»2,...,7»p)e K, Vect(x,,X,,...,X,) = Vect(x,, X, +}L2X1,...,Xp +7LPX1).

° V(ocz,...,ocp)e K, Vect(xl,xz,...,xp)=Vect(x1+Zizoc<x. X,...,Xp).
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d. Somme de sous-espaces vectoriels :

Propriété et définition :

Soient F et G deux s.e.v. de E, I’ensemble {xe E\x =x,+X4, (Xz,X;)€ FXG]} est un sous-espace

vectoriel de E appelé somme de F et G, noté F+G.

De plus, st FMG ={0}, on dit que la somme est directe et on note F&G.

Propriété :
Soient F et G deux sous-espaces de E. On a Vect(FUG)=F+G.

Propriété :
Soient F et G deux sous-espaces de E.

FNG ={0} sietseulementsi Vxe F+G, 3! (xp,x5)€ FXG tel que x =X, +X.
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e. Sous-espaces supplémentaires :
Définitions :

Soient F et G deux s.e.v. de E. On dit que F et G sont supplémentaires si F® G =E.

On dit aussi que G est un supplémentaire de F dans E.

Soit F un s.e.v. de E. On dit que F est un hyperplan s’il admet une droite vectorielle pour supplémentaire.

3. Famille libre, famille liée

Définition :

Soit (X,,X,,..., X,) une famille finie de vecteurs de E.

On dit que la famille est libre si Zle?uixi =0y & A, =A,=..=A, =0.
Soit (x,)
finie de (X,),, est libre. Dans le cas contraire, on dit que la famille (finie ou non) est liée.
Si la famille (x;)
Si la famille (x;)
Si deux vecteurs forment une famille liée, on dit qu’ils sont colinéaires.

une famille quelconque de vecteurs de E. On dit que la famille est libre si toute sous-famille

i€l

est libre, on dit que les vecteurs sont linéairement indépendants.

i€l

est liée, on dit que les vecteurs sont liés.

i€l

Propriétés :
e Toute famille extraite d’une famille libre est libre.

e Si F est une famille liée, alors toute famille contenant F est liée.

4, Famille génératrice
Définition :

Soit (x,),, une famille de vecteurs de E.

On dit que cette famille est génératrice de E si E = Vect({x;,ie I}).

Propriété :
Soit (x,,X,,..., xp) une famille génératrice de E alors :
o V(ALA,,...A)e X, (Ax,AX,,...A X ) est génératrice.

° V(kz,...,KP)e K, (xl,x2+kle,...,xp+kpxl) est génératrice.

° VY(a,,..,o)e K, (xl+z:’:20c.x‘ X,..,X,) est génératrice.
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Propriété :
‘ Si F est une famille génératrice de E, alors toute famille contenant F est génératrice.
II — Sous-espaces affines
1. Définition
Définition :

Soit A élément d’un espace vectoriel E. Un sous-espace affine de E est une partie § de E de la forme

$=A+F ou F estun sous-espace vectoriel de E. Le sous-espace vectoriel F est appelé direction de 5.
Si Me J, on dit que § passe par M.

Si F est une droite vectorielle (resp. un plan vectoriel), on dit que J est une droite affine (resp. un plan
affine).
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Propriété : Relation de Chasles.
Soit  un sous-espace affine de E.V (A,B,C)e 5*, ona AB+BC=AC.

Corollaires :
Soit § un sous-espace affine de E de direction F.

e VMeJ, F=M+F.

e V(A,B)eF, A=B & AB=0 et BA=—AB.
2. Translations
Définition :

Soit & un espace affine de direction E et ieE fixé.

L’application t,: 6 — & ;M > M +1 est la translation de vecteur u.

Propriétés :
e V(i,v)eE’, t

iy oy =tiot;.

¢ Toute translation t; est bijective de bijection réciproque t_ .

¢ [’image d’un sous-espace affine par une translation est un sous-espace affine de méme direction.

3. Inclusion, intersection

Propriété :

Soient J et S deux sous-espaces affines de E, de directions respectives FetG.
e Si Fc@ alors FcG.

e SiFcGet TNS=Q alors T 9.

Propriété :
Soient J et S deux sous-espaces affines de E, de directions respectives FetG.

Si FNS =@ alors NG est un sous-espace affine de direction FNG.

4. Parallélisme
Définition :
Soient J et S deux sous-espaces affines de E, de directions respectives FetG.

e Ondit que J est paralltle a S si Fc G.

e Ondit que J et S sont paralleles si F=G.

Propriété :

‘ Si ¥ est parallele 2 S, alors soit NS =, soit 9.

Propriété :
| Deux sous-espaces affines sont paralleles ssi ils sont images I’un de 1’autre par une translation.
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III — Applications linéaires

1. Définitions

Dans ce qui suit, on considere E et F deux K -espaces vectoriels.

Définitions :

Une application f : E — F est une application linéaire, si V (x,x") e E2 et V (A,n)e K2 :
fAx+ux")=Af (x)+uf(x").

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E,F).

Si, de plus, f est bijective, f est un isomorphisme.

Si E =F, f est un endomorphisme. L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).

Si E =F et f est bijective, f est un automorphisme. L.’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Si F=K, f est une forme linéaire.

S’il existe un isomorphisme entre deux espaces vectoriels E et F, on dit que E et F sont isomorphes.

Propriétés :

Soit f e L(E,F).
o £(0,)=0.,.

¢ [’image d’une combinaison linéaire par une application linéaire est la méme combinaison linéaire des
images, soit V (X;,X,,....x,)€ E” et V (7»1,7»2,...,7up)e KP :

FOLX +o A X)) =M (x) + A (X))

2. Applications linéaires et opérations

Propriété :

| L(E,F) muni de I’addition et de la multiplication externe naturelles, est un K -espace vectoriel.

Propriétés :

e La composée de deux applications linéaires est linéaire.

¢ [a réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

Propriété :

‘ (L(E),+,o) est un anneau.

Propriété et définition :

| GL(E) muni de la loi o est un groupe, appelé groupe linéaire de E.

3. Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Propriétés :

Soit fe L(E,F).
¢ Si G est un sous-espace de E, alors f(G) est un sous-espace de F.

e Si H est un sous-espace de F, alors f~'(H) est un sous-espace de E.

Définition :

Soit f € L(E) . On dit qu’un sous-espace F de E est stable par fsi f(F)cF.
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4. Image et noyau

a. Définition :

Définitions :

Soit f € L(E,F).

® lenoyaude f, noté kerf , est’ensemble des antécédents de O, par f, soit :
kerf =f7' ({0.})={xe E\f(x)=0,}.

e [’image de f, notée Imf , est f(E), soit :
Imf =f(E)={ye F\dxe E tel que y =f(x)}

b. Propriétés :
Propriété :
Vfe L(E,F) et VAe K, kerAf =kerf et InAf =Imf.

Propriété :
Soit f e L(E,F).
e festinjective & kerf ={0.}.

e festsurjective < Imf =F.

Propriété :
Soient E et F deux K -espaces vectoriels, une famille de E et ue L(E,F).
e uestinjective < I'image d’une famille libre de E est une famille libre de F.

e uestsurjective < I'image d’une famille génératrice de E est une famille génératrice de F.

c. Equations linéaires :

Soit ue L(E,F).

Une équation linéaire est une équation de la forme u(x)=0 d’inconnue x (vecteur). L’ensemble des solutions
est bien entendu keru .

Si maintenant b est un vecteur fixé de F, I’équation u(x) =b admet des solutions si est seulement si be Imu et
dans ce cas, ’ensemble des solutions est un sous espace affine de E dirigé par keru .

5. Applications linéaires particulieres

a. Projecteurs :

Propriété et définition :

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E.

Tout élément de x de E s’écrit alors de maniere unique X = X, +X. avec (X.,X.)€ FXG.
F G F G

L’application p:E — E ; x = x,. est linéaire et s’appelle projecteur ou projection sur F parallelement a G.

Propriété :
Soit p une projection sur F parallelement a G. Alors :
e kerp=G et Imp=F.
¢ xelmp & p(x)=x.
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Propriété :

Soit pe L(E). p est un projecteur si et seulement si p2=p.

Propriété et définition :

Si p est une projection de E, alors Id —p est la projection sur kerp parallelement a2 Imp .

On dit que p et Id —p sont des projecteurs associés.

b. Symétries :

Propriété et définition :

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E.
Tout élément de x de E s’écrit alors de maniere unique X = X + X avec (Xg,Xg)€ FXG.

L’application s:E — E ; x = X — X, est linéaire et s’appelle symétrie par rapport a F parallelement a G.

Propriété :

Soit s une symétrie par rapport F parallelement a G. Alors :
e xeFo s(x)=x et F=ker(s—1d).

e xeG & s(x)=—x et G=ker(s+1d).

Propriété :

Soit se L(E). s est une symétrie si et seulement si s2=1d.

c. Homothéties, affinités :
Définition :

Une homothétie de rapport A est un endomorphisme de E de la forme Ald avec Ae K .W

Propriété et définition :

Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de Eet Ae K.
Tout élément de x de E s’écrit alors de maniere unique x =X, +X; avec (Xp,X;)€ FXG . L’application

a:E—E; x> x,+Ax, estlinéaire et s’appelle affinité de base F, de direction G et de rapport A.

IV — Dimension des espaces vectoriels

1. Bases

Définition :
Soit (x,),, une famille de vecteurs de E. On dit que cette famille est base de E si elle est libre et
génératrice.

Propriété et définition :

Soit E une espace vectoriel possédant une base B = (e,,e,,...,e, ).

Tout vecteur x de E s’écrit alors de maniere unique x =Xx,e, +x,e, +...+X e, avec (X,,X,,....x, )€ K".

Les x, sont appelés coordonnées ou composantes de x dans la base B .
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2. Dimension d’un espace vectoriel
Définition :

| Un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Théoreme : de I’échange
Soient F =(x,,X,,...,x,) une famille libre et G =(y,,y,.,..., yp) une famille génératrice de E.

On a n<p et il existe n vecteur de G, qui échangés par ceux de ‘F forment une nouvelle famille
génératrice.

Théoréme et définition :

Tout espace vectoriel E de dimension finie et différent de {0} possede des bases et toutes les bases ont le
méme cardinal. Ce cardinal s’appelle la dimension de E, noté dimE .

Propriété :
Etant donnée une famille F de p vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n :

e Si Festlibre, alors p <n, avec égalité si et seulement si F' est une base.

e Si F est génératrice, alors p >n, avec égalité si et seulement si F est une base.

Corollaire :
Etant donnée une famille F de n vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n :

F estune base < F estlibre < F est génératrice.

3. Applications linéaires et dimensions finies

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et B =(e,,e,,...,e, ) une base de E. La donnée des u(e,) pour
1 entre 1 et n définit parfaitement u et réciproquement, si (f,,f,,...,f ) est une famille de n vecteurs de F, alors il

existe une unique application linéaire ue L(E,F) telle que Vie |I1, n]] ,u(e,)=f1,.

4. Dimension finie et isomorphismes
Propriété :
Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(E,F).

f est un isomorphisme si et seulement si I’image d’une base de E est une base de F.

Corollaires :

¢ Tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K" .

¢ Deux espaces vectoriels de dimension finie E et F sont isomorphes si et seulement si dimE =dimF.
S. Espace produit

Propriété :

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies.

EXF est de dimension finie et dim(ExXF)=dimE+dimF. De plus, si (e,,e,,...,e,) et (fl,fz,...,fp) sont
des bases de E et F alors ((el,OF),(ez,OF),...,(en,OF),(OE,fl),(OE,fz),...,(OE,fp)) est une base de ExXF.

Conséquence : Si E,E,, ..., Ep sont p espaces de dimensions finies, alors E, XE, ><...><Ep est de dimension finie

égale 2 dimE, +dimE, +...+dimE . En particulier, E” est de dimension finie pxdimE.
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6. Espace L(E,F)

Propriété :
Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimensions finies.
L(E,F) est de dimension finie et dim L(E,F)=dimExdimF.

7. Sous-espaces vectoriels en dimension finie

a. Dimension d’un sous-espace vectoriel :

Théoreme :
Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie est de dimension finie et
dimF<dimE avec égalité si et seulement si F=E.

b. Rang d’une famille de vecteurs :
Définition :
‘ Soit F une famille finie de vecteurs de E. Le rang de F, noté rg(F’), est la dimension de Vect(F').

Propriété :

Soit (X,,X,,...,X,) une famille de E alors :

* V(ALA,,.uA))E (K", 12(X, X500 X)) =T XL AL X 0 A X )

o V(A d)e KM, 1g(X), X, X)) = 18(X, X, + AKX + A X))

-1 P
° V(ocz,...,(xp)e KP ,rg(xl,xz,...,xp):rg(xl+Zi:2aixi,x,...,xp).

c. Théoreme de la base incompléte :

Théoreme : de la base incomplete.
| Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toute famille libre peut étre complétée en une base de E.

Corollaire :
‘ Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel posseéde un supplémentaire.

d. Dimension de la somme :

Propriété :
Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie.
e Si FNG={0},ona dm(F®G)=dimF+dimG.

¢ Pour F et G quelconques, dim(F+G) =dimF+dimG -dimFNG (c’est la formule de Grassmann).

Corollaire :
| Soit H un sev de E. H est un hyperplan ssi dimH =dimE-1.

8. Dimension d’un sous-espace affine
Définition :

Soit § un sous-espace affine de E de direction F. J est de dimension finie si F I’est est dans ce cas, la

dimension de  est celle de F.
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V - Applications linéaires en dimension finie

1. Rang d’une application linéaire

Dans cette partie, on considere E et F deux espaces vectoriels.
a. Définition :

Propriété et définition :

Soit ue L(E,F). Si E ou F est de dimension finie, alors Imu est de dimension finie et la dimension de
Imu est appelée rang de u, noté rg(u).

De plus, si E est de dimension finie n, alors rg(u) <n et si F est de dimension finie p, alors rg(u)<p.

b. Théoreme du rang :

Lemme :

Soit ue L(E,F) avec E de dimension finie et G un supplémentaire de keru dans E. La restriction de u a
G définit un isomorphisme dans Imu.

Théoreme : du rang.

Soit ue L(E,F).Ona:
dim(keru)+rg(u) =dimE.

Corollaire 1 :
Soit ue L(E,F) ou E et F sont de dimensions finies n et p respectivement. On a alors :
® yestinjective si et seulement si rg(u)=n.

® u est surjective si et seulement si rg(u) =p.

Corollaire 2 -
Soit ue L(E,F). Si E et F sont de méme dimension, alors :

u bijective < uinjective < u surjective.

Corollaire 3 :

‘ Soit ue L(E). u est un automorphisme si et seulement si rg(u) =n ot n est la dimension de E.

Corollaire 4
Soit ue L(E,F) et ve L(F,G) ou E, F et G sont trois espaces vectoriels de dimensions finies.
¢ Si u est un isomorphisme, alors Im(veu)=Imv et rg(vou)=rg(v).

¢ Si v est un isomorphisme, alors ker(vou)=keru et rg(veu)=rg(u).

2. Formes linéaires et hyperplans en dimension finie

Propriété et définition :

Soit H un sous-espace de E.
H est un hyperplan si et seulement si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle ¢ L(E,K).

Alors, I’équation @(x) =0 est une équation cartésienne de H.




