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Chapitre 14 — Fonctions Numériques : Quelques Preuves

Image continue d’un intervalle

Théoréme :

Si fe C(I,R), alors f(I) est un intervalle. Autrement dit, I’'image d’un intervalle par une fonction
continue est un intervalle.

Preuve :

Soit f continue sur un intervalle I. On veut prouver que :

f(I) estunintervalle < f(I) estune partie convexe de R
& V(y,,y,efd) telque y, <y,,onaly,;y,lcf(l).
Soit (y,,y,) e f(I)* tel que y, <y,. Il existe (x,,x,)€ I2 tel que y, =f(x,) et y, =f(x,).
I est un intervalle de R donc c’est un convexe de R et (x,,x,)e 2 = [x,;x,]cI ou [x,;x,]C 1.
Soit ze[y,;y,].Si z=y, ou z=Yy,, alors ze f(I).
On suppose maintenant que y, <z<y,.Ona x, #x, car y, #y,. Considérons alors deux cas :

1¥ cas : x, <x, tel que sur la figure ci-dessous :
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Posons A ={xe[x,;x,],f(x) <z} (A est surlignée en gras sur I’axe des abscisses de la figure).

Comme f(x,)=y,<z,ona x,€ A donc A est non vide et comme A C[X,;X,], A est bornée.
Ainsi, A est une partie non vide et majorée de R donc elle admet une borne supérieure .
Comme A cC[Xx,;X,],ona oae[x,;x,]cI donc f(a) a du sens.

Comme o =supA, par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (¢, ),y
d’éléments de A qui converge vers o. On a alors, Vne N, o, € A donc f(0, )<z et par continuité de
f, on obtient en passant a la limite : f()<z.

Par ailleurs, f(x,)=y, >z donc < x, etcomme ox=supA,ona V xe Jo;X,], x¢ A donc f(x)=z.

En passant a la limite quand x tend vers o, on obtient a nouveau grace a la continuité de f: f(ot) =z.

Finalement, f(a) =z donc ze f(I) et ainsi :

[y;;y,1cf(D.
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2" cas : x, >X,.
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Posons A ={xe[x,;x,],f(x)>z}. A est non vide (car x,€ A) et bornée donc elle admet une borne
supérieure o€ [x,;x,]c 1.
Alors, il existe une suite (o), d’éléments de A qui converge vers O.
Vne N, f(a,) >z etpar continuité de f, on obtient en passant a la limite : f(at)2z.
Par ailleurs, a0 <x, et Vxe Jo;x,], x¢ A donc f(x)<z,et, par continuité de f, ona: f(x)<z.
Finalement, f(a) =z donc ze f(I) et ainsi :

[y, sy, 1< (D).

Dans les deux cas, [y,;y,]cf(I) donc f(I) est bien convexe, c’est un intervalle.

Image continue d’un segment

Théoréme :

Si feC([a;b],R), alors f ([a ;b]) est un segment. Autrement dit, I’image d’un segment par une fonction

continue est un segment.

Preuve :

Soit f une fonction continue sur un segment [a;b].

On veut montrer que f ([a ;b]) est un segment, c’est-a-dire un intervalle borné et fermé.
e D’apres le théoreme précédent, f ([a ;b]) est un intervalle car [a;b] en est un.

e Montrons par I’absurde que f([a;b]) est borné.
Supposons que f ([a;b]) n’est pas majoré. Alors, Vne N, 3x_ €[a;b] tel que f(x,)=n.

Par le théoréme des gendarmes, lim f(x, )=+oo.
n—+oo

Or, Vne N, a<x, <b donc la suite (x,), ., est bornée et par le théoreme de Bolzano-
Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (X, ),y convergeant vers c€ [a;b].

Comme f est continue sur [a;b], lim f(x(p(n)) =f(c).

Mais, lim f(x, )=+ donc lim f(xw)) =+ oo, ce qui est absurde car f(c) est fini.

Ainsi, ([a ;b]) est majoré. On prouve de méme que f ([a ;b]) est minoré et donc :

f([a;b]) est borné.
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* Prouvons enfin que f([a;b]) est fermé
D’apres ce qui précede, f ([a;b]) est un intervalle borné donc il existe (A,B)e R? tel que
JA;B[ cf([a;b]) c[A;B] avec A =inff ([a;b]) et B=supf ([a;b]).
Par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (X, ), de [a;b]

telle que lim f(x,)=B. Comme plus haut, on peut en extraire une sous-suite (X, )ucy

n—+oo

convergeant vers ce [a;b] etalors B= lim f(x(p(n)) =f(c) donc Bef ([a;b]).

On prouve de méme que A€ f([a;b]) et ainsi :

f([a;b]) est fermé.

Finalement :

f([a;b]) est bien un segment.

Bijection continue

Onnoteici I=la;bl avecl=]Jou[,afiniou a=—c etbfiniou b=+,
Propriété :
Si fe C(I,R) est strictement croissante (resp. décroissante) sur I, alors A =limf et B =lignf existent

a

(éventuellement infinies) et f(I) =1 A;BI| (resp. IB;Al), ouvert en A si I est ouvert en a, fermé en A si |
est fermé en a, ouvert en B si I est ouvert en b, fermé en B si I est fermé en b.

Preuve :

Quitte a changer f en — f, supposons que f est strictement croissante.

On a vu dans une propriété précédente que toute fonction croissante sur [ =la;b| admet une limite
(finie ou infinie) en a et b, donc on peut poser A = lignf = ir%f fetB= lignf = Slllpf .

Ona Vxel, A<f(x)<B,soit f(I)c[A;B].

Alors, par définition des limites (finies ou infinies), Vze JA;B[, il existe (x,,x,)e 2 tel que
A<f(x,)<z<f(x,)<B donc ze[f(x,);f(x,)].

Or, comme f est continue sur l’intervalle I, f(I) est un intervalle, donc f(I) est convexe et

[f(x,):f(x,)]c (). Alors, ze f(I) et ainsi, JA;B[cf(I) d’ou:
1A;B[cfd) c[A;B].

De plus :
e Si ael, alors par continuité de f, A =limf =f(a) donc Ae f(I).
e Siagl, supposons que Ae f(I). Alors A est finiet 3x_ eI telque a<x et f(x,)=A.

Du fait de la stricte croissance de f, on a Vxe Ja;x [cI, f(x)<f(x,)=A, ce qui est
absurde car JA;B[ c f(I). Ainsi, Ae f(I).
Ces deux prouventque : ae I & Aef(l).

On montre de la méme maniere que be I & Be f(I) et finalement :

f(I)=1A;BI (resp. IB;Al), ouvert en A si I est ouvert en a, fermé en A si I est fermé en a.
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Propriété :

Soit fe R' strictement monotone sur I et telle que f(I) est un intervalle. Alors, f est une bijection
continue de I dans f(I).

Preuve :

La stricte monotonie implique immédiatement que V (x,x")e I2, x#x' = f(x)#f(x") et donc
que f est injective. De plus, f est surjective de I dans f(I) (par définition de f(I)). Ainsi :

f est une bijection de I dans f(I).

Remarquons par ailleurs que si f € R' est strictement monotone sur I et f(I) est un intervalle, alors
la fonction —f est strictement monotone sur I (de sens de variation contraire a celui de f) et

J'=(=1)(I) est un intervalle. Alors, quitte a changer f en —f, on peur supposer que f est
strictement croissante sur 1.

Soit x, €I avec x_ #inf I (le cas échéant). Montrons que f est continue a gauche en x .

Comme x_ #inf I, il existe o, >0 tel que x, — o, € I et I est un intervalle donc [x, -0, ;x ] 1.

vV e>0,onaalors:
* Soit f(x,)—e<f(x,—0,).On pose alors a.=0,.
e Soit f(x,—o,)<f(x,)—-e<f(x,).
Alors, f(x,—o,)efd) et f(x,)ef(), et comme f(I) est un intervalle (donc une partie
convexe), f(x,)—€ee[f(x,—a,);f(x,)]cf(I). Ainsi, il existe ce [x, —a ;x ]I tel que
f(x,)—€=1(c).On pose alors aa=x,—c>0 (soit c=x_,—).
Dans les deux cas, la stricte croissance de f permet d’écrire que 3o >0 tel que Vxel :
X,—o<x<x, = f(x,)-e<f(x,—o)<f(x)<f(x,) = f(x)-f(x,)I<e.
Ceci prouve que f est continue a gauche en X .

On montre de la méme facon que V x €I avec x_ #supl, f est continue a droite en X et ainsi :

f est continue sur I.
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