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Corrigé du DS n° 4

Exercice 1

1) Si A=E,ona VXe .Z(E) :

Donc f =id.

Supposons que f est surjective.

Alors, Ee .7(E) admet un antécédent X par f, soit f(X)=X"NA=E donc ECA.

f(X)=XNE=X.

&) qui est bijective donc surjective et injective. Ainsi :

A =E = fsurjective et f injective.

Et comme A cE,onabien A=E. Ainsi :

Supposons que f est injective.

f surjective = A=E.

Ona f(E)=EnA=A et f(A)=AnA=A.Donc f(A)=f(E).

Par injectivité de f, ceci implique que A =E et ainsi :

Finalement, on a bien :

2) SiA=J,ona VXe Z(E) :

finjective = A=E.

f surjective & A =E <& finjective.

gX)=Xu@=X.

Donc g=id g, qui est bijective donc surjective et injective. Ainsi :

Supposons que g est surjective.

A =0 = gsurjective et f injective.

Alors, D e .7 (E) admet un antécédent X par g, soit g(X)=XUA=U.

Ceci implique immédiatement que A =& . Ainsi :

Supposons que g est injective.

g surjective = A=0.

Ona g(@)=CJUA=A et g(A)=AUA=A.Donc g(A)=g(D).

Par injectivité de g, ceci implique que A = et ainsi :

Finalement, on a bien :

g injective = A=0.

g surjective & A= < ginjective.
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Exercice 2

1) VxeE,onaa*(e*x)=(a*e)*x=a*x,donc y,(e*x)=7,(x).

Comme v, estinjective, ona e*x =X et ainsi :

VxeE, exx=xXx.

2) Remarquons déja que, d’apres la question précédente, ona e*a=a.
Supposons qu’il existe be E tel que a*b=e. On a alors :
® vy (a*b)=ax(ax*b)=a*e=a.

e vy (b*xa)=ax(b*a)=(a*b)*a=e*a=a.

Ainsi, y,(b*a)=17,(a*b) et par injectivité¢ de y,,ona b*a=a*b, donc:

a et b commutent.

3) Remarquons préalablement que I’hypothése V xe E, v, :E = E; y+> x*y est injective se traduit par :
V(x,y,yDeE’, x¥y=x*y' = y=y'
Si ue E estidempotent,ona u*xu=u. Alors, VXxe E, u*(u*x)=(u*u)*x =u*x.

D’apres la remarque préalable appliquée a (u,u *X, x) ,ona u*(u*Xx)=u*x = u*x=Xx.Ainsi:

VxeE, usx=x.

4) Soient u et v idempotents tels que u # v .

Supposons qu’il existe (x,y)e E2? tel que x*u=y=*v. Alors, (x*u)*u=(y*v)*u.

Or, (x*u)*u=x*(u*u)=x*u=y*v et (yxv)*xu=y*(v*u),donc y*v=y*(v*u).
D’apres la remarque préalable appliquée a (y,v,v*u),ona v=v#u.

Mais, v est idempotent, donc d’apres la question précédente, on a V ze E, v*z=z. En particulier, pour z=u,
on obtient v¥u=u.

Finalement, v=u, ce qui absurde. Ainsi :

Il n’existe aucun couple (x,y)e E2 tel que x*u=y=*v.

5) Si E possede un élément neutre, notons-le e'. On a alors a*e'=a.
Or, par hypothese, a*e=a. Ainsi, a*e'=a*e, soit y,(e)=v,(e).

Comme v, estinjective, on obtient ¢'=¢ et donc :

Si E admet un élément neutre alors c’est e.
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Si e est neutre, on a alors e*e =e donc e est idempotent.
Supposons qu’il existe un autre élément ue E\{e} idempotent.

Comme e est neutre, on a u*e =u et comme u est idempotent, on a u*u =u. Ainsi, u*u =u*e, ce qui veut
dire qu’il existe (X,y) =(u,u)e E? tel que x*u =y*e. Ceci contredit la question précédente, donc :

e est le seul élément idempotent de E.

Exercice 3

-5 -1 -5 |-1 |4
1) Ona AB|-2 et AC|—2 donc ABAAC=|-2A|-2=|-2.
2 0 2 [0 |8

Ainsi, ABAAC#0 donc AB et AC ne sont pas colinéaires et :

A, B et C ne sont pas alignés.

x—2
Soit M(x,y,z) un point de I’espace. On a AM y—1 et:
z+1
Me (ABC) < det(AB,AC,AM)=0 < (ABAAC).AM=0 & 4(x-2)-2(y—1)+8(z+1)=0.

En réduisant et en simplifiant par 2 :

Une équation cartésienne de (ABC) est 2x —y+4z+1=0.

2) Remarquons déja que comme A, B et C ne sont pas alignés, A¢ (BC) donc H# A et (AH) est bien une
droite. De plus, He (BC) c (ABC), donc (AH) c (ABC).

Comme (AH) L (BC), ona (AH) c P ou P est le plan passant par A et tel que (BC) L P.

4
Un vecteur normal 2 P est BC|0 ,donc M(x,y,z2)e P & AM.BC=0 < 4(x-2)-2(z+1)=0.
-2

En simplifiant, une équation de P est 2x —z—5=0 et comme (AH)=(ABC)NP :

2x—y+4z+1=0
2x—-z-5=0

Un systeme d’équations cartésiennes de (AH) est {

3) a. La sphere S, de centre Q (1,t,1-t) et de rayon 2 est tangente au plan (ABC) si et seulement si la
distance de © a (ABC)estégalea2. Ona:

_ [2x0, Yo, +420 +1] _2-t+40-v+1] |7-5

d(Q,,(ABC)) =
(2.(ABC)) J2H (-4 V21 V21
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7+221
=

Donc, S, est tangente au plan (ABC) si et seulement si |7 —5t| = 2\/5 , Soit t =

7-2421 _7+2421

S, est tangente a (ABC) pour t=t, = — out=t, 5

7-5t
b. S, N(ABC) est un cercle si est seulement si d(Q,,(ABC)) = u <2, soit:

NG
|5t—7|<2«/§ = —2\/ﬁ<5t—7<2\/ﬁ =S 7_i_\/ﬁ<t<7+2\/ﬁ.

5

Ainsi :

7-24J21 74221
5 7 5 '

S, N(ABC) est un cercle si et seulement te I=

c. Quand S, et (ABC) se coupent en un cercle, le centre H, de ce cercle est le projeté orthogonal de Q. sur le
plan (ABC).
4 2

Le vecteur Q H, est alors colinéaire a tout vecteur normal a (ABC), en particulier ABAAC|-2 ou ii|-1 qui
8 4

lui est colinéaire. On a donc, Q H, =Au avec A€ R, soit, si H,(x,y,z) :

x=2A+1
y=—A+t
z=4A+1-t

De plus, H, € (ABC) donc ses coordonnées vérifient I’équation de (ABC) trouvée a la question 1, soit :

220+ D) —(—A+t)+4(4A+1-t)+1=0.

£ . . t—
De cette équation, on tire A =

et ainsi :
10t-7
X =
21
_l6t+7
21
—t-7
7=
21
Ceci est une représentation paramétrique de le droite A dirigée par v(10,16,—1) et passant par le point de
11 1 ) . ) .
coordonnées (—5,5,—5). Donc quand t décrit R, H, décrit A et quand t décrit 1= ] t st [, H, décrit le

b

10t, =7 16t,+7 —t =7 10t, -7 16t,+7 —t,—7
et H, , .
: 21 21 21

segment [Hll,le] privé de ses extrémités Hll( SRR

Ainsi :

Le lieu des points H, lorsque t varie dans I'est [H, ,H, ]\{H, ,H, }.
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4) On a vu que qu’une équation de (ABC) est 2x —y+4z+1=0. Clairement, les coordonnées (0,0,0) de O ne
vérifient pas cette équation donc O ¢ (ABC) et ainsi :

(AB) et (OC) ne sont pas coplanaires.

Appelons D la perpendiculaire commune a (AB) et (OC), et E le point d’intersection de D et (OC).

4
Tout vecteur orthogonal a AB et OC dirige D, en particulier ABAOC|-3.
7

Appelons E et F les intersections de D avec (AB) et (OC) respectivement.

Xg =2—5a
e Le point E est sur (AB) donc il existe ae R tel que AE = aAB, soit ye =1-2a
z, =—1+2a
X =b
e Le point F est sur (OC) donc il existe be R tel que OF = bOC, soit yp=—Db
z.=-Db

Mais (EF) = D est perpendiculaire a (AB) et (OC) donc AB.EF=0OC.EF = 0, soit :

AB.EF = —5(x, —x;) = 2(yp =y ) +2(z, —2;,) =— 5b—33a +14 =0
OC.EF = (x; —X;) = (Y = ¥g) = (Zp — 2 ) =52 +3b—2=0

Onadonc a= 2-3b et 5b+332_—3b =14, soit b= —i et ainsi F —i,i,i
5 37 37 37 37
4
Finalement, D passe par F| — i,i,i et est dirigée par ABAOC|-3. Ainsi :
37 37 37
7
X=- 2 +4t
37
Une représentation paramétrique de D est 3y = 3% -3t
zZ= 2 +7t
37

5) Remarquons déja que :

—_—

~

= m/\(ﬁ—m)zﬁ/\m
& AMABA=-ACABA

& AMABA+ACABA=0
& (AM+AC)ABA=0
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Sion appelle C' le symétrique de C par rapport a A, on AC=-AC et:
Me ¥ < (AM-AC)ABA=0
& CMABA=0
& C'M et AB sont colinéaires

Finalement :

< est la droite parallele a (AB) et passant par le symétrique de C par rapport a A.

Exercice 4

1) Soit f une fonction affine de la forme f : X > ax avec a réel fixé.

On a clairement f définie et continue sur R et £(0)=0. De plus, V (x,y)e R? :

¢ X+y _ax+y_ax+ay_f(x)+f(y)
2 2 2 2 '

Ainsi :

Les fonctions linéaires sont bien solutions du probleme.

2) a. Par hypothese, f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0 et en posant y =—x dans (E), on a
VxelR:

f(x—xj:f(XHf(—X) o fX)+f(-x)=2f(0)=0 & f(-x)=—f(x).

2 2
Donc :

f est impaire.

b. Remarquons déjaque Vne N et Vxe R, on a, en remplacant x et y par (n+2)x et nx dans (E) :

((n+2)x+nxj
2

f((n+2)x)+f(nx)=2f =2f ((n+1D)x).

Ceci se récrit Vne N et Vxe R, f((n+2)x)—f((n+1)x) =f((n+l)x)—f(nx) , C€ qui montre que pour X
fixé, la suite (f ((n+1)x)—f (nx))nEN est constante, donc tous ses termes sont égaux a son premier terme, soit
VneN:

f((n+Dx)—f(nx)=f(1xx)—f(0xx)=f(x)—f(0)=f(x).

Ainsi, on a bien :

VneNet VxeR, f((n+1)x)-f(nx)=f(x).
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c. Le résultat ci-dessus se reformule en Vke N et Vxe R, f(kx)—f ((k—1)x)=1f(x).

Alors, Vne N, on peut écrire Zn:[f(kx) ~f((k-Dx)]= Zn:f(x) = f(x)il =nf(x).

Or, par télescopage, on a Zn:[f(kx) —f((k —l)x)] =f(nx)—f ((1-1)x)=f(nx)—£(0)=f(nx). Ainsi,on a:

VxeR et Vne N, f(nx)=nf(x).

Comme f(0) =0, cette formule reste valable pour n =0 et donc, on a bien :

VneNet VxeR, f(nx)=nf(x).

d. En posant x =1 dans le résultat ci-dessus, on obtient Vne N, f(n)=nf(l). Etavec f(1)=a :

VneN, f(n)=an.

Comme f est impaire,ona Vne N, f(—n)=—-f(n)=—an=a(—n) etdonc:

VneZ, f(n)=an.

Soit maintenant re Q. On peut écrire r = B, avec (p,q)e ZxN",
q
Ona p=qr donc f(qr)=1f(p)=ap. Or, d’apres la question précédente, f(qr)=qf(r).

Par conséquent, qf (r) =ap, soit f(r)= aB =ar. Ainsi :

VreQ, f(r)y=ar.

Enfin, on sait que QQ est dense dans R donc V xe R, il existe une suite de rationnels (r,) _ qui converge

vers x. D’apres ce qui précede, Vne N, f(r,)=ar, donc lim f(r,)=a lim r, =ax.
n—+oo

n—+oo

Mais par hypothese, f est continue sur R, donc en x. Alors, lim f(r,) =f(x) et ainsi f(x)=ax.
n—+oo

Finalement :

VxeR, f(x)=ax.

3) On vient de voir que toute solution du probleme est une fonction linéaire. Or, d’apres la question 1, toutes
fonctions linéaires sont solution du probléme et donc :

Les fonctions vérifiant les hypotheses de I’énoncé sont les fonctions linéaires.
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Exercice 5

1) Comme f est définie sur [a,b] et a valeurs dans [a,b],ona V xe[a,b], f(x)e[a,b], soit a<f(x)<b.
Ceci est en particulier vrai pour x =a, donc a <f(a) etainsi, a€ A, ce qui prouve que A est non vide.

Par définition, A c[a,b] donc A est majorée par b et ainsi :

A est une partie non vide et majorée de R .

A c[a,b] admet donc une borne supérieure ¢ =sup(A) qui appartient a [a,b].

2) Ona c=sup(A) donc Ve>O0,il existe xe A telque c—e<a<c.
Comme f est croissante, on a alors f(a) <f(c).

Or, ae A donc a<f(a) etainsi, c—e<a<f(a)<f(c).Ceciprouve que Ve>0, c—e<f(c) donc que:

f(c)=c

Supposons maintenant que f(c) >c.
Alors, il existe x € [a,b], tel que ¢ < x <f(c) et par croissance de f, on a f(c) <f(x).
Or, si x >c,alors x¢ A (car c=sup(A)) et ainsi, f(x) <x (car par définition de A, xe A & f(x)=>x).

Ainsi, on a x <f(c) <f(x)<x ce qui est absurde. Ainsi :

f(c)<c

3) D’apres ce qui précede, on a f(c)=c et f(c)<c, donc f(c)=c.Comme ce[a,b] :

f admet ¢ pour point fixe.

Exercice 6

Soient ne N et xe R. Le résultat voulu est trivial pour n =1, donc dans ce qui suit, on suppose n >2.

Remarquons que (x +n—_1j - (x + 9) = n-l donc 0< (X + n_—lj - (x +9j <1 ce qui implique qu’entre
n n n n n

0 n-1 . . ) < .
Xx+— et x+——, il existe au plus un entier (c’est-a-dire aucun ou un entier).
n n

Considérons les deux cas successivement :

. ) . . 0 n—1 n—1 0
e S’il n’existe pas d’entier strictement entre x +— et x +——, alors E(x +—j = E(x +—j =E(x).
n n n n

De plus, Vke[[0,n—1],ona x+9SX+ESx+n—_1, donc E(x+£j:E(x) . Alors :
n n n n

n—1

ZE(X +§j = nZ_EE(X) =nE(x).

k=0
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Or,on a E(x)<x donc nE(x)<nx.
Mais, si E(X+n—_lj:E(X), ona x+n—_1<E(x)+1 donc nx+n—1<nE(x)+n, soit nx <nE(x)+1.
n n

Ainsi, nE(x) <nx <nE(x)+1 et comme nE(X) est entier, on a E(nx)=nE(x), d’ou le résultat.

) ) ) ) 0 n—1
e S’il existe un entier N strictement entre X +— et X +——, alors dpe [[1, n— 1]] tel que :
n n

Donc :

= S E(X)+HZ_I(E(X)+1)

=pEx)+(m-1-p+1)(E(x)+1)
nE(x)+n-p

Or,onavuque E(x)=N-1 et x+p—_1<NSx+B donc :
n n

x+—p_1<E(x)+lsx+E < nx+p-1<nEX)+n<nx+p & nE(X)+n—-p<nx<nE(x)+n-p+1I.
n n

Et ainsi, E(nx) =nE(x)+n—-p, d’ot le résultat.

Finalement, dans les deux cas, on a bien :

n—1

ZE(X +Ej =E(nx).
n

k=0




