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Corrigés des TD du Chapitre 13

Exercice 1

Ona, V((x,y),(x,y))eE? et V(A we R?:

e (E,®) estun groupe commutatif. En effet :
o xx'eR’ et y+y'eR donc (x,y)®(x',y")e E etlaloi ® est interne.
o L’addition et la multiplication des réels étant associatives et commutatives, @ 1’est aussi.
o (X,y)®(,0)=(x,y) et (1,0)e E donc (1,0) est élément neutre de ®.

o V(x,y)e E, ona x>0 donc 1/x>0 d’ou (I/x,—y)eE et (x,y)®(/x,—y)=(1,0) donc (x,y)
admet un symétrique dans E.

e x>0 et x" est défini et strictement positif, donc A O (x,y) =(x*,Ay)e E.
¢ 1Oy =(\1xy)=(x,y).
o LO(MOKY))=AO (" uy) = ((x")", Muy)) = (x**, Ay) = AL O (x,y)
o A+WOxy) =(x" A+wy)= M Ay +py) = (F A @ xFuy ) = [L O (x,y) | ®[n o (x,y)]
¢ Enfin:
AO((Xy)®(x\y)) =20 (xxy+y) =((xx)" My +y)) = (x"x ™ Ay + Ay )
:(Xx,ky)@(x'x,ky'):[K@(X,y)]@[XO(X',y')]

Finalement :

(E,®,0) estun R -espace vectoriel.

Exercice 2

a. Non,carsi fe E, alors —f ¢ E (sauf si f est nulle).

b. Non, car pour f(x)=x2 et g(x)=x2+x+1,ona (f,g)e E2 mais f —ge E.

c. Non,carsi fe E, alors —f ¢ E (sauf si f est nulle).

d. Non, car pour f(x)=e" et g(x)=x,ona (f,g)e E2 mais f —g¢ E.

e. Non,car 0, ¢ E (0, désignant la fonction nulle sur R).

f. Oui, car 0, € E et V (f,g)e E2, V(A pn)e R2, xl_i>r£1m(7uf +ug)(x)=Ax0+ux0=0 donc Af +uge E
et Eestuns.e.v. de R".

g. Oui, car toute combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable donc E est un s.e.v. de RE.

h. Oui, car 0, € E (0 étant la suite nulle) et V (u,v)e E2, V (A,p)e R?,ona (Au+uv), =Au, +uv, =0
donc Mu+uve E et Eestuns.e.v.de R".

1. Non,car Oye E.
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j.  Oui. En effet, E c R[x] (ou R[x] est I’espace vectoriel des fonctions polynomes) et si f et g sont deux
fonctions polynémes de racine 1, soit f(1)=g(1)=0, on a clairement (AMf +ug)()=0, V (A, n)e R2
donc AMf +uge E et E estun s.e.v. de R[x]).

k. Non, car Oy ¢ E (la fonction nulle admet une infinité de racines).

Exercice 3

1) SiF estun sous-espace de E, alors 0. € F, donc O, ¢ E\F et ainsi :

E\F n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

2) Certaines implications sont claires :
e (ii) = (i) (car F+G est un sous-espace vectoriel de E).
e (iii)) = (ii) (car,si Fc G, FUG=F+G=G etsi GcF, FUG=F+G=F).
Pour finir de prouver les équivalences, il faut juste prouver que (i) = (iii).
En effet, on aura alors (iii) = (ii) = (i) = (iii) donc (i) & (ii) < (iii).
Supposons donc que I’on ait (i), c’est-a-dire que FUG est un sous-espace vectoriel de E.

Supposons en outre que F & G . Prouvons alors que forcément G c F.

Comme FZ G, il existe x, € F tel que x, ¢ G. Comme Fc FUG,ona x, € FUG.

VxeG,ona GcFuG donc xe FUG.

Or, FUG est un sous-espace vectoriel, donc x +x,€ FUG, c’est-a-dire que x+x, € F ou x+x_€G.
Mais, si x+x,€ G,ona, avec xe G, x, =(x+x_,)—xe G, ce qui est absurde par hypothese sur x,_.

Donc, x+x,€ F. Mais comme x € F,ona x=(x+x,)—x_ € F. Ainsi, Vxe G, xe F donc GCF.

Ainsi, (i) = (iii) et finalement :

(1) & (i) & (ii).

3) Remarquons déja que FN(G+H), FNG, FNH et FRG+FNH sont des sous-espaces vectoriels de E.
De plus,ona Gc G+H donc FNGcFN(G+H) etde méme, FARHcCc FN(G+H).

Ainsi, quels que soient F, G et H, on a toujours FNG+FNHcFN(G+H).

La question est de savoir si I’inclusion réciproque est vraie.

Si x, et x, sont deux vecteurs non colinéaires de E, posons G = Vect(x,), H= Vect(x,) et F=Vect(x, +x,).
Alors :
FcG+H = Fn(G+H)=F=#{0.}
= Fn(G+H)#FNG+FnH.
FNG=FnH={0,} = FNG+FNnH={0;}

Ainsi :

Onn’apas FN(G+H)=FNG+FNH en général.

Remarque : I’égalité est vraie si on ne peut pas trouver deux vecteurs non colinéaires de E, c’est-a-dire si E est
une droite vectorielle (les seules sous-espaces de E étant alors {0} et E lui-méme).
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4) Comme G c H, il suffit de prouver I’inclusion réciproque pour montrer que G=H.

Soit xe H. Comme Hc F+H=F+G,ona xe F+G et donc, il existe (x,X;)e FXG tel que x =X +X.
Or, Gc H donc x;e H etavec xe H,ona x.=x-x;€ H.Donc x,e FNH=FNGcG.
Alors, x;€ G et x,€ G donc x=x,+x;€ G. Ainsi, Vxe H, xe G donc HcG.

Finalement, on a bien :

(GcH, F+G=F+Het FnG=FnH) = G=H

Sionn’apas G c H, alors I'implication est mise en défaut.

En effet, placons-nous dans E =[R2 et prenons X,, X, et X, trois vecteurs non colinéaires deux a deux.
Si x,, x, et X, trois vecteurs non colinéaires de E, posons H = Vect(x,), G = Vect(x,) et F=Vect(x,).
Comme X, et x, ne sont pas colinéaires, G ¢ H (et bien siir G #H !). Mais :

e Comme x, et x, ne sont pas colinéaires, F+ H=E et FnH={0.}.

e Comme x, et x; ne sont pas colinéaires, F+G=E et FMG={0.}.

Donc F+G=F+H et FRG=FNH mais G#H.

Exercice 4

a. u, n’est pas linéaire a cause du terme en y? qui ne 1’est pas.
b. u, estlinéaire. En effet, V (x,y,z) e R?, V (x, y',z")e R’ et V (A, Wwe R*,ona:
u, (Mx,y,2) +W(x "y z")) =u, (Ax +ux Ay + 1y, Az +uz') = (AX +x ,Ax +px )
=AX, X))+ (X, X ") =Au,(X,y,z) +Hu,(x',y',z")
c. u, n’est pas linéaire a cause du terme en cosy qui ne I’est pas.
d. u, estlinéaire. En effet, V (x,y,z)e R*, V (x, y',z")e R’ et V (A, Wwe R*,ona:
u, (Ax,y,2)+u(x "y z)) =u, (Ax+ux Ay +uy, Az +uz') = (Az +uz', Ax +ux ', Ay + 1y )

=Mz, x,y)+ Wz, x" y)=Au,(x,y,z) +pu,(x,y'z")

Exercice 5

a) Il est clair que les homothéties (u(x) = Ax pour tout x de E) sont dans E, et en particulier u = 0.

Soit maintenant un élément u non nul de E,.

e si u(x)#0 (alors x #0), la famille (X,u(x)) est liée implique qu’il existe A€ K tel que u(x) =Ax (mais
attention : a priori, ce scalaire dépend de x).

e i u(x)=0, on peut aussi écrire u(x)=Ax avec A=0.

Finalement, Vxe€ E, 3A_€ K tel que u(x) =2 x.

Soient maintenant X et x' deux vecteurs quelconques de E.
e Si (x,x') estliée avec x#0, on a x'=kx avec k#0. Alors u(x')=ku(x)=kA x=A_x'=A_kx donc

A, =A_..Deméme,si (x,x') estliée avec x'#0.
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e Si (x,x') est libre, on peut écrire d’une part u(x+x)=A_ (x+x)=A_, Xx+A_ X', et d’autre part,

u(x+x)=u(x)+u(x)=Ax+A _x". Ainsi, A, x+A_, x'=A x+A _x' et comme la famille (x,x') est
libre, on obtient A , . =A =A_..

Finalement, V (x,x")e E2, A, =A_ donc il existe un scalaire A tel que Vxe E, u(x)=Ax et u est une
homothétie. Ainsi :

E, est I’ensemble des homothéties.

b) Ici aussi, il est évident que les homothéties sont dans E, soit E, CE,.
Soit u un élément non nul de E,. ¥V xe E\{0}, appelons v la symétrie par rapport a Vect(x).

Rappelons qu’un vecteur est invariant par v si et seulement si il appartient 2 Vect(x) (en particulier v(x)=Xx).
Comme ve GL(E), v(u(x))=u(v(x))=u(x) donc u(x) est invariant par v, il appartient Vect(x), autrement

dit, (x,u(x)) est liée. Il est clair que (0,u(0)) est liée donc V x€ E, (x,u(x)) est liée et ainsi, ue E,.

Donc, E, Cc E, et finalement :

E, =E,

Exercice 6

Du fait de la linéarité de I'intégrale, u est clairement linéaire. De plus comme, les primitives de fonctions
continues sont continues et u est bien a images dans E. Ainsi :

u est un endomorphisme de E.

VfeE, u(f)(0)=0 doncsi ge Imu, g(0)=0 or toute fonction de E ne s’annule pas en 0 donc :

u n’est pas surjectif.

Remarquons préalablement que V f € E, u(f) est une primitive donc est dérivable sur R .

Soit fekeru. Vxe R, u(f)(x)=0.0r:
u(f)(x) = jox cos(x —t)f (t)dt = on (cos x cost+sin x sin t)f (t)dt = cos XIOX costf(t)dt+sin xjox sin t f (t)dt
= £(x)(cos 2x +sin 2x) + [  (cos x sin t—sin x cos F (1)dt = £ (x) - [ " sin(x = Of (t)dt

Donc, VxeR :
f(x) = j Ox sin(x — t)f (t)dt = sin x j 0‘ costf(t)dt —cos x j Ox sin tf(t)dt .

On a f(0) =0 et, comme f est une primitive, elle est dérivable sur R et V xe R :
f'(x)=cos XIOX cos tf (t)dt +sin x cos X f (X) + sin XIOX sin tf (t)dt — cos x sin xf (x)
= J-Ox (cos x cost+sin x sin t)f (t)dt = .[Ox cos(x—t)f (t)dt=u(f)(x)=0

Donc f est constante et comme f(0) =0, f est nulle. Ainsi, keru ={0} donc :

u est injective.
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Exercice 7

1. Remarquons déja que quelles que soient f et g, on a Vxekerf, (gof)(x)=g(f(x))=g(0)=0 donc
x € ker(geof) etainsi, kerf c ker(gof). Il faut donc prouver que ker(gef) ckerf < Imfnkerg={0}.

(=) Si ker(gof)ckerf,alors Vxe Imfnkerg,ona:

e xeImf donc 3z€ E tel que x =1(z) ;
e xekerg donc g(x)=0.

Alors, g(x)=g(f(z))=(gof)(z) =0 donc ze ker(gof) c kerf . Alors, x =f(z) =0. Ainsi, Imf nkerg ={0}.

(&) Si Imf nkerg={0}, alors V xe ker(geof), ona (gof)(x) =g(f(x)) =0 donc f(x)e kerg et comme, on
a évidemment f(x)e Imf, on obtient f(x)e Imf nkerg ={0}.
Ainsi, f(x)=0 et xe kerf donc ker(gof) ckerf .

Finalement, on a bien :

kerf =ker(gof) < Imf nkerg={0}

2. Tl est clair que comme kerg c E, ona f(kerg) c f(E) =Imf quel que soit f.

Prouver que f(kerg)=Imf revient donc a prouver que Imf cf(kerg), c'est-a-dire que V ye Imf , il existe

x, € kerg tel que y=1(x,).

Or, Inf cImf @ Img=Im(f +g) donc VyeImf,ona ye Im(f +g).

Donc il existe x, € E tel que y=(f +g)(x,) =f(x,)+g(x,). Alors, y—1f(x,)=g(x,).

Comme ye Imf et f(x,)e Imf,ona y—f(x,)e Imf et g(x,)e Img donc y—f(x,)=g(x,)e Inf "Img.
Mais, la somme Imf @ Img étant directe, on a Imf NMImg ={0} et ainsi, y—f(x_ )=g(x,)=0.

Ceci prouve que y=f(x,) avec g(x,)=0, soit x, € kerg. Ainsi, ye f (kerg) et donc Imf cf (kerg).

Ainsi, on a bien :

f (kerg)=Imf

Comme f et g jouent exactement le méme rdle dans les hypotheses, on a de la méme fagon :

g(kerf)=Img

Par ailleurs, quels que soient f et g, on a toujours kerf mkerg c ker(f +g) . En effet, V xe kerf nkerg, on a
f+g)(x)=f(x)+g(x)=0+0=0 donc xe ker(f +g).

Par ailleurs, V xe ker(f +g), on a (f+g)(x)=f(x)+g(x)=0 donc f(x)=—g(x)=g(-x)e Imf NnImg={0}
et ainsi, f(x)=g(x)=0, soit x € kerf nkerg. Ceci montre que ker(f +g) c kerf nkerg.

Finalement, on a bien :

ker(f +g)=kerf nkerg

3. Si Imf NImg ={0}, il suffit d’établir que Im(f + g) =Imf +Img pour avoir Im(f +g) =Imf ®Img.

De plus, remarquons que, quels que soient f et g, il est clair que Im(f +g) c Imf +Img.
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Soit maintenant y € Imf +Img. On a alors y =f(x,)+g(x,) avec (x,,x,)e E2. Mais :

e f(x,)eImf =f(kerg) donc il existe z, € kerg tel que f(x,)=f(z,) ;
* g(x,)eImg=g(kerf) donc il existe z, € kerf tel que g(x,)=g(z,).

Avec g(z,)=1(z,) =0, on peut alors écrire :
y=f(x)+g(x,)=1(z)+g(z,) =1(z,)+g(z)) +1(z,) +&(z,) =(f +&)(z, +2,).
Ceci prouve que ye€ Im(f +g) et ainsi, Imf +Img cIm(f +g).

Finalement, on a Imf +Img =Im(f + g) et avec Imf mImg ={0}, on obtient :

Im(f+g)=Imf®@Img

Exercice 8

Soit f € L(E,K) une forme linéaire non nulle. Il existe alors x_ € E tel que f(x,)#0.

Alors, VAe K,ona f(x,)e K et f (% Xoj = %f(xo) =\ donc A admet un antécédent par f et ainsi :
X() XO

f est surjective.

Exercice 9

On veut prouver que E=keru®Imu’.
e VxekerunImu®,onau(x)=0et 3z€E tel que x =u’(z). Alors, 0=u(x)=u’(z)=u(z) car u’ =u.

Donc, x =u’(z)=u(u(z))=u(0)=0 et donc kerunImu® ={0}.

¢ Prouver la somme, raisonnons par analyse-synthese.
Analyse : Soit xe E..
Supposons que xe€ keru+Imu®, soit x=x,+x, avec x,€keru, soit u(x,)=0 et x,e Imu’, soit
x,=u’(z) avec ze E. On a alors x=x,+u’(z) et u(x)=u(x,)+u’(z)=u(z) (car u’=u) donc
X, = u’(z) =u’(x) et X, = X —u’(x).
Synthése : Réciproquement, V x € E, on peut écrire X =X, +X, avec :
o X, = x —u’(x)e keru car u(x—uz(x)) =u(x)-u’(x)=0 (avec u’ =u).
o x,=u’(x)eImu’.

Ainsi, Vxe E, xe keru+Imu? donc E=keru+Imu’.

Finalement, on a bien :

E =keru®Imu’
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Exercice 10

a. Procédons par analyse-synthese. Si x est une solution de x+f(x)=u,ona x=u—-f(x) (1), alors :

e En appliquant f 2 1’égalité (1), on obtient f(x)=f(u)—f*(x) (2).
e En appliquant f & I’égalité (2), on obtient f*(x)=f>(u)—f’(x).Or, f’ =1d donc f*(x)=f*(u)—x (3).
Alors, en réinjectant (3) dans (2), on obtient f(x) :f(u)—[fz(u)—x} =f(u)—f*(u)+x (2°) et en réinjectant

(2’) dans (1), on a X=u—[f(u)—f2(u)+x]=u—f(u)+f2(u)—x, soit :

1
x=—(u—-f@)+f*()).
2( () +£>(u))
Réciproquement, si X =%(u—f(u)+f2(u)), ona:

£(X) =%(f(u)—f2(u)+f3(u)) =%(f(u)—f2(u)+u)
Et:
f(X)+X :%(f(u)—fz(u)+u)+%(u—f(u)+f2(u)) =u

Donc X est bien solution.

Finalement :

L’équation f(x)+x =u admet une unique solution : %(u —f(u)+ fz(u)) .

b. Si on essaye la méme technique ici, on se retrouve avec x=u-+f(x), puis f(x)=f(u)+f>(x) et
f2(x) =f>(u)+x, ce qui donne en réinjectant : x =u+f(u)+f>(u)+x, soit u+f(u)+f>(u)=0.

Ceci montre que si u+f(u)+f>(u)#0, I’équation n’admet pas de solution.
Si u+f(u)+f*(u)=0, cela veut dire que ue ker(Id+f +f?).
Or, remarquons que f° =1d & f’—Id={d+f +f*)(f —1d)=(f —Id)IAd+f +f*)=0.
Prouvons que E =ker(f —Id) ® Im(f —Id) .
o Vxeker(f —Id)nIm(f —Id),ona f(x)=x et x=f(z)—z avec ze E.
Donc x =f(x)=f*(z)—f(z) et x=f(x)=f’(2)-f*(z)=z—f*(z) =z—x—f(z) =—2x,d’ot1 x=0.
Ainsi, ker(f —1d) NnIm(f —1d) ={0}.

o VxeE, supposons que X =X, +x, avec X, € ker(f —Id) et x, e Im(f —1d) .
On a alors f(x,)=x, et x, =f(z)—z avec ze E. Donc :
x=x,+f(z)-z
f(x)=x1+f2(z)—f(z)
fz(x)=X1+z—f2(z)

En additionnant ces trois relations, on obtient 3x, = x +f(x)+f*(x), soit x, = %(x +f(x) +f2(x)) )
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Réciproquement, V xe E, ona x =x, +X, avec X, =%(X+f(x)+f2(x)) et X, =%(2X—f(x)—f2(x)), et:

f(x,) :%(f(x)+f2(x)+f3(x)) =x, donc x, € ker(f —Id)..

donc x, € Im(f —1d) .

1 ) f2(x)—x )| f*(x)—x
Xzzg(x—f(x)—f (X)+X)=f( 3 J—

Ainsi, x € ker(f —1d)+Im(f —1d) donc :

E =ker(f —Id) @ Im(f - Id)

Prouvons alors que ker(Id+f +f*) =Im(f —Id).

e Vxelm(f-Id), il existe ze E tel que x=(f-Id)(z) et (Id+f+f*)(x)=(Id+f+f*)(f-1Id)(z)=0
donc x € ker(Id +f +f?) et ainsi, Im(f —Id) c ker(Id+f +f?) .

e Vxeker(Id+f+f?), on a d’aprés ce quon a vu plus haut xlzé(x+f(x)+f2(x))=0 donc

x =x, € Im(f —1d) et ainsi, ker(Id+f +f*) < Im(f —1d) .

Finalement, on a :

ker(Id +f +f?*) = Im(f — Id)

Alors, La condition ue ker(Id+f +f*) équivaut & ue Im(f —Id), c'est-d-dire qu’il existe ve E tel que
u=f(v)—v.

Dans ce cas, I’équation f(x)—x =u devient f(x)—x =f(v)—v ouencore (f —Id)(x—-v)=0.

Ainsi, x est solution de f(x)—x =u si et seulement si X —ve ker(f —Id) et I’ensemble des solutions est alors :

v+ker(f —Id) avec u=f(v)—v

Exercice 11

a. Ona:
peq=0 & VxeE, p(q(x))=0 & Vyelmq, p(y)=0 < Imqckerp.

b. On sait que si q est la projection sur Imq parallelement a kerq alors Id—q est la projection sur
Im(Id —q) = ker q parallelement a ker(Id —q) = Imq. Donc d’apres la question précédente :

peq=p < p-peq=pe(ld-q)=0 < Im(ld—q)=kerqckerp.
c. p+q estun projecteur & (p+q)2=p+q.
Or, p2+peq+qep+q?2=p+peq+qep+q donc:
p+q estun projecteur << poq+qep=0.
(&) Il est alors clair que si peq=qep=0, alors peq+qep=0 donc:
p+q est un projecteur.

(=) Supposons que p+q est un projecteur. Alors peq+qoep=0, soit qep=—peq.



PCSI

De plus, E=Imp®kerp et :

e Vxekerp, p(x)=0 et (qop)(x) =q(p(x))=q(0)=0.

* Vxelmp, p(x)=x et (peq)(x)+(qop)(x)=(poq)(x)+q(x)=0.
Alors, en composant par p, on obtient (pZeq)(x)+(poq)(x)=2(peoq)(x)=0 donc (peoq)(x)=0,

soit (qop)(x)=0 (car gep=—peq).
Ainsi, Vxe E,ona (qep)(x)=0, soit qop=0. Avec poq+qep=0,onaaussi poq=0.

Finalement, on a bien :

p+q estun projecteur & poq=qoep=0.

d. Si peq=qeop,alors (peoq)?=(poq)o(peq)=peo(qep)oq=peo(peq)eq=p?°q?>=peoq donc:

peoq estun projecteur.

Dimension finie

Exercice 12

1) Soit ax, +bx, +cx; =0. On a alors :

a+3b+c=0 at+6a+2a=0
—b+c=0 & <b=c < a=b=c=0.
—2a+c=0 c=2a

Donc la famille (x,,x,,X;) est libre.
Comme dimE =3, la famille (x,,x,,x;) est libre et contient 3 vecteurs donc c’est une base E.

On a alors x, = ax, +bx, +cx;, soit :

a+3b+c=0 a+3b+c=0 at6a+6+2a+1=0 s
-b+tc=-1 & <b=c+l & (b=2a+2 = az—%,bz— etc=—§.
—2a+c=1 c=2a+l c=2a+l
‘ 74 5
Donc, les coordonnées de x, dans la base (x,,x,,X;) sont “9°9° "9/

2) Lafamille (x,,x,,X;,X,) n’est pas libre car elle contient 4 vecteurs dans un espace de dimension 3.

s . ‘s 5
D’apres la question précédente, on a x, =— ry X, + ry X, — 9 X5 .
3) Du fait de la premicre coordonnée non nulle de x; (alors que celle de x, est nulle), les vecteurs ne sont pas

colinéaires, donc la famille (x,,x,) est libre.

a+b=0
Posons e, =(1,0,0). On a ae, +bx,;+cx, =0 < {b-c=0 < a=b=c=0 donc la famille (e,x;,x,) est
b+c=0

libre et contient 3 vecteurs : c’est une base de E.
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4) Les vecteurs x, et x, ne sont manifestement pas colinéaires, donc la famille (x,,x,) est libre. Alors,
dimF=2=3-1 donc F est un hyperplan de E.

a+3b=x
X(x,y,z)eF & d(a,b)e R?2, X=ax,+bx, & {-b=y < x+3y+z=0(aveca=—z et b=—y).

—a=z

Une équation de F est donc x+3y+z=0.
5) 1l est clair que (0,0,0)e G. De plus, V (X,X")e G2 et V (A,u)€ R2, en posant Y =AX+uX" et avec
X(x,y,z) et X'(x,y,z"),ona x+y=y+z=x4+y'=y+z'=0 et:

Xy +Yy =AX+UX+Ay+uy' =AM +y)+p(x'+y")=0

Yy +2Zy =Ay+py'+Az+pz' =My +z)+u(y'+z)=0
Donc Y e G. Ainsi, G est un sous-espace de E.
VX(x,y,z) e G, on a x+y=y+z=0 donc x=z et y=—x donc X(x,—X,Xx), soit X=xX  avec
X, (1,—11). Ainsi, G est engendré par un vecteur non nul, X  donc (X ) est une base de G, qui est donc de
dimension 1.
6) V X(a,b,c)eE, VX'a',b',cheE et V(A,u)eR2,0na:

f(X)=(a=-b)x,+(b—c)x, +(c—a)x,
f(X)=(@'-b")x,+(b'-c")x, +(c'-a')x,
Donc :

A (X)+1f (X ) = Ma'=b")x, +Mb'—c)x, +A(c'—a’)x, +pa'—b)x, +pu(b'=c)x, +(c'—a)x,
=(Aa'-Ab'+pa'-ub")x, + (Ab'—Ac'+ub'-pc")x, + (Ac'-Aa '+ pc'—pa')x, '

Par ailleurs, AX +uX' a pour coordonnées (Aa+ua',Ab+ub', Ac+puc') et:
f(AX +pX") =(Aa+pa'—=Ab—pub")x, + (Ab+ub'—=Ac—puc')x, + (Ac+uc'—=Aa—pa')x,.
Donc f(AX +uX") =Af(X)+uf (X" et ainsi, f est linéaire.
Alors :
e Pour X(a,b,c),ona f(X)=0 < (a—b)x,+(b—c)x,+(c—a)x; =0.
Or, on a vu que (X,,X,,X;) estlibre donc {(X)=0 < a-b=b-c=c-a=0 & a=b=c & X=ax,.

Donc, kerf = Vect(x;).

e Comme dimE =3 et dimkerf =1, le théoréme du rang permet de conclure que rg(f)=2.
¢ Ona f(X)=(a—b)(x,—x;)+(b—c)(x, —x;)e Vect(x, —X;,X, —X;) donc Imf < Vect(x, —x;,X, —X;)

Réciproquement, V (o,B)e R2, o(x, —x;)+P(x, —x;) =0x, +px, —(x+P)x, =f(X) avec X(a,0,—p)

donc Vect(x, —x;,X, —X;) C Imf.

Ainsi, Imf = Vect(x, —x,,Xx, —X;).
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Exercice 13

a) Montrons que FUG =E implique Fc G ou GcF.
Si FzG et G F, alorsil existe x,€ F tel que x,¢ G et x,€ G tel que x, ¢ F.

Alors, x,€e FUG et x,€ FUG donc x, +x,€ FUG car FUG =E est un espace vectoriel.

Donc, soit x,+x, € F, ce qui est absurde car dans ce cas, x, =X, +x,—x,€F, soit x, +x,€ G, ce qui est
aussi absurde car dans ce cas, X, =X, +X, —X, € G. Ainsi, I’hypothese FZ G et G ¢ F amene a une absurdité
donc Fc G ou GcF.

Mais alors, si FUG=E, onasoit Fc G et FUG =G =E, ce qui contredit I’hypothése G #E , soit GCF et
FuG=F=E, ce qui contredit I’hypotheése F # E. Ainsi, ’hypothese FUG =E amene a une absurdité donc :

FuUG#E

b) D’apres ce qui précede, FUG #E donc il existe x, € E\(FUG) (ce qui implique entre autres que x, #0).

On a alors Rx, "F={0} car sinon, il existerait Ae R tel que Ax, € F et donc x, =(Ax,)/AeF ce qui est

absurde. De méme, Rx, NG ={0}.
Comme F est un hyperplan, on a dimF=n-1 donc dim(Rx, ®F)=1+n—-1=n=dimE et ainsi, Rx, ®F=E.

De méme, Rx, ®G=E et ainsi :

F et G possédent un supplémentaire commun dans E.

¢) On veut : F et G admettent un supplémentaire commun < dimF=dimG.
(=) Supposons que F et G admettent un supplémentaire commun H.

Ona H®F=H®G =E donc dimH+dimF=dimH+dimG =dimE, ce qui implique que dimF=dimG .

(&) Supposons que dimF=dimG =p avec 0<p<n-1.
Prouvons alors par récurrence descendante sur p que F et G admettent un supplémentaire commun.

Initialisation : Pour p=n—1, F et G sont des hyperplans de E donc ils admettent un supplémentaire commun
d’apres la question précédente. Ainsi, la propriété est initialisée.
Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang p+1 avec 0<p<n-2.
Alors, dimF=dimG =p<n-2 et d’apres la question a), FUG #E doncil x, € E\(FUG).
On montre comme dans la question précédente que Rx, "F=Rx, NG ={0}. Alors F'=Rx, ®F et
G'=Rx, @G sont deux sous-espaces de E de dimension p+1, donc, par hypothese de récurrence,
ils admettent un supplémentaire commun H'. Alors, on a:

E=F@®@H'=G'@H'=FO®Rx ®H'=GO®Rx, ®@H'=F®H=G®H avec H=Rx, ®H".
Ainsi, F et G admettent un supplémentaire commun H donc la propriété est héréditaire.

La propriété est initialisée et héréditaire donc elle est vraie pour tout pe [[0, n-— 1] .

Finalement, on a bien :

F et G admettent un supplémentaire commun < dimF=dimG.
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Exercice 14

Certaine implications sont évidentes : (i1) = (1), (ii1) = (iv) et (vi) = (V).

Par le théoréme du rang, on a rg(f?)+ dim(ker f 2) =rg(f)+ dim(kerf) =n. Ceci implique que (i) & (iv).

De plus, il est clair que, quelle que soit f, Imf2c Imf et kerf c kerf2. Or, si deux s.e.v. ont la méme
dimension et que I’un est inclus dans 1’autre, alors ils sont égaux donc : (i) = (ii) et (iv) = (iii).

De plus, si Imf nkerf ={0}, on peut écrire Imf @kerf c E et, a nouveau par le théoreme du rang, on a
rg(f) ®dim(kerf)=dimE donc Imf @kerf =E et ainsi, (v) = (vi).

Ainsi,on a (1) & (i1) © (iil) < (iv) et (v) © (vi).

Supposons maintenant que Imf nkerf ={0}.

On a vu que 'on déja kerf c kerf? et V xe kerf?2,ona f(f(x)) =0 donc f(x)e kerf . Or, f(x)e Imf donc
f(x)e Imf nkerf ={0}, soit f(x)=0 ou xe€ kerf. Ainsi, kerf?2c kerf et donc kerf?2=kerf . Ceci prouve
que (v) = (iii).

Supposons enfin que kerf?2=kerf. VxeImfnkerf, on a f(x)=0 et 3ze E tel que x=1f(z). Alors,
f(x)=f2(z)=0 donc ze€ kerf2=kerf et x =f(z)=0. Ainsi, Imf nkerf ={0}. Ceci prouve que (iii) = (v).

Finalement, on a bien :

(1) & (i) & (i) & (v) & (v) & (Vi)

Exercice 15

a) Ona Im(vou)cImv donc rg(vou)<rg(v).

De plus, keru c ker(veou) donc dim(keru)<dim(ker(vou)), soit n—dim(ker(vou))<n—dim(keru).

D’apres le théoréme du rang, rg(u) =n—dim(keru) et rg(veu)=n—dim(ker(vou)) donc rg(vou)<rg(u).

Ainsi, on a rg(vou) <inf (rg(u),rg(v)).

Par ailleurs, posons v = v|Imu .Ona Imv=Im(vou) etle théoreme du rang donne :
rg(V)+dim(ker V) =dim(Imu) < dim(kerv)=rg(u)-rg(vou).
Or, ker v c kerv donc dim(ker V) <dim(kerv) =n—rg(v) donc:

rg(u)—rg(veu)<n-rg(v) & rg(u)+rg(v)—n<rg(vou).

Finalement :

rg(u)+rg(v)—n <rg(vou) <inf (rg(u), rg(v))

b) Supposons que uov=0 et u+ve GL(E).

e Remarquons que dans la question précédente, on aurait pu intervertir u et v donc, quels que soient u et v,
on a aussi rg(u)+rg(v)—n <rg(uov).On aalors ici rg(u)+rg(v)—n<0 = rg(u)+rg(v)<n.

Or, u+ve GL(E) donc rg(u+v)=n.Mais Im(u+v) cImu+Imv donc:

n=rg(u+v)<dim(Imu+Imv)=rg(u)+rg(v) —dim(Imu mImv) <rg(u)+rg(v)<n.

Ainsi :

rg(u)+rg(v) =n
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Ce qui précede donne aussi dim(ImunImv)=0 donc ImunImv={0}.
® Or, ’hypothése uov =0 donne immédiatement Imv c keru .

Or, dim(Imv)=rg(v) et dim(keru)=n-rg(u)=rg(v) donc Imv et keru ont la méme dimension et

ainsi :

Imv=keru

e Avec ImunImv={0} et Inv=keru,ona Imunkeru={0} donc Imu+keru=Imu®keru.

Enfin, dim(Imu @keru)=dim(Imu)+dim(keru)=n=dimE donc :

Imu®@keru=E

Exercice 16

Remarquons déja que quels que soient fet g, ona:
e Vxelm(f+g),ona x=(f+g)(z)=1(z)+g(z)e Im(f)+Im(g) donc Im(f +g) cImf +Img et:
rg(f +g) <dim(Imf +Img) = rg(f +g) <rg(f)+rg(g)—dim(Imf NImg).

Soit :
dim(Imf NImg) <rg(f)+rg(g)—rgf+g) (1)

e Vxekerfnkerg, f+g)(x)=f(x)+g(x)=0 = xe ker(f +g) donc kerf nkerg c ker(f +g) et:

dim (kerf Nkerg) < dim (ker(f +g)).

Or:
dim (kerf Nker g) = dim(kerf)+dim(ker g)—dim(ker f +ker g) = 2n —rg(f) —rg(g) —dim(ker f +kerg).
Donc :
2n—rg(f) —rg(g) —dim(ker f + ker g) < dim (ker(f + g)) =n—rg(f +g)
rg(f +g)—rg(f)—rg(g)+n <dim(kerf +kerg) (2)
(=) Supposons que rg(f +g) =rg(f)+rg(g).
e (1) devient dim(Imf NImg) <0, soit dim(Imf NImg)=0 et donc :
Imf NnImg={0}.

® (2)devient n <dim(kerf +kerg), soit dim(kerf +kerg)=n (car kerf +kerg c E) et donc :
kerf +kerg=E.

(&) Supposons que Imf N"Img ={0} et kerf +kerg=E.

V xe ker(f+g),ona f(x)+g(x)=0 donc f(x)=—g(x)e Imf nImg ={0}.

Ainsi, f(x)=g(x)=0 donc xe kerf nkerg.

Alors ker(f +g) c kerf nkerg. Or, on a vu que I’on a toujours, kerf Nnkerg c ker(f +g) donc :
kerf nkerg=ker(f +g).

En passant aux dimensions comme plus haut, on obtient :

dim (kerf Nkerg) =2n—rg(f)—rg(g) —dim(ker f +ker g) = dim (ker(f + g)) .
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Et avec kerf +kerg=E, on a n—rg(f)—rg(g) = dim (ker(f +g)) =n—-rg(f+g), soit:

rg(f +g) =rg(f)+rg(g).

Finalement, on a bien :

Imf NnImg ={0}
Kerf +Kerg=E

rg(f +g)=rg(f)+rg(g) & {

Exercice 17

S’il existe fe L(E) tel que Imf =kerf, alors le théoréme du rang donne rg(f)+dim(kerf)=2rg(f)=n et

donc n est pair.

Réciproquement, si n est pair, alors on peut écrire n =2p avec p entier.

-»€,,) une base E et fe L(E) telle que Vie[[l,p]], f(e;)=e,,; et f(e,,;)=0.1 est

.,ezp). Ainsi, si n est pair, on peut construire fe L(E) telle que

1

Soit alors (el,...,ep,epﬂ,..

p+i

alors clair que Imf =kerf = Vect(e
Imf =kerf.

Finalement :

YSERD

Il existe f € L(E) tel que Imf =kerf < E est de dimension paire.

Exercice 18

S’il existe f € L(E) tel que F=Imf et G =kerf , alors dimF+dimG =rg(f)+dim(kerf)=n.

Réciproquement, si dimF+dimG =n, soient (e,,....,e,) une base de G avec dimG =p complétée par n—p

vecteurs (e .,e,) en une base de E et (fl,...,fn_p) une base de F (de dimension n—dimG =n—p).

ptl>°*
Soit alors f e L(E) telle que Vie [1,p], f(e)=0 et Vie[p+1Ln], f(e)="1,_,.

Par construction, on a clairement G =kerf et F=Imf donc si dimF+dimG =n, on peut construire f € L(E)
telle que G =kerf et F=Imf .

Finalement :

Il existe fe L(E) tel que G=kerf et F=Imf < dimF+dimG=n.

Exercice 19

k+1

Remarquons déja que Vke N, Imu*" < Imu*.

k+1 k+1

En effet, si xe Imu"" , il existe ze E tel que x =u"" (z). Mais alors, x = u® (u(z))e Imu".

Alors, Vke N, rg(u*") <rg(u*) donc la suite (rg(uk))k , estune suite décroissante d’entiers naturels donc
€

elle est stationnaire.

Posons alors p=min{ke N\Vi>k,rg(u™)=rg(u')}.

k

K =rg(u"), alors Imu*"' =Imu".

Si, pour un entier k donné, on a rg(u



PCSI

Donc Vie N, Imu*" =f'(Imu*) =f'Amu*") = Imu*"" et donc la suite (rg(uk))k ., est stationnaire au moins
€

a partir su rang k et ainsi, k> p.

k+1

Ceci implique que Vk <p, rg(u*") <rg(u*) et donc que la suite (rg(uk)) . prend p+1 valeurs distinctes.

ke

Or, Vke N, Imu* c E donc rg(uk) <n et ainsi, (rg(uk))k . prend au maximum n+1 valeurs (entre O et n).

Ainsi, p+1<n+1 soit p<n etdonc ne {ke N\Vi>k,rg(u™)=rg(u')}, soit :

n+1)

rg(u”) =rg(u

Exercice 20

Si E=kerf +kerg=Imf+Img,ona:
n =dim(kerf)+dim(kerg)—dim(kerf Nkerg)=2n-rg(f)—rg(g) —dim(kerf nkerg)
n=rg(f)+rg(g)—dim(Imf NImg)

Donc :
dim(kerf Nkerg)=n-rg(f)-rg(g)
dim(Imf NImg)=rg(f)+rg(g)—n
Ainsi :
dim(kerf Nkerg)+dim(Imf nImg)=0.

Or, dim(kerf Nkerg) et dim(Imf NImg) sont des entiers naturels donc, 1’égalité ci-dessus implique que :
dim(kerf Nkerg)=dim(Imf NnImg)=0.

Alors kerf nkerg=Imf nImg={0} et donc :

E=kerf ®@kerg=Imf @®Img

Soit f un projecteur de E. On a E=kerf ®@Imf . L’application g=Id—f est aussi un projecteur de E avec
E=kerg®Img.Mais Img=kerf et kerg=Imf etonaalors E=kerf ®kerg=Imf ®Img.

Exercice 21

Remarquons que dim(Imf +kerf) =rg(f) +dim(kerf ) —dim (Imf nkerf)=dimE—dim (Imf nkerf), donc :
Imf nkerf ={0} < dim(Imf+kerf)=dimE < Imf®kerf =E.
De plus, f(kerf)={0} ckerf donc kerf est stable par f.

Ainsi, si Imf nkerf ={0}, Imf admet un supplémentaire dans E stable par f : kerf .

Réciproquement, supposons que Imf admet un supplémentaire dans E stable par f, noté F.

On a alors Imf "F={0} et f(F) c F.Mais f(F)cImf donc f(F) c Imf nF={0}. Ainsi, f(F)={0} donc:
Fckerf.

Or, si Inf ®F=E, on a dim(Imf)+dimF=rg(f)+dimF=dimE =rg(f) + dim (kerf) donc :

dimF =dim (kerf).
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Ainsi, F=kerf etdonc Imf "F=Imf nkerf ={0}.

Finalement :

Imf admet un supplémentaire dans E stable par f si et seulement si
Imf Nmkerf ={0} et ce supplémentaire est kerf donc unique.

Exercice 22

Remarquons préalablement que si f et g sont deux endomorphismes quelconques de E, on a Im(f og) =f (Img)
et Im(gof)=g(Imf). Side plus ge GL(E),ona Img=E donc:

Im(f o g) =f(E) =Imf et dim[Im(gof)]=dim|g(Imf)]=dim(Imf).
Ce qui implique que :
ge GL(E) = rg(fog)=rg(gef)=rg(f).

Si p et q sont des projecteurs, on a p2=p, q2=(q eten posant r =Id—p—qe GL(E), on peut écrire :
e mp=(Id-p-qp=p-p’-qp=—qp = r1g(p) =18(rp) =18(qp) ;
e pr=p(Id-p-q)=p-p’-pq=-pq = 1g(p)=rg(pr) =rg(pq) ;
e rq=(Id-p-q)q=q-pq-q*=-pq = 1g(q) =1g(rq) =18(pq) ;
* qr=q(Id-p-q)=q-qp—-g*=—qp = rg(q) =rg(qr) =1g(qp) ;
* 1pr=(p)r=(=gp)r=q(=pr)=qpq = rg(qpq) =rg(rpr) =rg(rp) =rg(p) ;
1qr = (rq)r = (=pq)r =p(=qr) =pqp = rg(pqp) = rg(rqr) =rg(rq) =rg(q) .

Finalement, on obtient :

rg(p) =rg(q) =rg(pq) =rg(qp) =rg(qpq) = rg(pgp)

Exercice 23

Remarque préalable pour mieux visualiser la situation : Si on se place dans 1’espace affine usuel a trois
dimensions et si F et G sont deux droites non coplanaires ou strictement paralleles, 1’exercice dit (entre autres)
que I’on peut les placer respectivement dans deux plans strictement paralleles.

Posons F=A+F et G=B+G ou F et G les directions respectives de F et G.

—_—

H=F+G estun sous-espace vectoriel de E.Posons alors F'=A+H et G'=B+H.

e F' et G' ontlaméme direction : H donc F'// G'.

e Comme FcH et Ae F.,ona F c F'.De méme, GcH et Be G,onaGcG'.
e Supposons que F'NG'# O, c’est-a-dire qu’il existe Ce F'NG'. Alors :
o CeF < ACeH & Xé:ﬁF+ﬁG avec (ﬁF,ﬁG)ef:xﬁ.
o CeG' o BCeG EG:VF+VG avec (VF,VG)GFXG.
On a alors @z@—ﬁzﬁF—VF+ﬁG—VG.Or, ﬁF—VFeF donc il existe C'e F tel que A—C'zﬁF—VF.
Alors, ?Czﬁ—E:VG—ﬁGEG ce qui implique que C'e G .

Ainsi, C'e F et C'e G, ce qui est absurde car FNG = etdonc F'NG'=J.
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Exercice 24

Remarque préalable pour mieux visualiser la situation : Si on se place dans 1’espace affine usuel a trois
dimensions et si F et G sont deux droites, le sous-espace affine engendré par F UG est soit le plan contenant
les deux droites (de dimension 2) si elles sont coplanaires, soit 1I’espace tout entier (de dimension 3) si elles ne
sont pas coplanaires.

Soient F, G et H les directions respectives de F, G et H.

SoitAeF.VﬁeF,ona A+ue F.Or, Fc FUGcH donc Ae H et A+tue H etﬁeﬁ.Ainsi,Fcﬁ.

On montre de la méme fagon que G cH etcomme F, G et H sont des espaces vectoriels, on a :

F+GcH.
Considérons alors deux cas :
o SiFNG#J,so0it Ae FNG.
Posons K=F+G et K=A+F+G.
D’apres ce qui précede, KcH donc K CH .
De plus :
o VMelF, AMe FcK donc M=A+AMe K.Ainsi, Fc K.

o De la méme facon,ona G C K .

Alors, FUG c K c H et comme H est le plus petit sous-espace affine contenant F UG,ona K =H et:
dimH = dimK =dim(F+G).
o SiFNG=J,soient Ae F et BeG.
Remarquons que AB#0 et si ABe 15+G, on peut écrire AB=AM+BN avec M,N)e FxXG, soit
BM =NB etdonc Be F, ce qui est absurde donc AB¢ F+G et ainsi, (F+G)N Vect(AB) = {0}.
Posons alors K = (F+G) @ Vect(AB) et K = A+K.
Ona F+GcH et (A,B)e (FuUG)? donc ABe H. Alors, KcH etdonc K H.
De plus :
o VMelF, AMe FcK donc Me K .Ainsi, Fc K.
o VMegG, BMe G donc AM=BM+ABeK et Me K .Ainsi, G K.
Alors, FUG c K c H et comme H est le plus petit sous-espace affine contenant F UG,ona K =H et:
dim H =dimK =dim(F+ G) +dim Vect(AB) = dim(F+G) +1.

Finalement :

Si FNG#3J, dimH =dim(F+G) etsi FNG=0, dimH =dim(F+G)+1.

Exercice 25

Remarque préalable pour mieux visualiser la situation : Si on se place dans 1’espace affine usuel a trois
dimensions et si F' et G sont deux droites strictement paralleles (de dimension p=m=1), elles sont incluses
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dans un plan (de dimension m+1=2); si F est une droite (de dimension p =1) strictement parall¢le a un plan
G (de dimension m = 2), elles sont incluses dans 1’espace entier (de dimension m+1=3).

Soient F et G, deux sous-espaces affines tels que F NG = avec dimF =p, dimG=m et p<m. On veut :
« F est parallele a G » <& « il existe un sous-espace affine H de dimension m+1 contenant F et G ».
Appelons F et G les directions respectives de F et G et soient Ae F et Be G.
Ona AB¢ 6, car sinon, on aurait A =B-ABeG , qui est absurde car FNG =0 .
(=) Supposons que F est parallele a G, soit FcG.
Posons alors H=G @ Vect(KE) et H=A+H.Ona dimH =dimH =dimG +dim Vect(Xﬁ) =m+1 et:
o VMelF, AMe FcGcH donc Me H . Ainsi, Fc H.
o VMegG, BMe G donc AM=BM+ABe H et Me H . Ainsi, GC H .

Finalement :

dimH =m+1 et H contient F et G.

(&) Supposons qu’il existe un sous-espace affine H de dimension m+1 et de direction H, contenant F et G.

Comme H contient G, on a G cH et comme dimH=dimG +1 et AB¢ 6, on peut écrire H=G® Vect(@) .

Comme H contient F, on a FcH donc VXe 13, on peut écrire X =X +AAB avec X; € GetleK.

Supposons que A # 0. Alors %XG e G, donc N:B+%XG €G et X, =ABN.D’ou

—

X=X, +AMAB=ABN+AAB=AAN & N=A+—X.

1
A
Comme %Xe ﬁ,ona Ne F,cequiestabsurdecar Ne G et FNG=9.

Ainsi, A=0 etdonc X=X, € G . Ceci prouve que V X € F, Xe G donc que FcG etainsi que :

F est parallele a G.
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