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Corrigés des TD du Chapitre 14

Exercice 1

Soit xe I :

o Si f(x)<x, alors en appliquant f, qui est croissante, on a f of (x) <f(x). Mais fof(x) =x donc x <f(x),
ce qui est absurde.
o De la méme facon, on arrive a une absurdité si f(x) > x.

Finalement :

Vxel, f(x)=x

Exercice 2

Soit (a,b)e R2 tel que a<b.Comme fof of est strictement décroissante, ona fofof(a)>fofof(b).
Supposons que f(a) <f(b).En appliquant f of , qui est croissante, on obtient f of (f(a)) <f of (f(b)), soit
fofof(a)<fofof(b),cequiestabsurde. Donc, f(a)>f(b) et ainsi :

f est strictement décroissante.

Exercice 3

Remarquons déja que pour k réel quelconque, les fonctions x — x +k et x — — x+k sont clairement solutions
du probleme.

Réciproquement, soit f une solution du probleme. On a V (x,y)e R2, If(x)—f(y)|I=Ix—yl et, en particulier
pour y=0,ona Vxe R, [f(x)-f(0)I=Ix]I, soit :

VxeR, f(x)=x+f(0) ou f(x)=—x+f(0).
Supposons maintenant qu’il existe (x,y)e (R")* tel que f(x)=x+f(0) et f(y)=—y+f(0).
Onaalors I f(x)=f(y)I=I1x+f(0)+y—-fO)I=Ix+yl=Ix—-yl.

En élevant au carré, on obtient (x+y)?=(x—y)?, ce qui donne xy =0. Ceci est absurde car on a supposé x et

y non nuls. Ainsi :
VxeR', f(x)=x+f(0) ou Vxe R, f(x)=—x+f(0).

Les relations précédentes étant toutes deux vraies pour x =0, on obtient :
VxeR, f(x)=x+f(0) ou VxeR", f(x)=—x+£(0).
Finalement, f est de la forme x— x+k et x> —x+k (avec k=1(0)).

Ainsi :

Les solutions du probleme sont els fonctions de la forme x > x+k et x> —x+k avec ke R.
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Exercice 4

Il est clair que la fonction identité x > x est 1-lipschitzienne sur R .

Par contre, le produit de cette fonction par elle-méme, qui est la fonction carré x > x2, n’est pas lipschitzienne.
En effet, V(x,y)e R?2, on a Ix2—y?2|l=Ix+yllx—yl et la quantité |x+yl n’est pas bornée quand (x,y)
décrit R2.

Ainsi :

Le produit de deux fonctions lipschitziennes n’est pas forcément lipschitzien.

Vue la facon dont est présenté 1’exercice, on pouvait supposer ce résultat et chercher immédiatement un contre-
exemple. De méme, I’énoncé laisse penser que si les fonctions sont bornées, la réponse sera affirmative.

Soient f et g deux fonctions bornées sur un intervalle I et respectivement k-lipschitzienne et k'-lipschitzienne
sur ce méme intervalle. Soient M et M' des réels positifs tels que V xe I, If(x)ISM et lg(x)ISM".

V (x,y)€ 12, on a alors :
£ 0g(x) = F(y)gy) =1 ()g(x) —f (y)g(x) + £ (Y)gx) —f (g 1=H{F ) = (y)) g+ () () —g()!.
Par I’inégalité triangulaire, on a alors :
I )g(x) -t (Mg <) =f(y) g T+ (y) lgx)—g(y) .
Avec [f(x)—f(y)ISkIx—yl, Igx)—g(y)I<k'lx=yl, If(x)I<M et lg(x)|I<£M', on obtient :
f(x)gx)—f(y)g(y)IsM'klx—-yl+Mk'lx—-yl = If(x)g(x)—f(y)g(y)I<KIx-yl
avec K=M'k+Mk".

Ainsi :

Le produit de deux fonctions lipschitziennes et bornées est lipschitzien.

Exercice 5

.
S —
X

Vxe]0;l],onall-xI=1-x<1 et <1 donc If(x)I<1.

Ceci prouve que f est bornée avec sup f(x)<1 et ir110fuf (x)=-1.
xe 10;1] X& 1Us

etb 2

Vne N, posons a, = = :
4n+1 4n+3

Onaalors, Vne N :

o a e]0:] etf(an):(l—42 ysinA0ADT_ 2
n

donc lim f(a,)=1 etainsi, sup f(x)=1.

+1 2 4dn+1 N +oo xe10:1]
o b ,e]O;l]et f(b,)=(1- 2 )sin(4n+3)n=—1+ donc lim f(b, )=-1 etainsi, inf f(x)=-1.
4dn+3 2 4n+1 n—>+eo xe 10:1]

Finalement :

f est bornée avec supf =1 et inff =—1.
10:1] 10:1]
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Exercice 6

On a E c[0;1] donc E est majorée par 1.

Comme f est a images dans [0;1],ona V xe[0;1], f(x) 20. En particulier pour x =0, £(0) =20 donc O E et
ainsi, E est non vide.

Alors, E est une partie de R non vide et majorée donc elle admet une borne supérieure .

Par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (u,) ., d’éléments de E telle que

lim u, =o. Alors, avec f croissante, ona Vne N :

n—>+o

ueceE = u <o = f(u)<f(a) . o .
= u, <f(o) eten passant a la limite, on obtient o0 <f(ct).
u €E = f(u)2u, E—

Alors :

o Sia=1,ona f(1)<1 (car f est a images dans [0;1]), soit f(a) <.

o Sioa<l,alors Vne N ,posons v, =0t+——.0na Vne N, a<v, <1, lim v, =a et:

n n—>+o

v, >0 = f(v,)=f(a) R o )
= f(a)<v, eten passant a la limite, on obtient (o) <al.
v, >0 = v, ¢E = f(v,)<v, —_—

Avec o <f(a), on obtient dans les deux cas f(Q) = et ainsi :

E admet une borne supérieure qui est un point fixe de f.

Exercice 7

Vx>0,0ona ~—1<E| X |<X et 250 donc 2| X1 |<fx) <22 soit 2-2 crx)< 2.
b b X x\ b X b b x b
Comme lim (%—ij = %, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :
X —>+00 X
a
lim f(x)=—
X —>+o0 ( ) b

Vxe[0;b[,ona 0L % <1 donc E(%j =0 et Vxe[0;b[, f(x)=0. Ceci permet de conclure immédiatement

que :

lim f(x)=0

x—=0"

Vxe[-b;0[,ona —1S%<0 donc E(%jz—l et Vxe[-b;0[, f(x)=—£. Avec a >0, on peut conclure
X

que :

lim f(x) =+

x—=0"
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Exercice 8

Remarquons que la fonction f est dérivable (donc continue) sur R” en tant que un produit de telles fonctions.

De plus, V xe R", If(x)I1< x2 donc, par le théoreme des gendarmes, lirr(l)f(x) =0.

fx+h)—f(x) _f(h) :hsm(l)

Alors, Vhe R", lirr}) f(x+h)=1f(h) (par continuité de f en h) donc lirr(l)

hsin (lj
h

- il

Or, Vhe R ,ona

) (1 .
<Ilh| donc, par le théoreme des gendarmes, lllln’(l) hsin (E) =0 et ainsi :

h—0{ x>0 h

Comme f est dérivable sur R*,ona ¥V xe R’, lim

h—0

Etsur R, f'(x)=2xsin (lj + XZ(—LJ cos (lj =2xsin (lj —cos (lj )
X x2 X X X

Or, on a vu plus haut que lirr(l) X sin (lj =0, mais quand x -0, X > cos (l) n’admet pas de limite donc :
X = X X

f(x+h)—f(x) —fi(x)
B .

lim(lim—f(x+h)_f(x)

j n’existe pas.
h—=0 h

x—0

Comme quoi, on ne peut pas intervertir des limites n’importe comment... Vous verrez en 2°™ année.

Exercice 9

Ona lim [f(x)|=+0c sietseulementsi VA>0, 3x eR telque Vx=x_, [f(x)I>A.

X —+oo

Supposons que lim [f(x)|#+o. Alors, FJA >0 tel que Vxe R, Ix, 2x tel que [f(x )I<A.

X —>+00

En posant B =[-A;A], ce qui précede se reformuleen: Vxe R, 3x, 2x tel que f(x,)e B ouencore en :
VxeR, dx, 2x tel que Xoef"l(B).

Le « Vxe R » implique alors que f~'(B) n’est pas bornée. Or, B=[-A;A] est bornée donc ceci contredit
I’hypothese. Ainsi :

lim [f(x)l=+0o0

X —+oo

Exercice 10

. Ux-1 J1+h-1
a) Ona lim

—=lim——
x—>1\/;_1 -1 1+h -1

Or:
J1+h =(1+h)"” :1+%h+(3(h) et VI+h=(1+h)" :1+%h+(3(h).
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Donc :
lh+ h) l+ 1)
3/1+h—l_3 (0)( 3 %)( _2+%)(1)
Vish-1 Ly gy Lioqy 3+
2 0 2 0
Et ainsi :
_ Ix-1 2
lim =—
x—1 X_l 3

. a a ..
b) Comme lim —=0,ona l+—>0 au voisinage de + oo.
X—+e0 X X

On peut donc passer au In, soit (1 +3j = exp{x In (1 +3H .
X X

Or, en posant h="-, ona lim xln(1+3j=yn5%1n(1+h) et In(1+h)=h-+o(h) donc %ln(1+h)=a+(0)(l)
X 4

X =+ o0 X

et:
lim Xln(1+ij=a.

X —>+00 X

La fonction exponentielle étant continue sur R , on obtient :

X
. a .
lim (1+—j =e
X =400 X

1

¢) On procede comme ci-dessus : (1_ X jx =exp {l In (F—Xj} = exp{ln(1 —X) _Ind+ X)} .

1+x X 1+x X X

Avec In(l+x)=x +(3(x), ona Inl-x)=-— X+8(X) donc :

In(l-x) In(1+x) _

(—1+%)(1))—(1+(3(1))=—2+(0)(1).

X X
Et ainsi :
1
hm(l_xjx —e 2
x=0\ 1+x
d) Ona lim SN0 _ o sinxIng _ e {mw]
x—0 X X —0" X ot XlnX

. . . . . _sinh o
Or, on sait que lim xInx =0 (par croissances comparées) et hmT =1 donc, par composition :
x—0" h—0

lim sin(x In x) _

x=0"  xInx

1.

Comme lim In X =— oo, on obtient par produit :

x —=0"

lim sin(x In x) __

x—0 X
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In(cos x) In(cos x) 1 In(cos x) ) 1 1
e) Ona = = X et im——=—.

l—cos2x 2-2cos2x 2(1+cosx) 1-cosx x-02(14+cosx) 4
De plus, en posant h=1-cosx,on a lim In(cos ) =lim In@=h) =-—1.

x—>01 COS X h—0 h

Donc, par produit :

In(cosx) 3 l

x—>0]—cos2x 4

f) Ona Vx>0 :

Jordads o xbedxox Ve
Veedrds 9% Ve +3x

2 s

\/— X+\/_ 1+

Alors lim (\/X+\/X+\/_ —&)z%,
e 1+4/0+0 +1

lim (X ++/x+ —\/_)——

X —>+o00

soit :

1/x
In x .
g) Quand x > +oc0,0na (— >0, donc on peut écrire :
X

(lnxjux {1 (lnxﬂ {ln(ln X) lnx}
— | =exp|—In =exp -—.
X X X X X

Or, par croissances comparées, on a Inx = 0 (x) et In(Inx)= o(Inx) donc In(Inx) = o (x) (par transitivité).
+oo + o0 + o0

In(In x) 3 ln_x

Alors, lim {

X =+ o0

=0 et ainsi :
X X

h) Pour x >0,o0ona x* =e*™* donc lim x*=e’=1.

x—0"
) o . x¥Inx x¥x'xInx (-1 In x*
Par ailleurs, on peut écrire = =e(x Dinx .
x*—1 x*—1 x*—1
. Inx* . In(1+h
o Enposant h=x*—-1,0na, lim =lim ( ):1.

x—>0x* -] h-0 h

o Ona (x*-1DInx=(e*" —1)Inx et comme lim xInx=0,o0na:

x—0"

(x* =DInx = (xlnx+(g(xln x))Inx = x(In x)2+(g(x(ln x)3?) = linO1+(x" —DInx=0

par croissances comparées.
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Finalement :

x"l
X nle

lim

x=0 x*—1]

i) Vxe R,ona sin3x =Im[(e*)?*]=Im[(cosx +isinx)?]=3cos? xsinx —sin® X =3sin x —4sin’ x .

De la méme facon, on obtient sin5x =5sin x —20sin3 x +16sin’° X .

Alors, Vx#0 :

5sin3x —3sin5x _ 40sin’ x —48sin’ x _(sinx

3
j (40—-48sin? x) .
X

x3 x3

Et comme lirr(1) S X =1 et lin}) sinx =0, on obtient :
X — X X =
liism3x—3sm5x — 40
x—0 X3
j)Ona2+_1:2+.2=21+1 .
cos2x In(sinx) cos2x In(sin2x) cos?2x  In(1—cos2x)

Posons h =cos2x . On alors lim ( 2 + ! j = lllirr})2(l+

1 _lim21n(1—h)+2h
x->w2| cos2x  In(sinx) h In(l=h)) h-o ’

hIn(1-h)

_ —h2+0(h%?) 1+o0(1)
Et In(1-h)=— h—lh2+o(h2) donc 2ind-h)+2h _ t =—2" — etainsi:
2 0 hin(l1-h) —h2+ %)(hZ) 1+ co)(l)
lim 2 + 1 =1
x-w2\ cos2x In(sinX)
Exercice 11
a) EnO,ona:
o 1i1r01+ el’* =+ o0 donc e"* —1 = el’x et lirgl_ e* =0 donc e"* —1 - 1.
o lirr(l)\/x2+ =1 donc \/x2+151.
. arctanx . arctanx—arctan( ,
o lim =lim =arctan'(0) =1 donc arctan X ~ X
x—0 X x—0 x—=0 0
Ainsi :
el/x _ 1/x _

arctan X ~ xe* et arctan X ~ — X
(0 (0

Vx2+1 Vx2+1

En+oo,0ona:

.1 1
o lim —=0ete*—1~u donc eV*—-1 ~ —.
X—)+ooX 0 +°°X

o Vx2+1 ~ x.

+00
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. T T
o lim arctanx =— donc arctanx ~ —.

X =+ 2 +o0

Ainsi :

el/x

— T
arctanx ~ ——

Vx2+1 +e 2x2

b) Ona chx =1+%x2+%)(x2) donc :
1 1 1
In(chx—1)=In (— X2+ o(x2)j =In(x2)+1In (—+ o(l)j =2Inx+1In (— + o(l)j .
2 0 2 0 2 0

Comme lim2Inx=—c0 et limln (; + %)(l)j =—1In2, on obtient :

x—0 x—0

In(chx —1) ~ 2Inx

X -X -2x -2x
Onln(chx—l)zln(e -;e —ljzlnex+ln(1+; —e‘xj:x+ln(1+; —e‘xj.

X —>+ oo X —>+oo

-2X
Or, lim x=4+o et lim ln(l-i_; —e‘sz—an donc :

In(chx—1) ~ x

Exercice 12

a) La fonction f est définie sur R et clairement paire. Appelons C; sa courbe représentative dans un repere

orthogonal (xOy). C; est symétrique par rapport a (Oy), I’axe des ordonnées du repere.

f(x)zx‘/l+i—\/ix,/1+£.
x2 x2

r, v1+h 1+;h+o(h) donc, avec lim i=O :

X >+ X

f(x):x{ +2L+o(X ﬂ \/_7{ +—+0(X H (1—v2)x +1 */_ m(xj (1-V2)x+ 0 (D).

X2 4o +o0

Vx>0,ona:

Donc, la droite D d’équation y =(1— J2 )x est asymptote a C; en + .
Par symétrie, la droite D’, symétrique de D par rapport a (Oy), est asymptote a C; en — oo. La droite D’ a pour
équation y=—(1 -2 )x (méme ordonnée a I’origine, pente opposée).

Finalement :

Les droites D:y=(1- V2 x et Diy=—(- \/E)X sont asymptotes a C; en + oo et — oo respectivement.
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b) La fonction g est définie sur R et elle aussi est clairement paire. Appelons C, sa courbe représentative dans

un repere orthogonal (xOy). C, est symétrique par rapport a (Oy), I’axe des ordonnées du repere.

VxeR,ona:

g(x)=In(chx) = ln(ex re”

j:lnex +In(l+e>*)—In2=x—-In2+In(l1+e2*)=x—-In2+ o (1).

Donc, la droite A d’équation y =x —In2 est asymptote a C, en + o.

Par symétrie, la droite A’, symétrique de A par rapport a (Oy), est asymptote a C, en — . La droite A” a pour

équation y =—x—In2 (méme ordonnée a I’origine, pente opposée).

Finalement :

Les droites A:y=x—In2 et A’:y=—-x—In2 sont asymptotes a C, en + oo et — oo respectivement.

Exercice 13

Posons f(x) = xe™.

On a bien |f(x)|=X =+ quand x — + o, mais Re(f)(x) =xcosx et Im(f)(x)=xsinx n’ont pas de limite
quand X — + oo,

Exercice 14

VneZ,onaVxe[n;n+l[, E(x)=n donc f(x)=n+(x—n)?2.
o Sur |n;n+1[, fest une fonction polyndéme donc elle y est continue. Ainsi, f est continue sur R\Z.

o Ona 1im+f(x)=n+(n—n)2=n=f(n).
Sur [n—1;n[,ona E(x)=n-1donc f(x)=n—-I1+(x—n+1)? et lim f(x)=n—-1+(n—n+1)?2=n.
Donc, lim+f x)= lim+f (x)=f(n) et f est continue en n. Ainsi, f est continue sur Z .

Finalement :

f est continue sur R.

Sa courbe représentative a 1’allure suivante :




PCSI

Exercice 15

a) Posons I=[a,b]. Alors, f(I) cI équivauta V xe[a,b], a<f(x)<b eten particulier, a<f(a) et f(b)<b.

Posons alors g(x) =f(x)—x. Comme f est continue sur I, g aussi avec g(a)=0 et g(b)<0. Le théoreme des
valeurs intermédiaires assure alors qu’il existe ce [a,b] tel que g(c)=0. c est alors un point fixe de f, donc :

f admet au moins un point fixe.

b) Posons a nouveau g(x) =f(x)—x.Comme plus haut, g est continue sur R .
Comme f et x — — x sont décroissantes sur R , g I’est aussi.
De plus, f étant décroissante sur R , donc :

o Soit lim f(x)=+0c,soit lim f(x) est finie. Dans les deux cas, on a alors lim g(x)=+oo.

1
X —>—o0 — -

o Soit lim f(x)=—0c0,soit lim f(x) est finie. Dans les deux cas, on a alors lim g(x)=—co.

X —>+ o0 X —>+ oo X —>+ oo

Ainsi, g est continue et décroissante sur R de + o a — co donc le théoreme des valeurs intermédiaires assure
alors qu’il existe ce R tel que g(c)=0. Ainsi, f admet au moins un point fixe.

Supposons maintenant que f admet deux points fixes c et c' tels que c<c'.

Alors, par décroissance de f, on a f(c) >f(c') et comme f(c)=c et f(c')=c',ona c>c', ce qui est absurde.

Finalement :

f admet un unique point fixe.

c) Sifest k-lipschitzienne sur R,ona V (x,y)e R?2, [f(x)-f(y)I<kIx—-yl.
En particulier, Vxe R, If(x)—f(0)I<kIx I, soit f(0)-kIxI<f(x)<fO)+kIx]I.
Donc VM >0,0ona lxI<M = f(0)-kM<f(x)<f(0)+kM.

Comme suggéré, cherchons une réel M >0 tel que f([-M,M]) c[-M,M], c’est-a-dire tel que V xe R tel
que I[xI<M, ona -M<f(x) <M. Avec ce qui précede, il suffit de choisir M tel que —M <f(0)—kM et

f(0)+kM <M, c’est-a-dire tel que f(0)<(1-k)M et —f(0)<(1-k)M, ou encore tel que M 2% (car

k<1 donc 1-k >0).

If(Olzl,Onal ~M<f(0)-kM et f(0)+kM <M donc V xe[-M,M] :

Réciproquement, si M =

-M<fO)-kM<f(0)-kIxI<f(x)<fO)+kIxI<f0)+kM <M.
Donc f([-M,M]) c[-M,M]. La question a) permet alors de conclure que f admet au moins un point fixe.
Supposons maintenant que f admet deux points fixes c et ¢' distincts.
On aalors If(c)—f(c)I<klc—c'l, soitavec f(c)=c et f(c)=c', lc—c'I<klc—c'l.
Or,si c#c',onalc—c'l>0 donc 1<k ce qui est absurde.

Finalement :

f admet un unique point fixe.
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Exercice 16

Posons lim f(x)= lim f(x)=/.

X ——oo0
Si f est constante, V xe R, f(x)=/ et tout point correspond a un extremum. Si f n’est pas constante, existe
ae R tel que f(o)# 7.

OnaVvVe>0:
o dA >0 telque Vx>A_, If(x)-/l<e,soit /—e<f(x)</l+E ;
o dB,>0 telque Vx<-B,, If(x)-/l<e,soit /—e<f(x)</l+E.
Eten posant, A=max(A,,B,),ona Vx¢[-AA], /—e<f(x)</+E.
Considérons alors deux cas :
o Sif(a)</,onpose e=/—f(a)>0.Ilexistealors A >0, tel que Vx¢&[-A,A], f(a)<f(x).
Ceci implique entre autres que V x & [— A,A], f(x) #f(a) donc ae[-A,A].
De plus, f est continue sur R donc sur [- A,A] et f([— A,A]) est un segment. Ceci implique que  admet
un minimum sur [— A, A], atteinten ce [— A,A].

On a alors en particulier, f(c)<f(a) donc Vxe[-A,A], f(c)<f(a)<f(x) et Vxe[-AA],
f(c)<f(x). Ainsi, Vxe R, f(c) £f(x) donc f admet un minimum sur R .

o Si f(a)> ¢, alors — f vérifie toutes les hypotheses précédentes (elle est continue sur R, admet — ¢ pour
limite en — o et + w0 et — f () <— ¢ ) donc elle admet un minimum sur R , et f admet un maximum sur R .

Finalement, dans tous les cas :

f admet un extremum.

Exercice 17

1. Soit ae R.

o SiaeQ,alorscomme R\Q estdense dans R, il existe une suite (a, ), d’irrationnels de limite a.
Onaalors Vne N, x,(a,)=0 donc nl_i)er)(Q(aln) =0. Mais x,(a)=1, donc nl_i)er)(Q(aln) #Xo(a), ce qui
prouve que X, n’est pas continue en a.

o SiaeR\Q, alors comme Q estdense dans R, il existe une suite (a, ), de rationnels de limite a.

On a alors Vne N, y,(a,)=1 donc nl_i)rilm Xo(a,)=1.Mais x,(a)=0, donc nl_i)er)(Q(aln) #Xo(@), ce qui
prouve que X, n’est pas continue en a.

Finalement :

X est discontinue en tout point de R.

2. Soit ae Q.
On a alors, par définition de f, f(a) #0. Or, comme plus haut, il existe une suite (a,),, d’irrationnels qui

converge versaet Vne N, a ¢ Q donc f(a,)=0 et lim f(a,)=0#f(a). Ainsi, f n’est pas continue en a.
n—>+oo

Soit maintenant a€ R\ Q.
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On a f(a)=0. Montrer que f est continue en a, revient a montrer que V € >0, il existe un réel o >0 tel que
VxeR,Ix—-al<a = If(x)l<e.

Or, Vxe R\Q, f(x)=0 donc Ve>O0, If(x)|<¢e et montrer que f est continue en a, revient 2 montrer que :
Ve>0,ilexisteunréel >0 telque Vre Q, Ir—al<a = If(r)I<e.
Procédons par analyse-synthese.

Sir=PecQ,avec peZ, qe N" et prq=1,ona f(r):l donc If(r)l<e ol o q>l.
q q q €

1 .
Supposons alors que q <—. On peut écrire q<q, avec q, = E(lj
€

€
Pour qe[l,qo]] fixé, posons Vpe N, a,= B—a .Comme a¢ Q,ona VpeN, a, >0.
q
De plus, lim a =+co donc il existe un certain p, € N tel que Vpe N, a 2a,  >0.
p—>+o q

Posons o.=min(a, ,a, ,....a, )>0.Onaalors, ¥V qe [Lg,] et VpeN, a, 0.

Ainsi, on a trouvé une réel o > 0, qui ne dépend que de q,, donc que de €, tel que :

Pa
q

Vr:BeQ,qe[[l,qo]]:Hr—aI: >
q

Ceci implique Vr:BeQ tel que peZ,qu* et paq=1,on Ir—al<a = q>q,.
q
1 1 1
Or,q>q, = q=q,+1=E| = |+1>— = If(r)I=f(r)=—<E&.
€ € q

Tout compris, Ve>0, 3a>0 telque Vre Q, Ir—al<a = If(r)l<e et ainsi, f est continue en a.

Finalement :

f est continue en tout point de R\ (Q et discontinue en tout point de Q.

Exercice 18

a) Soit f continue et ne s’annulant pas sur un intervalle I.

Supposons qu’il existe (a,b)eI? tel que f(a)<0 et f(b)>0. Alors, d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe ce [a,b]c I ou[b,a]c 1 tel que f(c) =0 et donc f s’annule sur I, ce qui est absurde.

Donc, V (a,b)e I2, (f(a)>0 et f(b)>0)ou (f(a)<0 et f(b)<0), ce qui prouve que :

f garde un signe constant sur [.

b) Soit f continue et prenant un nombre fini de valeurs sur un intervalle I.

Supposons qu’il existe (a,b)e 12 tel que a<b et f(a)#f(b). Posons J=[f(a),f(b)] ou [f(b),f(a)]. Comme
f(a) #f(b), J contient une infinité de valeurs. Or, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, VyeJ, il
existe x € [a,b]c 1 tel que f(x)=y et donc f atteint toutes les valeurs de J, qui est infini. Ceci contredit le fait
que f(I) est fini, donc V (a,b)e 12, f(a)=f(b) et ainsi :
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f est constante sur 1.

¢) Soit f est T-périodique sur R et admettant une limite finie ¢/ en + .

Supposons qu’il existe a€ R tel que f(a) # ¢ et posons €=If(a)—/1>0.

Comme Iim f(x)=/,3JA>0telque Vx>A, I[f(x)-/ll<e=If(a)—/]I.

X —>+o00

Or, la suite (a+nT) _ diverge vers + oo donc il existe pe N tel que a+pT > A et [f(a+pT)—-/I<If(a)—-/I.
Mais f étant T-périodique, on a f(a+pT)=f(a) etdonc If(a)—/I<If(a)— /I ce qui est absurde.
Ainsi, Vxe R, f(x)=/ etdonc :

f est constante sur R .

Ici, on n’a pas utilisé I’hypothese de continuité, donc cette hypothese n’est pas nécessaire.

d) Soit f définie sur R et telle que Jae R tel que lal#1 et Vxe R, f(ax)=1f(x).
Une récurrence immédiate permet de montrer que Vxe R et Vne N, f(x)=f(a"x).

o Silal<l,ona VxeR, lim a"x =0 et comme f est continue en 0, f(x)= lim f(a"x)=1(0).

n—+oo

Ainsi, Vxe R, f(x)=f(0) donc f est constante.

X

o Silal>1,onaentreautres a0 et Vxe R, f(x):f(a—j:f(ij.Deplus, =L<1.
a a

lal

a

. . - 1 .
On peut alors appliquer le raisonnement précédent en remplacant a par —, ce qui permet de conclure que
a

dans ce cas aussi, f est constante.

Finalement, dans tous les cas :

f est constante sur R .

Exercice 19

Appelons d la fonction donnant la distance en km parcourue par le randonneur en fonction du temps t (exprimée
en heures). La fonction d est définie sur [0;2] avec d(0)=0 et d(2) =12. De plus, comme notre randonneur ne

pratique pas la téléportation instantanée, la fonction d est continue sur [0;2].

Montrer qu’il existe un intervalle de temps d’une heure pendant lequel le randonneur a parcouru exactement 6
km, revient a montrer qu’il existe une durée T telle que d(T+1)=d(T)+6.

Posons alors f(t) =d(t+1)—d(t).
La fonction f est définie sur [0;1] et continue (comme différence de telles fonctions). Le théoréme des valeurs

intermédiaire assure alors 1’existence d’un antécédent pour tout nombre compris entre f(0) et f(1) (quel que

f0)+1()

soit I’ordre de ces deux nombres) et en particulier, pour Or:

fO)+f(1) _d)—d(0)+d(2)-dd) _d(2)—-d(©0) 12-0
2 2 B 2 2

=6.
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Donc, il existe Te [0;1], tel que f(T) =

f(o)—;f(l) =6, c’est-a-dire d(T+1)=d(T)+6 et ainsi :

Il existe bien un intervalle de temps d’une heure pendant lequel le randonneur a parcouru exactement 6 km.

Exercice 20

Dans un premier temps, supposons que lim (f(x+1)—f(x))=0.
Alors Ve>0, 3A>0 telque Vx=>A,
Vx2A,posons n=E(x—-A)=0.

Onaalors n<x—A<n+l < A<x-n<A+let Vke[0,n]:

f(x+D)-f(x)<e & —e<f(x+D)-f(x)<Ee.

x—k=2x—-n>2A = —-e<f(x-k+1)-f(x-k)<e
On peut donc écrire, en sommant ces inégalités de k=1 an:

—ne<i(f(x—k+l)—f(x—k))<ne & —ne<f(x)-f(x—n)<ne.

k=1
Et comme x > A >0, on peut écrire :

_£8<f(x)—f(x—n)<£8 o f(x—n)_£€<f(x) <f(x—n)+£€.
X X X X X X X X

Or, 0fsn<x—-A<x donc 0< I <1 et la double inégalité précédente implique :
X

f(x—n)_£< f(x) < f(x—n) re (D).
X X X

Enfin, la fonction f étant continue sur R, elle ’est sur le segment [A;A+1] et donc elle est bornée sur
[A;A+1]. Ainsi, il existe M >0 tel que Vte[A;A+1], —-M<f(t) <M.
M < f(x—n) SM

Or, on a vu que A<x—-n<A+1 donc —M<f(x—n)<M donc ——
X X X

gendarmes donne lim f(x-n) =0. Alors, 3A'>0 telque Vx=>A',ona —€< f(x—n)
X —>+00 X X

et le théoreme des

<E€E.

Alors, si B=max(A,A") >0, la double inégalité (1), combinée avec celle ci-dessus donne V x > B :

£(x)

—2e<—=<2e.
X
m < 2¢, c’est-a-dire que :
X

En résumé, nous venons de prouver que Ve>0, 3B>0 tel que Vx =B,

lim @:

XD+ X

0.

Si maintenant, ona lim (f(x+1)—f(x))=/ avec € R, posons g(x)=f(x)—¢x.Onaalors VxeR :
g(x+D)—g(x) = (F(x+D)—b(x +1)) = (F(x) = x) = £ (x + 1) — £ (x) .

Donc lim (g(x+1)—g(x))=0 et d’apres ce qui précede, lim &) _ lim f=fx _ lim ) _

X—=>+o00 ¥ X —>+oo X X—=>+o ¥

1=0.

D’ou :
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T _

X—=>+o00 ¥

Exercice 21

1) Soit Ae R.Ona:
f,(x)=In(A-x)-x=0 & In(A-x)=x & A=e"+x.
Posons alors h(x)=e* +x.
La fonction h est définie et dérivable sur R en tant que somme de telles fonctions et h'(x)=¢* +1>0.
La fonction h est donc strictement croissante avec X11)r£1mh(x) + o0 et hm h(x)=-
Comme h est dérivable sur R, elle est continue sur R donc h réalise une bijection de R dans R.

Ainsi, tout réel A posséde un unique antécédent x, parhetona h(x,)=2A donc x, =h™'(X).

Finalement :

L’équation f, (x) =0 admet une unique solution réelle g(A)=h""(L).

2) On a vu que h est une bijection continue et strictement croissante sur R, donc sa réciproque g=h"" est
continue et strictement croissante sur R .

3) Ona hmh——oo et limh =+ oo donc, avec g=h"', ona aussi limg=—oco et limg=+oo.

+oo

Par définition, VAe R,ona:
In(A-g))=gA) & ¥ +gh) =1

eg(k) 7»
g g

Alors g(A)=0 = A=1etpour A#1,ona g(A)=0 eton peut écrire

g
Alors, comme hm g(k) +oo,0na hm (L—lJz lim =+oo ce qui implique que lim @zo.
A=+ g()\‘) A—+oo g()\‘) A—+oo }\‘

In(A—g(A
Alors, pour A>1, 0 _In(A=e®) 1 1n(1—&7‘)j et 1im EM = jim 1+L1n(1—&7“)j -1,
InA InA InA A Aot I[nA, Aot In A

soit :

g(A) ~InA

gM)
Par ailleurs, pour A =1, e2* +gA)=A = =2 HO) 1—eT.
gh)

Comme hm g(?»)——oo on a hm © =0, donc klirzl &}L):l,soit:

g) ~ A

Exercice 22
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a) Ona Vne N, u , =f(u,) avec f(x)=v1+x.

La fonction f est définie, strictement croissante et positive sur [—1;+ o[ . De plus, V xe [-1;0[, x <0<f(x) et

Vxe[0;+o0o] :
—x2 _
f(X)—XZ\/1+X—X=1+X Ll ! ! \/g—x x—1+\/§ .
I+x+x ~I+x+x{ 2 2
Comme <0, ona f(x)—x estdu signe opposé a celui de x—1+2\/§ sur [0;+ oo[. Ainsi :

2 2

f(x)>x sur {_1;14.2\/5 {, f(1+\/§]:1+2\/§ et f(X)<x sur {1+\/§;+oo{.

Définition de u :

o Siu,<-1,alors u, n’est pas défini, donc la suite non plus.

o Siu,=-1,alors u, estdéfini et u, =0 etsi u, estdéfini et positif, alors u_,, est défini et positif, ce qui

2 P *
prouve par récurrence que u est définieet Vne N , u >0.

Ainsi :

La suite u est définie si et seulement si u, =—1.

Variations de u :

Comme f est croissante, le sens de variation de u dépend de la position relative de u,, et u, =f(u,).

) 1+ )
o Si-1<uy;< ,ona u, >u, etdonc u est croissante.

+45

. 1 L
o Siu, >T, alors u, <u, et u est décroissante.

. 1++5
o Siu,= T\/_, ona u, =u, etdonc u est constante.

Limite de u :

. . .y . 1+
o Onavuque Vne N, u, 20 donc u est minorée (par O ou u,, le cas échéant) donc si u, > ———

est décroissante et minorée donc convergente.

) 1++/5
, prouvons par récurrence que Vne N, —=1<u_< .

o Si-l<u, < \
2

= Par hypothese, I’'inégalité est vraie au rang 0.

1+\/§

2

, alors comme f est strictement croissante sur [—1;+ o[, ona:

1+\/§ 1+\/§

2 2
La propriété est donc initialisée et héréditaire, donc elle est vraie Vne N.

1+\/§

= Si-lI<u, <

f(—l)Sf(un)<f( ] < 0<u,, <

Alors, st —1<u, < , la suite est croissante et majorée par donc convergente.

, alors u
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. 1++/5 .
o Enfin, si u, = T\/_ , la suite est constante donc convergente.

De plus, on a vu que la suite est positive a partir du rang 1, donc sa limite ¢ aussi. Or, la fonction f est continue

+45

sur R, donc f(£)=/,soit /= IT Finalement, dans tous les cas :

1+\/§
5

La suite u converge vers

2+x
1+2x

b) Posons f(x)=

VneN, u, =f(u,) et une récurrence immédiate (menée comme dans la question précédente) prouve

Vne N, u, estdéfini et positif, donc la suite u est bien définie.

La fonction f est rationnelle et définie sur R, donc elle est dérivable sur R, et f'(x) = (1_—23)2 <0 donc f est
+2X

strictement décroissante sur R, .

Par ailleurs, Vxe R, f(x) =0 donc f of est définie, continue et strictement croissante sur R, et :

24 2+x
Fof(-x=— L2y HIZ000,
142 X 5+4x
1+2x
Sur R, M>0 donc f of(x)—x est du signe de 1—x, soit le tableau :
5+4x
X 0 1 + 0
fof(x)—x + 0 -

Alors, avec f(1)=1, u,=f(u,), u,=fof(u,) et u; =fof(u;),ona:
e Siu, =1, lasuite u est constante.
e SiO<u,<l,ona:

o u,>u, etlasuite (u,, )  estcroissante et une récurrence immédiate prouve qu’elle est majorée
donc convergente vers ¢ tel que fof(/)=/ (car f of est continue), c’est-a-dire vers 1.

o f(u,)>f() soit u,>1 donc u, <u, et la suite (u, ),y est décroissante et minorée par 0, donc
convergente vers ¢ tel que f of (/) =/¢ donc vers 1.

® u,>1 lesrdles de (u,, ).y €t (u,,.,),.y sontinversé mais elles convergent quand méme toutes deux
vers 1.

Finalement :

La suite u converge vers 1.

Remarque : Quand une suite est définie par uye R et u,, =f(u,) avec f une fonction homographique

(quotient de deux fonctions affines), on peut trouver une expression de u, en fonction de n.
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au_ +b

La méthode est de poser une suite auxiliaire v, définie par v, =—= et de choisir a, b, ¢ et d de maniere a ce
cu, +d
. P ) u - . ) 1
que la suite v soit géométrique. Dans notre cas, on trouve que si v, = U v est géométrique de raison ——
u_+

n

donc v, =v, (— %j ,d’ou:

OH,YEAH? OH,YEAH? OH YEAH? SEE?/ WHAT
I'VE GoT 1'VE GOT I DiDALL DID I TELL
I'M I'm I'm THREE FOUR MY WoRK You ?/

DEAD. DEADER. DEADEST. || FINALS  FINALS IN ADVANG] s
AND A AND A So I HAVE
PAPER PAPER  NOTHING
DUE THIS DUE THIS DUE THIS

WEEK. WEEK. WEEK.
- ’

¢




