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DS de Mathématiques n° 4

4 heures

Calculatrices interdites

Exercice 1

Soient E un ensemble non vide, A une partie de E et les applications :
f:7(E)—> .ZE); X>XNA et g: 7(E)—> .Z(E); X—> XUA.

1) Montrer que : f surjective & A =E < finjective.
2) Montrer que : g surjective <& A= < ginjective.

Exercice 2

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, notée *. On suppose en outre qu’il
existe (a,e)e E? tel que a*e=a et que 'application Y, :E — E ; x > a*Xx est injective.

1) Montrer que Vxe E, exx=X.

2) Prouver que s’il existe be E tel que a*b=e, alors a et b commutent.
On suppose maintenant que V x € E, I'application Yy, :E = E; y > x *y estinjective.
Soit ue E. On dit que x est idempotent si u*u=u.

3) Montrer que si ue E est idempotent, alors Vxe E, uxx=x.

4) Prouver que si u et v sont deux éléments idempotents distincts de E, alors il n’existe aucun couple
(x,y)e E2 tel que x*u=y=*v.

5) En déduire que si E admet un élément neutre alors c’est e et que e est le seul élément idempotent de E.

Exercice 3

Dans I’espace rapport¢ a un repere orthonormé direct (O,T,E,E), on considere les points A(2,1,—1),
B(-3,-11),et C(1,-1,-1).

1) Montrer que A, B et C ne sont pas alignés et déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

2) On note H le projeté orthogonal de A sur (BC). Déterminer un systeme d’équations cartésiennes de la
droite (AH).

3) Soient te R et S, la sphere de centre Q (1,t,1—t) et de rayon 2.
a. Déterminer la ou les valeur(s) de t telles que S, est tangente a (ABC).

b. Monter S, M (ABC) est un cercle si et seulement te I ot I est un intervalle de R que I’on précisera.
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c. Quand il existe, on note H, le centre de ce cercle intersection de S, et (ABC). Déterminer le lieu des

points H, lorsque t varie.

4) Prouver que les droites (AB) et (OC) ne sont pas coplanaires et déterminer une représentation
paramétrique de la perpendiculaire commune a (AB) et (OC).

5) Déterminer I’ensemble & des points M de I’espace tels que AMABC=BMAAC.

Exercice 4

On cherche a déterminer toutes les fonctions f : R — R, continues sur R, s’annulant en O et telles que :

x+yj_f(x)+f(y)
2 ) 2 '

vV (x,y)e R2, f(

On note (E) cette équation fonctionnelle.

1) Montrer que les fonctions linéaires sont solutions du probleme.

2) Soit f une fonction solution du probleme. On pose f(1)=a.
a. Montrer que f est impaire.
b. Prouverque Vne N et Vxe R, f((n+1)x)—f(nx)=f(x).

© On pourra évaluer f((n+2)x)+f(nx).

c. Endéduireque Vne N et Vxe R, f(nx)=nf(x).
d. Evaluer alors fsur N, Z, Q, puis R.

3) En déduire toutes les fonctions vérifiant les hypotheses de 1’énoncé.

Exercice 5

Soient a et b deux réels tels que a <b et f une fonction définie sur [a,b], croissante et a valeurs dans [a,b]. On
veut montrer que f possede un point fixe (c’est-a-dire qu’il existe ce [a,b] tel que f(c)=c.
On pose A ={xe[a,b]\f(x)>x}.

1) Montrer que A est non vide et majorée. On pose ¢ =sup(A).

2) Montrer que f(c)=c, puis que f(c)<c.

3) Conclure.

Exercice 6

n—I
Soient ne N et xe R. Etablir que ZE(X +E)= E(nx) .
n

k=0



