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Chapitre 14 — Fonctions Numériques

I — Fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles
1. Définitions
Définition :

‘ Une fonction a valeurs réelles est une application de R ou une partie de R dans R.

Définition :
On dit qu’une propriété portant sur une fonction définie sur I est vraie au voisinage de a avec a€ I sielle
est vraie sur 1’intersection de I avec un intervalle ouvert J, centré en a si a€ R ou de la forme ]c;+ oo si

a=+4o ou |—oo;c[ si a=—o0,

Définition :

Dans le plan muni d’un repere, la courbe représentative ou représentation graphique d’une fonction a

valeurs réelles est I’ensemble des points de coordonnées (x,f (X)) quand x décrit L.

2. Opérations
On définit les opérations suivantes sur R' : V (f,g)e R'xR' :

e Somme : f +g estlafonction définie sur I, x — f(x)+g(x).
® Produit : fxXg (ou fg) est la fonction définie sur I, x — f(x)g(x).
®  Produit par un nombre : ¥ he R, Af est la fonction définie sur I, x > Af(x).
o Jnverse:Si Vxel, f(x)#0, 1/f estlafonction définie surl, x — 1/f(x).
®  Quotient :Si Vxel, f(x)#0, g/f estlafonction définie sur I, x — g(x)/f(x).
® Composée :Si feR', ge R’ et f(I)cJ, lacomposée gof est la fonction définie sur I, x — g(f(x)).
e  Valeur absolue : | f | est la fonction définie sur I, x — [ f(x)1.
Propriétés :
(R',+,X) est un anneau commutatif non integre et (R',+,.) estun R -espace vectoriel.

3. Relation d’ordre

Propriété et définition :

On définit aussi sur R' la relation suivante : V (f,g)e R'xR', f <g ssi Vxel, f(x)<g(x).

Cette relation définie ci-dessus est une relation d’ordre partielle sur R'.

Définition :
Soit V (f,g)e R'xR'. On peut définit les deux fonctions sup(f,g) et inf(f,g) par:

inf(f,g) : x — min (f(x),g(x)) et sup(f,g): x > max (f(x),g(x)).

Propriété :
f+g—-If—gl
—2 .

VY (f,g)e R'XR, sup(f,g)zw

et inf(f,g) =
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4. Fonctions majorées, minorées, bornées
Définition :
Soit fe R'.

On dit que f est majorée (resp. minorée) s’il existe un réel p tel que V xe I, f(x)<u (resp. f(x) =2 ).
On dit que p est un majorant (resp. minorant) de f ou encore que f est majorée (resp. minorée) par .

On dit que f est bornée si elle est majorée et minorée.

Propriété :

(fB(I, R),+,><,.) est une sous-algebre de (R',+,%,.) (sous-espace vectoriel et sous-anneau).

Définitions :
Soit fe B(I,R). La borne supérieure (resp. inférieure) de f est la borne supérieure (resp. inférieure) de

f(I). Elle est notée supf ou supf(x) (resp. ir}f f ou imjf(x) ).
1 Xe

xel

5. Extremum
Définitions :
Soit fe R' et ae I. On dit que :

e f(a) est le maximum (resp. minimum) global de fsi V xe I, f(x)<f(a) (resp. f(x)=>f(a)).

¢ f(a) est le maximum (resp. minimum) local de f si f(x) <f(a) (resp. f(x)=f(a)) au voisinage de a.

¢ Si f(a) est le maximum ou le minimum global (resp. local) de f, on dit que f(a) est un extremum global
(resp. local) de f.

e Sif(a) est un extremum de f sur I, on dit qu’il est atteint en a.

6. Monotonie

Définitions :

Soit fe R'.

f est croissante (resp. décroissante) sur I'si V (x,x)e 2, x<x' = f(x) <f(x') (resp. f(x") <f(x)).

f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I si V (x,x")e 2, x<x' = f(x)<f(x")
(resp. f(x") <f(x)).

f est (strictement) monotone sur I si elle est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante sur 1.

Propriétés (immédiates) :

e Sifetgsontdeux fonctions de R' (strictement) monotones sur I de méme sens de variation, alors :
» f +g est (strictement) monotone sur I et de méme sens de variation que f et g.

» Sifet g sont positives sur I alors fg est (strictement) monotone sur I, de méme sens de variation
que fetg.

e Soient fe R' et ge R’ avec f(I) .

» Si f et g sont (strictement) monotones de méme sens, gof est (strictement) croissante.
» Si f et g sont (strictement) monotones de sens contraires, gof est (strictement) décroissante.
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7. Parité — Imparité

Définitions :

Soit fe R'.

On dit que f est paire (resp. impaire) si [ est centré en Oet Vxe I, f(—x)=1f(x) (resp. f(—x)=—1f(x)).

Propriété :
Z et # sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R'.

Propriétés :
Soient f et g deux fonctions de R'.
e Sifet g sont paires, alors fg est paire et si f og est définie, elle est paire.

e Sifet g sontimpaires, alors fg est paire et si f og est définie, elle est impaire.

e Sifest paire et g impaire (ou vice-versa), alors fg est impaire et si f og est définie, elle est impaire.

8. Périodicité

a. Définition :

Définitions :

Soient f € R* oli A est une partiede R et Te R".

On dit que f est périodique s’il existe Te R" tel que xe A & x+Te A et Vxe A, f(x+T)=f(x).

On dit alors que f est périodique de période T ou T-périodique.

Propriété :
L’ensemble des périodes d’une fonction périodique muni de + est un sous-groupe de (R,+).

b. Périodicité et opérations :

Propriété :
Soit Te R". Si on appelle .# 1’ensemble des fonctions T-périodiques sur A, alors (.%,+,X,.) est une

sous-algebre de (R*,+,%,.) (sous-espace vectoriel et sous-anneau).

Propriété :
‘ Si fest T-périodique sur A et ge R® avec f(A) < B, alors gof est T-périodique sur A.

9. Fonctions lipschitziennes
Définition :
Soient f € R'. On dit que f est lipschitzienne si Ik e R, telque V (x,y)e I2, If(x)—f(y)I<SkIx—yl.

On dit alors que f est k-lipschitzienne.

Propriété :
Si on appelle ¥ I’ensemble des fonctions lipschitziennes sur I, alors (.%,+,.) est un sous-espace
vectoriel de (R',+,.).
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II — Limites

1. Limite finie

a. Définitions :
Définitions :
Soient f e R' définie au voisinage de ae I et un réel /.

® Siaest fini, on dit que f admet / _pour limite au point a si :

Ve>0,d3a>0 telque Vxel, Ix—al<a = If(x)-/I<e.

Si a est fini, on dit que f admet ¢ _pour limite a droite au point a si :

Ve>0,3a>0 telque Vxel, a<x<a+a = If(x)-/I<e.

Si a est fini, on dit que f admet ¢ _pour limite a droite a gauche au point a si :

Ve>0,d3a>0 telque Vxel, a—a<x<a = If(x)-/I<Le.

® Si a=+0o0,onditque fadmet ¢ pour limite en + 0 si :
Ve>0,3A>0telque Vxel, x2A = [f(x)-/I<e.

® Si a=-—o0,onditquefadmet ¢ pour limite en — o si :
Ve>0,FA>0telque Vxel, x<-A = If(x)-(I<e.

b. Premieres propriétés :
Propriété :
Si une fonction admet une limite finie en un point alors cette limite est unique.

Notations :

e Cette propriété permet de noter la limite : limf(x)=/ ou limf =/.

X—a

e Si limf =/ et f(x)=/ (resp. f(x)</) au voisinage de a, on note limf =/0" (resp. limf =/0)

e Pour une limite a droite (resp. a gauche), on note :

lim f(x)=/ ou limf(x)=/ ou limf =/ (resp. lim f(x)=/ ou limf(x)=/ ou limf =7).

X>a x<a
Propriété :

‘ Toute fonction admettant une limite finie en a€ I est bornée au voisinage de a.

Propriété :
Toute fonction admettant une limite strictement positive en a€ [ est minorée, au voisinage de a, par un
nombre réel strictement positif.

2. Limite infinie
Définitions :
Soient f € R' définie au voisinage de ac 1.

e Siaest fini, on dit que f admet + oo (resp. — ) pour limite au point a si :
VA>0,3da>0telque Vxel, |Ix—al<a = f(x)>A (resp. f{(X)<—A).
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e Si a=+o0,ondit que f admet + oo (resp. — o) pour limite en + oo si :
VA>0,3dA>0telque Vxel, x>2A = f(X)>A (resp. f(x)<—A).

e Si a=-—o0,ondit que f admet + oo (resp. — o) pour limite en — 00 si :

VA>0,3dA>0telque Vxel, x<-A = f(x)>A (resp. f(x)<—A).

3. Opérations sur les limites

a. Fonctions de limite nulle :

Propriétés :
e f(x)>0 < Ifl(x)—>0.

¢ L’ensemble des fonctions de R' de limite nulle en a est un sev de R' stable par produit.

Propriété :
Le produit d’une fonction bornée au voisinage de a par une fonction de limite nulle en a est de limite
nulle en a.

Corollaire :

L’ensemble des fonctions de R' de limite nulle en a est stable par produit.

b. Fonctions de limite finie quelconque :

Propriété :
Si f(x) » ¢ quand x —a alors [f(x)| =1/l que x > a.

Propriété :
L’ensemble des fonctions de R' admettant une limite finie en a est une sous-algébre de R'.
De plus, si limf =/ et limg=/", alors V (A,u)€ R?, im(Af +pg) =ML+l et limfg=/(0".

Propriété :

1
m—:

a

e Sifne s’annule pas au voisinage de a et limf =/¢#0, alors li % .

e Sifne s’annule pas au voisinage de a, limf =/#0 et limg=/", alors lim€ = R

a f

Propriété :
Soient f € R' telle que limf =be R et g est définie sur J tel que f(I) cJ telle que ligng =leR.

Alors, limgof =/.

c. Fonctions de limite infinie :

Propriété :
Soient f et g deux fonctions définies sur I.

e Si limfzioo,alors 1im|f|=+00.

a

e Silimf =400 (resp. —o) et g bornée au voisinage de a, alors lim(f + g) =+ o (resp. —o0).
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e Si lignf =1 oo, g de signe constant et | g| est bornée par deux réels strictement positifs au voisinage de
a, alors lign fg =1 oo (suivant les signes de f et g : voir le tableau).

e Si lignf =beR et g est définie sur J tel que f(I)cJ telle que lifng =400 (resp. —oo), alors
ligngof =+ oo (resp. —oo).

¢ Pour les autres opérations, voir le tableau.

4. Limites et relation d’ordre

Propriété :
Silimf=/eR et limg=/"'e R avec f <g au voisinage de a, alors /< /',

Propriété :
Si If(x)I<g(x) au voisinage de aet limg =0, alors limf =0.

Corollaire : Théoreme des gendarmes.

‘ Si h(x) <f(x) <g(x) au voisinage de aet limh=limg=/€ R, alors limf =/.

Propriété :
‘ Si g(x) <f(x) au voisinage de a et limg =+ oo, alors limf =+ 0.

a

5. Limites et monotonie

Théoréeme :

Soit f croissante sur 1.

e Si a#—oo etfestdéfinie et majorée au voisinage de a”, alors liar_nf = sup{f(x), xelN] —oo;a[} eR.
® Si a#—oo etfdéfinie et non majorée au voisinage de a”, alors lizi[nf =+ o0,

® Sia#+oo etfestdéfinie et minorée au voisinage de a*, alors limf =inf {f(x),xe INJa;+ec[}e R.

e Si a#+ oo et fdéfinie et non minorée au voisinage de a*, alors li[nf =—o0,

a

6. Limites et suites

Propriété :

Si limf =/ avec (€ R et (u, ),y €stune suite a termes dans I de limite a, alors lim f(u, )=/.

a n—+oo

Propriété : Caractérisation séquentielle d’une limite.

limf =/ avec fe R & I’image par f de toute suite réelle a termes dans I et de limite a, a pour limite /.
a

7. Limites et représentation graphique

e Si limf =/, alors la courbe de f admet la droite d’équation y =/ pour asymptote horizontale en + oo.

+oo

Idem en — oo.
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e Si a est finie et imf =%+ ou 1irpf =t ou limf=xo, alors la courbe de f admet la droite

a a

d’équation x =a pour asymptote verticale.
e Si il existe deux réels finis a et b tels que lim [f (x)—(ax +b)] =0, alors la courbe de f admet la droite
d’équation y =ax +b pour asymptote oblique en + c. Idem en — 0.

Pour déterminer une éventuelle asymptote oblique en + oo, la méthode est la suivante :

o Evaluer lim @
X+ X

o Si cette limite vaut a fini, alors évaluer lim [f(x)—ax].

X >+
o Si cette limite vaut b fini, alors la droite d’équation y =ax +b est asymptote oblique a la courbe
de fen + oo.

III - Relations de comparaison

Dans tout ce qui suit, on considere ae I etfet g deux fonctions définies sur I telle que g ne s’annule pas sur I
privé de a (le cas échéant).

1. Domination, négligeabilité

Définitions :

® On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe une fonction u définie sur I et bornée au
voisinage de a telle que f =ug au voisinage de a. On note f =0O(g) ou f(x) = Q(g(x)) .

® On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe une fonction € définie sur I et de
limite nulle en telle que f =€g au voisinage de a. On note f =o(g) ou f(x)= o(g(x)) .

Propriétés :

e f=0(g) & f est bornée au voisinage de a.
: g

e f=0(g) & lim£=0
a a g

Propriété :
f =o(g) = f=0(g). Laréciproque est fausse.

Propriétés :

e Jesrelations O et o sont transitives.
a a

e Sif=0(g) (resp. f =o(g))alors Ve R", f =O(Ag) (resp. f =0(Ag)).

e Si £=0(g) et h=0(g) (resp. f=0(g) et h=o0(g)) alors V (A,n)e R2, Af +uh=0(g) (resp.
Af +puh =0(g)).

e {=0(g) alors pour toute fonction h ne s’annulant pas au voisinage de a, fh =O(gh) . Idem avec o.

o f = (a)(gl) et f,= (a)(gz) ou g, et g, ne s’annulent pas au voisinage de a f,f, = (a)(glgz) . Idem avec o.

e Sif=0(g) (resp. f =0(g)) et f ne s’annule pas au voisinage de a, l = O(%] (resp. l = 0(%) ).
a a g a g a
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2. Equivalence

Définition :

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a s’il existe une fonction € de limite 1 en a telle que,
f =€g au voisinage de a. On note f(x);g(x) ou f:g.

Propriété :

f~g & f=g+o(g) & 1im£=1.
a a a g

Propriétés :
La relation ~ est réflexive, symétrique et transitive.
Propriétés :
Si f ~g et h est une fonction ne s’annulant pas au voisinage de a alors :
e fet gsontde méme signe au voisinage de a.
¢ Si g admet pour limite /€ R en a, f aussi.

g= Q(h) (resp. g= Q(h) ), alors f = Q(h) (resp. f = Q(h) ).
Si h= Q(g) (resp. h= Q(g) ), alors h = Q(f) (resp. h = Q(f) ).

Propriétés :
* Sif~galors VAe R, AMf ~Ag.

. . .. f
e Sif ~g etf,~g,,lesfonctions ne s’annulant pas au voisinage de a, alors ff, ~g g, et 2 8

f, » g

3. Comparaison des fonctions usuelles
Propriétés :
Soient trois réels non nuls o, B et a>0.

e SiO<ax<l,alors a* = o(x%) etsi a>1, alors x*=o0(a").
+ oo +oo

Si <0, alors x“= o ((lnx)B) etsi >0, alors (Inx)® = o (x%).

Si O<a<l1,alors a* = o ((lnx)B) etsi a>1,alors (Inx)’ = o (a*).

Si a<B, x*=o(x").

Propriétés :
Soient deux réels non nuls o et .
e Sia<P,IxP=o(x1%).
0

e Sio>0 alors X“zo(llnxlﬁ) etsi <0, alors IInx IP=0(x%).
o* o*

4. Exemples simples de développements limités d’ordre 1
Propriété :
Si f est une fonction dérivable en 0, on a f(x) =f(0)+f'(0)x + %)(x) .
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Applications :
e In(l+x)= x+(0)(x).
. e"=1+x+%)(x).
o (1+x)°‘=1+ocx+%)(x).
U sinx=X+(g(x), tanx=x+(g(x) et cosx =1+0(x).

U shx=X+(g(x), thx=x+(3(x) et ChX=1+(3(x).

2 1
® Pour cos et ch, on a méme : cosx = I—XE+ (3()(2) et chx= 1+EX2+ (3()(2) (DL d’ordre 2).

IV - Continuité

Dans ce qui suit, on considere une fonction f € R' et ael.
1. Définition

Définitions :

¢ On dit que f est continue en a si limf(x)=1f(a).

® Ondit que f est continue a droite (resp. a gauche) en a si lim f(x)=f(a) (resp. lim f(x)=1(a)).

¢ On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point de 1.

Notation : On note C,(I,R) (resp. C(I,R)) I’ensemble des fonctions continues en a (resp. sur I) et a valeurs
réelles.

Propriété :
Si f est lipschitzienne sur I, alors elle est continue sur I.

2. Continuité et opérations
Propriétés :
e (C (ILR) et C(I,R) munis des opérations usuelles sont des R -algébres commutatives.

e Sifestcontinue en a (resp. sur I), |f | I’est aussi.
¢ Quand il est défini, le quotient de 2 fonctions continues en a (resp. sur I) est continu en a (resp. sur I).
® Quand elle est définie, la composée de deux fonctions continues est continue.

e Sifetgsontcontinues en a (resp. sur I), alors inf(f,g) et sup(f,g) sont continues en a (resp. sur I).

3. Restriction et prolongement

Propriétés :
Soient f € C(I,R) et J un intervalle inclus dans I. La restriction de f a J est continue sur J.

Définitions :

Soit be I\ fini. Si f admet une limite finie ¢ en b, on dit que f se prolonge par continuité en b.

Dans ce cas, on appelle prolongement par continuité de f la fonction f définie par :

f(x) sixel

f:Iu{b}—>R;xH ]
/ six=b
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4. Image continue d’un intervalle — Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme :

Si fe C(I,R), alors f(I) est un intervalle. Autrement dit, I’'image d’un intervalle par une fonction
continue est un intervalle.

Corollaire : Théoréeme des valeurs intermédiaires.
Si fe C(ILR) et [a;b]c 1.

Tout réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent dans [a;b] par f.

5. Image continue d’un segment

Théoréme :

Si feC([a;b],R), alors f ([a ;b]) est un segment. Autrement dit, I’image d’un segment par une fonction

continue est un segment.

6. Bijection continue

Onnoteici I=la;blavecl=]Jou[,afiniou a=—c etbfiniou b=+,

Propriété :

Si fe C(I,R) est strictement croissante (resp. décroissante) sur I, alors A =limf et B =lignf existent
a

(éventuellement infinies) et f(I) =1 A;BI (resp. IB;Al), ouvert en A si I est ouvert en a, fermé en A si |
est fermé en a, ouvert en B si I est ouvert en b, fermé en B si I est fermé en b.

Propriété :
Soit fe R' strictement monotone sur I et telle que J=f(I) est un intervalle. Alors, f est une bijection

continue de I dans J.

Théoreme : de la bijection continue.

Si fe C(I,LR) est strictement monotone sur I, alors elle est bijective de I sur J=f(I) et sa bijection
réciproque est continue sur J.

Propriété :
Si f est une fonction bijective de I dans J=f(I), alors les représentions graphiques de f et f~' dans un
repere orthonormé sont symétrique par rapport a la premiere bissectrice A:y =x.

V — Application aux suites récurrentes

Soit f définie sur un intervalle I de R tel que f(I) cI. On considere la suite (u,) ., définie par u el et
VneN, u, =f(u,). Comme f(I)cI, une récurrence immédiate prouve que la suite u est bien définie.

L’étude de u repose sur celles de f et de g définie par g(x) =f(x)—x (surtout, du signe de g(x)). Néanmoins,
on peut avoir certains résultats directement :

Propriété :

Si f est bornée, u I’est aussi.
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Propriété :

Si f est croissante sur I, alors u est monotone. Plus précisément, si u, <u,, u est croissante et si u, =2u,, u
est décroissante.

Si f est décroissante sur I, alors (u, ).y et (u,., ).y sont monotones de sens contraires. Plus
précisément :

® siu,<u,, (u,, ),y estcroissante et (u, )  €st décroissante.

® siu,2u,, (u,, ),y estdécroissante et (u,, ., )  €stcroissante.

Propriété :
Siu converge vers /e I et festcontinue en ¢, alors ¢ est un point fixe de f, soit f(£)=/¢.

VI - Extension aux fonctions a valeurs complexes
1. Généralités
Définition :

‘ Une fonction a valeurs complexes est une application de R ou une partie de R dans C.

Définition :
Soit fe C' une fonction a valeurs complexe. On a appelle partie réelle de f, notée Re(f), la fonction
x > Re[f(x)], partie imaginaire de f, notée Im(f), la fonction x > Im[f(x)], fonction conjuguée de f,

notée f, la fonction x > f(x) et module de f, notée |f |, la fonction x |f (x)| .

Définition :

Soit f une fonction complexe. On dit que f est bornée si | f | Iest.

Propriété :

(’B(I,C),+,><,.) est une sous-algebre de (C',+,%,.) (sous-espace vectoriel et sous-anneau).

2. Limites et continuité

Dans ce qui suit, on considere une fonction f € C'etael.
Définitions -
Soit un nombre complexe /.

Si a est fini, on dit que f admet / _pour limite en a si :

Ve>0,d3a>0 telque Vxel, Ix—al<a = If(x)-/ll<e.

On dit que f admet / pour limite en + oo (resp. — ) si :

Ve>0,dFA>0telque Vxel, x>A (resp. x<—A) = If(x)-/I<Ee.
Si ae I, on dit que f est continue en a si lim f(x)=f(a) et que f est continue sur [ si elle est continue en

tout point de L.
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Propriété :
Si f admet une limite finie en a alors :

® cette limite est unique et on la note limf(x) ou imf .

X—a

e fest bornée au voisinage de a.

* limf(x)=/¢ = limlf(x)I=I/l.

X—a

Propriété :
e Jimf =/e C sietseulement si limRe(f)=Re(/) et limIm(f)=Im(/).

o limf =/{e C si et seulement si lim% =7,

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions telles que limf =/ et limg=/".

lim(f+g)=(+10".
limfg=/00".

Si ¢'#0 alors g ne s’annule pas au voisinage de a et lim£ =§ (en particulier, liml = % ).

g g
Si he R’ avec h(J)c 1, aeJ, limh=bavec be h(J) et limf =/, alors limf oh ="/

Propriété :
C,(LC) et C(I,C) munis des opérations usuelles sont des C-algébres commutatives, stables par

passage au quotient.



