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Corrigé du DS n° 5

Exercice 1

1) Remarquons que :

f?—fog+f-id,=0 & f’—fog+f=id, & fo(f—g+id,)=id, & foh=id,
avec h=f-g+id;.
Alors, Vxe E,ona x=f oh(x) =f(h(x))e Imf , donc Imf =E, ce qui prouve que f est surjective.

Or, E est de dimension finie et f € L(E), donc :

f est bijective.

Comme foh=id,,ona f 'of ch=f "'oid,, soit h=f "' etainsi :

f'=f-g+id,

2) f'=f-g+id,,ona g=f—f ' +id,.

Or, f commute avec f, f ™' et id, donc avec f —f ™' +id, . Ainsi :

f et g commutent.

3) a. Sifestune symétrie, alorsona f ' =f etdonc g=f—f ' +id, =id, . Ainsi :

Si f est une symétrie, alors g =1id.

. . . . - . 1
b. Si f est une homothétie de rapport A non nul, soit f =Aid,, alors f ' est I’homothétie de rapport y et

2 —
£ :%idE. Alors, g =f —f ~'+id, = Aid, —%idE +id, :%idE et ainsi :

2 —
Si f est une homothétie de rapport A # 0, alors g est I’homothétie de rapport % .

c. Soit f une affinité de rapport A non nul, de base F et de direction G.

Si on note p la projection sur F parallelement a G et q =id; —p, le projecteur associ¢ ap,ona f =p+Aq.

1
On a pq:qp:p_pZZO et si u:p+xq’ona:

1 1 .
fou =(P+%q)°(p+xq]=pz+%qp+qu+q2=p+q=ldg-
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De méme, uof =id; donc f est bijective de réciproque u, c’est-a-dire 1’affinité de rapport e de base F et de

direction G. Alors :

2 __ 2 __ 2 —
g=f—f '+id, =p+7\,q—p—lq+idE =uq+idE =p+q+ A 1q=p+m
A A A
Donc :
Si f est une affinité de rapport A =0, g est I’affinité de
A2+A-1 . . o
rapport — de méme base et méme direction que f.
Exercice 2

1) Soit xe Imgnkerf .Onaalors x =g(z) avec ze E et f(x)=0;.

Or, g=gofog donc:
x=g(z)=gofog(z) =gof (g(z)) =gof(x)=g(f(x))=g(0p) =0;.
Ainsi, Vxe Imgnkerf,ona x=0; donc:

Imgnkerf ={0}.

Supposons que E=Img+kerf. Alors Vxe E,ona x=g(z)+x; avec ze E et f(x,)=0,.
® Enappliquant f, on obtient : f(x)=fog(z)+f(x;)=fog(z).
e En appliquant g, on obtient : gof(x)=gofog(z)=g(z).
Donc, g(z) =gof(x) et X, =x—g(z) =x—gof(x).
Réciproquement, V x € E, on peut écrire X =gof(x)+x—gof(X), avec :
e gof(x)=g(f(x))eImg.
o f(x—gof(x))=f(x)—fogof(x)=0 car fogof =f,donc x—gof(x)e kerf
Ainsi, tout x de E se décompose en la somme d’un vecteur de Img et d’une vecteur de kerf donc :

E=Img+kerf.

Finalement, on a bien :

E=Img®kerf

2) Si E=Img®kerf, alors dimE =rg(g)+dim(kerf), soit rg(g) =dim(kerf)—-dimE.
Par le théoreme du rang, on a dimE =rg(f)+dim (kerf), soit rg(f) =dim (kerf) —dimE .

Ceci prouve que :

rg(f) =rg(g)

3) On a déja clairement Img c E donc f(Img) < Imf .

Réciproquement, soit x € Imf . Il existe ze€ E tel que x =f(z).
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Or, f=fogof donc x=fogof(z)=fog(f(z))=fog(x)=f(g(x)).

Comme g(x)e Img,ona xe f(Img) etainsi, Imf cf(Img).

Finalement :

f(Img) =Imf

Exercice 3

1) Ona FcCE.
e 0, estla fonction nulle sur R donc il est clair qu’elle s’annule en 0, donc O, € F (et F est non vide).
e V(f,2)e F2 et V (A,w)e R2, posons h=Af +ug.
E étant un espace vectoriel, he E et h(0) =Af (0)+ug(0) =Ax0+ux0=0 donc h=Af +ugeF.

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E donc :

F est R -espace vectoriel.

2) Dans I’énoncé, il est dit que @ est a images dans E (ceci est vrai car si f est indéfiniment dérivable sur R,
alors f' et x > xf(x) aussi donc @(f)e E).

e V(f,g)eF2et V(A,n)e R2, posons h=Af +ug.Onaalors VxeR :
@(h)(x) =h'(x) —xh(x)
= (M +pg)'(x) = x(Af +pg)(x)
= M (%) + g (X) — AxF (X) — pux g (x)
=M(f'(x)-xf(x)) +1(g'() - xg(x))
= Ao(f)(x) +Hp(g)(x)
Donc @(h) = @(Af +pg) =A@(f)+ue(g) et ainsi, @ est linéaire.
e Soit ge E. On a g=@(f) si et seulement si f est une fonction de E vérifiant 1’équation différentielle
(E):y'—xy=g ettelle que f(0)=0.
L’équation (E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre. Si on lui
adjoint la condition initiale f(0)=0, on obtient un probleme de Cauchy dont on sait qu’il admet une

unique solution dérivable sur R . Cette solution dérivable f vérifie V xe R, f'(x) =xf(x)+g(x) etsi gest

indéfiniment dérivable sur R, une récurrence immédiate prouve que f I’est aussi, donc que f e F (car elle
s’annule en 0).

Ceci prouve que toute fonction g€ E admet un unique antécédent par @, donc que @ est bijective.

Finalement, @ est une application linéaire bijective de F dans E donc :

¢ est un isomorphisme de F dans E.
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3) Soit ge E. On cherche f =¢'(g).

Pour déterminer f, il faut résoudre effectivement le probleme de Cauchy décrit dans la question précédente :
fsolutionde (E):y'—xy=¢g
£(0)=0

Soit (H):y'—xy =0, I’équation homogene associée a (E). Les solutions de (H) sont les fonctions de la forme

X Hl(exp(r(tdt)zlm2 avec ke R.

On cherche alors une solution particuliere de (E) par la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire de la
forme x> k(x)ej ou k est une fonction dérivable sur R. En réinjectant dans (E), on obtient V xe R,

k'(x)=g(x) e 2. Une solution particuliere est donc la fonction x - e? J-Ox g(t) e 2dt.

X2 X2 t2

Les solutions de (E) sont alors les fonctions de la forme x > ke? +e? .[ " g(t)e_zdt avec ke R . La solution f

[2

qui s’annule en O est telle que k=0, donc Vxe R, f(x)= ei .[ g(t)e 2dt. Ceci prouve que :

2 t2

¢ ':E=F;g— 0 '(g) telleque ¢ '(g):x e?J-Ox g(t)e 2dt.

Exercice 4

n+l 1 n

1) VneN ,onau,, —u, —z Z\F \/_

La suite u est strictement croissante.

>(0 donc:

De plus, Vne N' et Vke[l,n],ona k<n donc

v

§\= =~

eten sommant de k=1 a k=n, on obtient :

i -

n

u =

n

.

-

k=1

Comme lim +/n =+ oo, on obtient par comparaison :

n—+o

lim u, =+o0

n—+oo

2) VneN et Vte[n,n+1],ona

<—<—" Et, en intégrant sur [n,n+1], on obtient :

n+1d n+1d n+l
J' \/Fﬂ‘ t J' : 3[2\/_] <T \/—SZH 2J_<T.

Alors, en sommant membre a membre de 1 a n, on obtient (avec un télescopage au milieu), Vne N i

Z <2vn+1 2<Z— = u,,,-1<2Vn+1-2<u,.

o Vvk+1




PCSI février 2012

Donc, Vne N, ona:

2vn+1-2<u_ etu, A <2vn+1-1.

La seconde inégalité se récrit u, < 2vn -1 pour n>2 etpour n=1,ona Wl-1=1= u, donc I'inégalité reste

vraie. Finalement, on a bien Vne N :

2Jn+1-2<u_ <2Vn-1

Onaalors Vne N :

\/EI u, 1_#
NN AN

Or, lim LH = lim 1+l —L =1 et lim [I—Lj =1 donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
n—+oo \/H n—+oo n \/H n—+oo 2\/3

=1, soit :

ona lim

n—+oo 2\/_

un~2\/ﬁ

3) D’apres ce qui précede, on a immédiatement :

lim v, =

n—+oo

De plus, Vne N :

n+l-vn 1 I Vntl-vn
_\/n+1 Jn+1 Jn ’

1 n+1—x/ﬁ 1 vn+1 \/_(2\/— 0.

>

n+1_ Jn _\/F Jn

Et :

1 \/F\/_(Z\/_ D=

1 2Jn -1
2Jn 1) = _
Jn+1 Jn ( v :

\/n+1 (\/n+1+\/_)\/_ Jn+1 n2+n+n
n2+n+n—\/F(2\/H—1):n+ n+1-vnZ+n
Jn+1(/n2+n+n) Vn+1(+/n?+n +n)
_ (n+ﬁ)2—(n2+n)
Jn+1/n2+n+n)(n+vVn+1+v/n2+n)

2nvVn+1+1
(n+\/n+1+\/n2+n)(\/n+1+\/_)\/_\/n+1
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Ainsi, Vne N* :

v v > 1 2nvn+1+1 50
T it e vn+1+vn2+n)Wn+1+vn)vnvn +1
Donc :
La suite v est strictement croissante.
Exercice 5

1) VneN tel que n>2, la fonction f  est définie et dérivable sur R, en tant que différence de telles

n

. 1 n—1
fonctions et en posant a, =—argth| ,/—— |,ona:
n n

f '(x) =n(1—-th2(nx))—1=n (n_l - th2(nx)j =n(th(na,)+th(nx))(th(na,)—th(nx)).
n

Comme la fonction th est positive sur R, , le signe de f, '(x) est celui de th(na,k)—th(nx) sur R, et on obtient

le tableau :
X 0 a, + o0
£,'(x) ' 0 _
f(@,)
fn / \
0 —oo

Ona lim th(nx)=1 donc lim f (x)=—oo.

X —>+oo0

Sur [0;a, ], f, est strictement croissante donc sur ]0;a_], f (x)>f (0)=0 = f (x)#0.

Sur [a ;+oo[, f  est strictement décroissante, continue (car dérivable), f (a,)>0 et lim f (x)=—oco, donc le
X —>+oo0

théoreme de la bijection assure qu’il existe un unique réel x, € Ja ;+oo[ tel que f (x,)=0.

Finalement :

f (x) =0 admet une unique solution strictement positive.

2) Remarquons que le tableau de variations de f, implique immédiatement que V xe R, f (x)<0 si et
seulement si x >x_ .Or, Vne N telque n=2,0na f (1) =th(n)-1<0 (car Vxe R, th(x)<1)donc:

VneNtelque n=22, x, <I.

3) La fonction argth est définie et dérivable sur ]0;1[ donc g I’est aussi en tant que quotient de telles fonctions

et Vxe]0;1[,ona g'(x)z%(ﬁ—argthxj.

Posons h(x) = I_X

i argth x .



PCSI février 2012

La fonction h est définie et dérivable sur [0;1[ en tant que différence de telles fonctions et :

h'(x)—l_X2+2X2— I 2x2
To(1-x22 1-x2 (1-x22°

vV xe ]0;1[, h'(x) >0 donc h est strictement croissante sur [0;1[ et ainsi, V xe ]0;1[, h(x)>h(0)=0.

Comme sur ]0;1[, g'(x) est du signe de h(x),ona g'(x)>0 donc g est strictement croissante sur ]0;1[ et :

® la fonction argth est dérivable en O et argthO=0 donc lirr(l) g(x) = lirr%) argth x ~ argth 0 =argth'0=1 ;

. lim1 argth x =+ o donc lim1 g(x)=+0co.

Enfin, g est continue (car dérivable) sur ]0;1[ donc :

g réalise une bijection de ]0;1[ dans [1;+oo.

4) D’apres les question 1 et2,ona Vne N telque n>2, x, € ]0;1[ et:

fn (Xn) = th(an)—Xn =0 th(l’]Xn) =X, I argth Xn

=n & g(x,)=n.
X - v

n

Or, g est strictement croissante sur ]0;1[, donc V (x,x")e ]0;1[*, x<x' & g(x)<g(x").

Ceci implique que Vne N telque n22, g(x,)=n<n+l=g(x ) © X, <X,,, . Alnsi:

n+l *

(X,),s, €ststrictement croissante.

5) D’apres les question 2 et 4, la suite (x,) ., est croissante et majorée par 1, donc elle converge vers une
limite finie /.
Comme x, >0 et (x,),,, croissante,ona Vne N tel que n>2, x,  2x, donc £>x,>0.

Alors, lim nx, =+oco donc lim th(nx,)= lim thX=1.0r, ona th(nx, )=x, donc:

n—+oo n—+oo X >+

lim x, =1

n—+oo

6) Posons V xe |-1;1[, @(x)=argthx —In X :argthx—%ln(1+x)—%ln(l—x).

1-x
La fonction @ est dérivable sur ]—1;1[ en tant que somme de telles fonctions et :

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
0'(x)= - + - + - =
1 1+x 1-x 1-x2 21-x2

X2 214x 21-x 1-x2 2

Donc, ¢ est constante sur |—1;1[ et ¢(0) =0 donc ¢ est nulle sur ]—1;1[ et ainsi :

Vxe]-1;1[, argthx =1n X

1-x




PCSI février 2012

7) a. Onavuque Vne N telque n=>2, x_ € ]0;1[ et nx, =argthx, .

) .. . 1+x .
Avec la question précédente, on obtient nx, =In " L soit :
-X

n

1 1
nx =—In(l+x )——In(1—-x ).
n 2 ( n) 2 ( n)

Donc en posant x, =1—-€¢ ,ona Vne N telque n>2 :

1 1
n(l-¢ )=—In(2—¢ )——Ine_.
(I-¢,)) 5 (2-¢)) 5 ME

b. La formule précédente se récrit Vne N telque n=2 :

Ing, In(2-¢))

. —2(-¢,).

Donc :

In(ne,) _ Inn +ln£n _ lnn+ln(2—€n)+2£
n n n n

-2.

n

) ) . In(2-¢ . Inn )
Or,comme lim x, =1,ona lim € =0 donc lim (—“)=0 et comme lim —— =0, on obtient :
n—+oo n—+oo n—+oo n n—+e 1
. In(ne ) Inn In(2-—¢
lim (—“)z lim [ + ( “)—2(1—8n)}=—2.
n—+oo n n—+oo n n
L. In (ne ) In (ne
Alors, en écrivant ng_ mexp(nM), ona lim ngz—oo et:
n n—+oo n

lim ng, =0

n—+oo

c. En récrivant la formule de la question a. sous la forme 2n+In€, =2ne +In(2—¢ ) et en passant a la limite,

on obtient :
lim (2n+1Ing )= lim (2ne, +In(2—¢,))=In2.
n—+oo n—+oo
Donc :
lim e*g, = lim e =2.
n—+oo n—+oo

Ce qui prouve que :

-2n
€ ~2e




