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I — Formes multilinéaires

Dans cette partie, on considere un K -espace vectoriel E avec K=R ou C.
1. Définitions

Définition :

Soit pe N'. Une forme p-linéaire sur E est une application @:E? =K telle que ‘v’ke[l;p]] et

\v/ (Xl,...,Xp)G E’, I'application ¢, :E > K ; x (p(xl,...xk_l,x,xkﬂ,...,xp) est linéaire.

Si p=2, on parle de forme bilinéaire ; si p=3, on parle de forme trilinéaire.

Notation : On note IP(E, K) I’ensemble des formes p-linéaires sur E.

2. Formes multilinéaires alternées et antisymétriques

Définitions :

Soit @ une forme p-linéaire sur E.

¢ On dit que ¢ est alternée si V (XI,XZ,...XP)E E®, (p(xl,xz,...,xp) =0 deés que deux vecteurs parmi les
X, sont égaux.

e On dit que @ est antisymétrique si V(xl,xz,...xp)e E?, @(...X;,0 X(s) == @Q(.o0, X sy Xi,00.) quels

J ]

que soient i et j distincts entre 1 et p.

Propriété :

Une forme p-linéaire sur E est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

IT — Déterminants
Dans toute cette partie, E est un K -espace vectoriel de dimension finie ne N”.
1. Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base

Théoréme et définition :

L’ensemble A (E,K) des formes n-linéaires alternées sur E est un K -espace vectoriel de dimension 1.

De plus, il existe une unique forme n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur une base
B =(e,,...,e,) donnée de E. Cette forme n-linéaire est appelée déterminant dans la base B, notée det,, .

Si F=(x,,....x,) est une famille de n vecteurs de E, le déterminant de cette famille dans la base 2 est
det, (F)=dety(x,,....X,).

Propriétés :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2, B une base de E et deux vecteurs X et X' de
coordonnées (x,y) et (x',y") dans B.Ona:

det; (X, X")=xy'-x'y.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3, B une base de E et trois vecteurs X, X' et X" de
coordonnées (x,y,z), (x,y'z") et (x",y",z") dans B.Ona:

det, (X, X", X")=x"yz'-x"y'z+x'y"z—xy"z'+xy'z"-x"yz".
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Propriétés :
Soient B et B' deux bases de E. On a :
e det, =det, (B)xdet,.
o dety (B)xdetyz(B')=1.

2. Déterminant d’une matrice carrée
a. Définition :
Définition :
Soit Ae M_(K). Le déterminant de A, noté det A, est le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la

base canonique de K" .

Notation : Si A=(a,;), onnote :

4, 4, a,
a a cee a
21 Q9o 2,
detA=| . . .
a’n,l an,2 a’n,n

b. Déterminant 2x2 :
Ona:

=ad—bc.

Interprétation géométrique :

Dans le plan, pour deux vecteurs u et v, on a det(d,v)=IlvIl.llull.sin(u,v) et det(u,Vv) est I’aire algébrique
du parallélogramme construit sur u et v.

c. Déterminant 3 x3 :

Ona:
x x' x" x x' x"
detly y' y"|=ly y' y"|l=x"yz'-x"y'z+x'y"z-xy"z+xy'z"-x'yz".
z z' 72" z z' 72"

Interprétation géométrique :

Dans I’espace muni d’un repere orthonormé, pour deux vecteurs u, v et w , det(u,v,w) est le volume
algébrique du parallélépipede construit sur i, v et w.

Remarque : On a la formule : det(d,v,w)=(UAV).W.

3. Déterminant d’un endomorphisme
Théoreme et définition :
Soient fe L(E) et B une base de E. Le scalaire dety (f(B)) est indépendant de la base B et est appelé

déterminant de f, noté detf .
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Propriété :
Soit f € L(E) et B une base de E. Pour toute famille ‘F de n vecteurs de E :
det,, (f(F)) = det, (f(B)) xdetz (F).

Propriété :
Soit f € L(E) et B une base de E. On a detf =det, (MB (f)) .

III — Propriétés des déterminants
1. Propriétés du déterminant d’une famille de vecteurs
Dans cette partie, on considére une base B de E.
V (X, Xp,.X,) € EP
e dety(x,,X,,....x,) =0 des que deux vecteurs parmi les x, sont égaux ;

° detB(...,xi,...,xj,...) =— detB(...,xj,...,xi,...) quels que soient i et j distincts entre 1 et p.

Propriétés :

YV (X,,X,,....X, )€ E" :

e YV (ALA,,...A)e K", dety(A X, ,A)X,,.. A X, ) =A A, A, dety (X, X,,.., X,) -
VAe K, dety(AX,,AX,,....,AX, ) = A" dety (X, X, ... X, ) .

On ne change pas la valeur de det,(X,,X,,....,X,) en ajoutant a I’'un des vecteurs x, une combinaison

linéaire des autres vecteurs.

Une famille (x,,X,,...,X,) estliée si et seulement si det,(X,,X,,....x,)=0.

Une famille (x,,X,,...,X,) estlibre si et seulement si det,(x,,X,,...,x,) #0.

2. Caractérisation des bases
Théoreme :
Soient B une base de E et F une famille de n vecteurs de E.

JF estunebasede E < det, (F)+#0.

3. Propriétés du déterminant d’un endomorphisme

Propriétés :
Soit fe L(E).Ona:
* Pour toute famille F de n vecteurs de E, det,, (f(F))=detf xdet,(F).
e VAieK, det(Af)=A"detf .

Propriété :
Soit (u,v)e L(E)*.Ona:
det(uov)=detuxdetv.
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Propriété :

Soit f € L(E). f est un automorphisme de E si et seulement si detf # 0. Et dans ce cas, detf ' = Y
e

4. Propriétés du déterminant d’une matrice

Propriétés :

Soit Ae M_(K).

¢ Si A possede deux colonnes identiques, alors det A =0.

e Si C,C,,...,C, sontles colonnes de A, alors V (A,A,,..., A, )e K", det A'=AA,..A, detA ol A' est
la matrice obtenue en multipliant chaque colonne i de A par A, .

e VAeK, det(AA)=A"detA.

¢ On ne change pas la valeur de det A en ajoutant a ’'une des colonne de A une combinaison linéaire
des autres colonnes.

n

Propriétés :
Soient A et B deux matrices de M, (K).

e detAB=detBA =det AxdetB.
1

detA
o Si A et B sont semblables elles ont le méme déterminant.

o det'A=detA.

e AeGL, (K) & detA=0,etdans ce cas, det A~ =

IV - Calcul pratique d’un déterminant

1. Calcul en dimensions 2 et 3

On a vu que :
X Xl A\l
a b Al n n \J n Al 1 n n 1 Al n Al A\l
=ad—-bc y y' y"|l=x"yz'-x"y'z+x'y"z—xy"z'+xy'z"-x"yz".
c
Z Zl ZH

Reégle de Sarrus : Pour calculer un déterminant en dimension 3.

C’est une méthode pour calculer simplement un déterminant 3x3. Elle consiste a écrire les 3 colonnes du
déterminant, puis a recopier les 2 premicres a la suite. On effectue le produit des termes des 6 diagonales,
puis on les ajoute en les dotant d'un signe suivant le schéma suivant :

2. Déterminant d’une matrice diagonale
Propriété :
Si A =diag(a,,a,,...,a,) alors det A =a xa,X...Xa,.
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3. Effet des opérations élémentaires sur les colonnes ou les lignes d’un déterminant
Propriétés :

VvV Ae M, (K) de colonnes C,,C,,...,C, :

e multiplier une colonne de A par o multiplie le déterminant par o ;

* ajouter oC; a C; ne change pas le déterminant ;

e échanger deux colonnes transforme le déterminant en son opposé.

Propriété :

V Ae M, (K).Si A est triangulaire de coefficients diagonaux a,, a,, ..., a, , alors det A =a, xa, X...xa_.

4. Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Propriétés et définitions :

A=(a ;e M, (K). On note A;; le déterminant de la matrice (n—1)x(n—1) obtenue en supprimant la

™ ligne et la j*™ colonne de A.

e Vje[ln], ona detA=> (-~1)"a, A, ;. Cette fagon de de procéder s’appelle développement par
=1

rapport 2 la i*™ colonne.

e Vie[ln], ona detA=> (-1)"a, A, . Cette fagon de de procéder s’appelle développement par
=1

rapport 2 la i™ ligne.

V — Applications du déterminant aux systemes de Cramer
Propriété :
Un systeme lin€aire nxn de matrice associée A est de Cramer si et seulement si det A #0 et dans ce cas,

detA, detA, det A

detA ~ detA T detA
partir de A en remplagant la i*™ colonne par B.

I’unique solution est le n-uplet ( j ou Vie |I1,n]] , A, est la matrice obtenue a



