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Corrigé du DS n° 6

I - Autour de la fonction Gamma d’Euler

LA -

L.A.1) Quel que soit le réel x, la fonction # > t*"'e”" est continue sur R’ comme produit de telles
. . . ol - el - 1 ez
fonctions et par croissance comparées lim +**'e”' =0, donc t*'e”' = o (—J et comme ’intégrale

t—>+o t—>+oo\ f

. +eo dt teo . .
de Riemann L — converge, L t*'e”'dt converge (toujours quel que soit x).
t

De plus, t""'e”" ~

>+

. Va . 1 xX— . .
et 'intégrale de Riemann I ! 'dt converge si et seulement si x>0, donc

. A 1 =1 —
il en va de méme pour .[Ot e”'dt .

. +oo — — . .
Finalement, .[ . t“"'e”'dt converge si et seulement si x>0, donc :

La fonction I est définie sur D=TR_, .

I.A.2) Pour tout xe Ri, les fonctions ¢ > t* et t > e ' sont de classe C' sur Ri. Alors, pour tout

[a.b] =R’ , on a, en intégrant par parties :
b b b b
j te’'dt = [— t)‘e_’] +j xt7leldt=ate —bYe +x j e dt .

Et, en passant aux limites quand @ — 0 et b — + oo, on obtient pour tout xe R’ :

I'(x+1)=xI'(x)

Soit xe D =]R*+. Posons u, =I'(x+n) pour tout ne N. On a alors pour tout ne N :
U, =T(x+n+)=(x+m)(x+n)=(x+n)u,.

Comme x>0,ona x+k #0 pour tout ke N, donc pour tout ne N" :

u u

n+l n

(x+n)(x+n-0D..(x+Dx B (x+n—0D..(x+Dx

.. . u «
Ainsi, la suite ( 1 j est constante donc pour tout ne N :
neN"

(x+n-1..(x+1Dx

e =8 oy =T(x)
(x+n—D..(x+Dx x ° '
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Finalement :

Pour tout ne N°, I'(x+n)=(x+n-1...(x+ DxT(x).

En posant x=1€ D =R, on obtient pour tout ne N', T'(n+1) =nx..x2XIx['(1) =n!xT(1)

Comme I'(1) = .[ 0+m e 'dt =1, on obtient pour tout ne N" :

I'(n)=(n-1)!

t2

I.A.3) Les fonctions ¢+ e~

_#4 . , .
et t—>e " sont continues sur R, comme composées de fonctions

. . . . , . _ . 4
continues (polynomiales et exponentielle) et par croissances comparées, lim t’¢™" = lim t’¢™" =0.

t—>+o0o t—+oo

teo 2 too 4 v s . +eo dt -
Donc I , ¢ "dt et IO e ' dr convergent car I’intégrale de Riemann I —- converge. Ainsi :
t

+o0 +o0
Les intégrales J-O e "dt et .[ . ¢ "'dt existent bien.

Les fonctions #+>” et t+>¢* sont toutes deux des bijections de classe C' de R, dans R, .

+o0

+ o0
peut donc effectuer le changement de variable u =t dans I . e dt et u=t* dans I . e "dt .

Ceci donne :
rme‘rzdt =I+we_”lu_”2du =lj+wu”2"le"”du
0 0 2 2Jo
I+me_‘4dt =rme_”lu_3/4du :lrmum_le_”du
0 0 4 490
Soit :
j+°°e-’2dz:1r 1) o j”" dgr=tpfL
0 2 \2 0 4 \ 4
LB -

I.B.1) On considere deux réels a et b tels que O0<a<b.

Pour tout x€ [a,b] ettout te R, ,ona 0<a<x<b et:
e 5i0<7r<1,Int<0 donc bInt<xInr<alnt,soit 0<¢’ <t* <t =max(t,t") <t +1°
e sit>1,Inr>0 donc alnt<xInz<blnt,soit 0<r* <t* <t =max(t*,t") <t* +1°.

Ainsi, dans tous les cas, pour tous x€ [a,b] et re R, :

0<t <max(t*,f") <t +¢°

On
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I.B.2) Notons f:(x,t)i>t""e " =" ""e™" définie sur R, xR’ . Pour tout ke N :

pour tout t€ R , X f(x,t) estde classe C* sur ]R*+ comme produit de telles fonctions ;
o' f
a k

Ri comme produit de telles fonctions ;

(x,t)=(Int) e“ ™™ =(Int)* " 'e”" est continue par morceaux sur

pour tout xe R, ¢+

pour tout [a,b] = R}, et pour tout (x,7)€ [a,b]xR, on a, d’apres la question précédente :

t hl—z

o' f
‘ 0| =[Ind" e <|ind" @+ ) 'e =|na| e +|ind| 1 = (1) .

a k

. k a1 —t .. . # .
La fonction 7> |1n t| t“"e”" est positive et continue par morceaux sur R, comme produit de

telles fonctions et :

o par croissance comparées lim t“"'¢””* = lim (Int)* e "> =0, donc lim |1nt| t“'e” =0 et
t—>+o t—>+o t—+oo
: : k a1 —t 1 teo k a1 -t : 3
ainsi, |lnt| t“e'= o || et L |1nt| t““e'dt converge par comparaison a
t—+oo\ ¢
e s ) +eod
I’intégrale de Riemann L — convergente ;
t
s 4 : a/2 a 1 a/2 al2-1
o par croissance comparées hm|lnt| =0 et |1nt| (|lnt| )t , donc
t—0
k a1 1 _ al2-1 1 ka1 4 . T
|1nt| t“e'=o (t ) et 0|1nt| t“ e 'dt converge par comparaison a l’intégrale de
t—0

1
Riemann .[ . t“*'dt convergente (car % >0, donc %—1 >—1).

—t

. k 4 ., «
La fonction ¢ |1n t| t“"e”" est donc intégrable sur R’ .

1 -t

n k .. . . .
De la méme facon, 7+ |ln t| t’ est positive, continue par morceaux et intégrable sur R, et

donc, la fonction @ est positive, continue par morceaux et intégrable sur R, comme somme de
telles fonctions.

+ o0
Tout ceci permet de conclure que la fonction I': x J-O t*'e”'dt est de classe C~ sur [a,b], de

N
dérivées successives 'V : x I .

. akf
ox*

(x,0)dt = j 0+°° (Int) r*e'dr.

Comme ceci est vrai pour tout segment [a,b] c R} et U[a e [a,b] =R, on peut conclure que :

[ est de classe C” sur R et pour tous ke N et xe R, T'¥(x) = J-Om (Int)‘t*"e"dr .
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I1.C-

I.C.1) D’apres la question précédente, I est deux fois dérivables sur R’ avec pour tout x€ R, :
[0 =" (no’tedr.

Or, t— (Int)’t*'e”" est positive et continue (comme produit de telles fonctions) sur Ri et ne s’y
annule qu’une seule fois. Ceci permet d’affirmer que I'"(x)>0 pour tout xe R”. Ainsi, "' est
strictement croissante sur R, donc s’y annule au plus une fois.

Par ailleurs, on a I'(1)= jo“"e-'dzzl et, d’aprés la question LA.2), T(2)=T(1+1)=1xI'(1)=1.

Ainsi, I'(1) =1(2) =1 et I est dérivable sur [1,2] (donc continue sur [1,2] et dérivable sur ]1,2 [),
donc, d’apres le théoreme de Rolle, il existe e ]1,2[ tel que T''(§)=0. Ainsi, I'' s’annule au

. . *
moins une fois sur R, .

Finalement :

"' s’annule exactement une fois sur R, enunréel &€ |1,2[, donc [ §]=1.

I.C.2) On vient de voir que I'' est strictement croissante sur Ri ,ets’annule en e ] 1,2 [ ,donc :

e pourtout xe |0,§[, I'(x)<I'(€)=0 ;
e pourtout x€ |§,+oo[, ['(x)>T'(&)=0.

Ainsi :

I est strictement décroissante sur ]0,&[ et strictement croissante sur | &,+ oo .

On a vu que I' est de classe C™ sur Ri, donc continue en 1 et avec la relation établie dans la
question I.A.2), on a :

lirr(l)xF(x) = lirr(l) I'(x+1)= lim1 I'(y)=T1)=1.

xX—= xX— y—

1 .
Donc, I'(x) ~T et ainsi :
X —> x

lirr(l) I'(x)=+o0

Comme la fonction I' est strictement croissante sur ] E,+ 00 [ , elle admet une limite en + o (finie ou

infinie). Comme de plus I'(2) =1, si I admet une limite finie / en +,ona ¢>1>0 et donc:

Iim xI'(x) =+ .

x> +oo

Or, on a toujours I'(x+1)=xI'(x) pour tout xe Ri, donc lim I'(x+1)=+c.

X —>+ o

Mais, lim I'(x+1)= lim I'(x) =/ finie, ce qui est absurde.

x> +oo
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Donc, I' n’admet pas de limite finie en + oo, et donc :

lim I'(x) =+ o0

X—>+oo0

On obtient I’allure suivante :

II - Une transformée de Fourier
I1.A -

ILA.1) Ona F: R—>C ; x> j 0+°°e—'z-3’4e"”dt. Notons g : (x,1) > ¢ 't *¢™ définie sur RXR" |

Soit ke N.

* Pour tout te€ R, x> g(x,t) est de classe C* sur R’ car proportionnelle & une fonction

exponentielle.
k

d'g
ox*

R’, comme produit de telles fonctions.

—t,-3/4 . ; . .
e Pour tout xe R, r— (x,t)=e"'t 7" (it)* ™" est continue, donc continue par morceaux, sur

e Pour tout (x,t)e RxR’ , on a, d’aprés la question précédente :
k

Jd'g
ox*

k-3/4

(x,1)

:‘e—tt—3/4(it)keixz —e 't

k—3/4

. — .. . . ES
La fonction ¢ +> e 't est positive et continue, donc continue par morceaux, sur R, comme

produit de telles fonctions et :

o onaet" ~ ¢

t—+oo

1
=¥ et I'intégrale de Riemann J-O t***dt converge (car k>0, donc

3 T
k_Z>_l) ; ainsi, _[Oe At converge ;
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. ) . 1 .
o par croissance comparées lim e 't***? =0, donc ¢ 't* = o (—2 et I'intégrale de

t—+oo t—>+oo t
. Foo dt too -3
Riemann I — converge, donc j e 't**dt converge.
1 t 1

-t k—3/4

La fonction t > e 't est donc intégrable sur R, .

Tout ceci permet de conclure que :

La fonction F : xHJ- “tedt est de classe C sur R.

*) . =0 g
De plus, F .xHJO s

oo .
Pour tout ke N, F**: x> jo e 't (i) e™Mdt .

Enfin, ona F(0)= j;me_’t_3’4dt .

La fonction ¢ > t"* réalise une bijection de classe C' de R, dans R’ , et en posant le changement

. 1/4
de variable u=¢t",ona:

F(0) =j0 4y —4] “ du .
Et avec la question I.A.3, on obtient :
F()= F(lj
4
I11.B -
. (lxt
II.B.1) Pourtout xe R ettout rte R,,ona z

+ o0

oY Z L (lXt) Z(X) POl
n=0

n=0

. ., * ix)" _ n—
Soit xe R fixé. Posons pour tout ne N et tout te R, f (f) :%e N
n!

. . * .
® Pour tout ne N, f est continue, donc continue par morceaux sur R, comme produit de telles

est donc intégrable sur R+ pour tout ne N).

n 3/4

fonctions et intégrable sur Ri (car pour tout re Ri, et on a vu dans la

question précédente que t > e 't"*

-3/4 1xt

¢ On vient de voir que la série z f, converge simplement vers la fonction #+> e 't , donc

continue par morceaux sur R comme produit de telles fonctions.
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e Pourtout ne N :

J.O f(t)dt—J. (lx) oty iy = S (7 oy gy L () F(n+%j.

n! 70 n!

et, d’apres la question L.A.2 :

Ona [~ _U0+°°fn(t)dr

F(Hlj:(1+n_1)(1+1j1r(1j:1><5><...><(4n—7)><(4n—3)F(lj.
4) \4 4 )4 (4 4" 4

o Si x=0,alors .[O+m|fn(t)|dt=0 pour tout ne N* et ZJ-(:W|fn| converge.

o Si x#0, sion pose v, —J. f(t)dt—(lx) (n+4j on a
n!

Y :jo
ne N et:
rlne1ed 1X5%... X (4n—T)x(4n—3)X (4n+1)
Vus :|x| 4™ _| |4n+1 |_x|
IX5%..x(4n—-T)x(4n-3 P :
‘v (n+1)1“(n+ij (n+1) (”4n )X (4n=3) 4n+4

<1 (et diverge quand |x| >1).

Ainsi, la série ZJ-OM| fn| converge quand |x| <l1.

3/4 ixt

On peut alors conclure que t+> e 't~ est intégrable sur R’ (mais on le savait déja) et que pour

tout xe ]—1,1[ :

T N A _N @ = (ix)"
J'O oMy dt_nz_(;.[o fn(t)dt—nz_(;jo py 3/4dt—z ( +Zj

nOn

Finalement, on a pour tout xe |—1,1] :

F(x)= J‘ ~1p=34 ””dt—Zc avec c, :F(’H‘ij: IX5%..X(4n—=T)x(4n—-3) F(ij

4"[

. . . .. ix .
Le raisonnement fait plus haut a prouvé que la série ZCn () converge quand |x| <1 et diverge

quand |x| >1, donc :

(ix)"

n!

Le rayon de convergence de la série enticre ZCH est 1.
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x—i ("+7j_1 - n+i
ILB.2) Onadmet que [(x) ~ ~2mx 2™, donc Cn:F(n+ij - Jﬁ(mij 7 )

Alors, pour |x| =1, on a avec la formule de Stirling :

m(nsj@*ﬂ‘i—inﬂ 1

. n 1 1
@' _c, 4 LAY e
n LT o0 n - 1 T _3/4 3/4 °
n! nln—+e n 3 4n note
21n | — n
e
) 3 . L. (ix)"
Or, la série de Riemann z e diverge (car Z<1), donc, par comparaison, la série Z c, '
n!

diverge que |x| = R =1, autrement dit :

La série du second membre de (S) ne converge pas absolument lorsque |x| =R=1.

II.B.3) On pour tout xe ] —1,1[ :

(lx) v, ED ¥ D" o
Flo= z ! 22"(2 )! +Z§CZ”“(2n+1)!x '

Donc :

D", ¢ 2, axt. D" e G 2 3
R(x)= ZCZn XM=y +xtY ) X ’:co—zzx + o0 (x7)

(2 )' 2 = 7 @2n)!
P R ] )" §202) _ G o3 4
I(x)= Z Contl (2 +1)' = x +x z Contl (2 +1)' GX 6x +xgo(x)
Or,ona c, =F(lj, e =1F(lj, C, =3F(lj = 451“(1) donc :
4 4 \4 16 \4 64 \4

11.C -

IL.C.1) D’apres la question IL.A, la fonction F est dérivable sur R avec F':x+> J-OM e 't ite™ dt

etonaaussi F(0)= F(ij . On a donc pour tout xe R :

too . +oo .
F'(x)= e 't Mite™Mdt=i| e 't"eMdt.
0 0
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Soit xe R. Les fonctions ¢ > e et t> 1" sont de classe C' sur R’ , donc en intégrant

—1+ix

par parties, on a pour tout [a,b] R, :

b
b _ ix 1 —1+ix b 1 —1+ix 1 -
j e zt1/4e df = : e( 1+ )rt1/4 _I : e( 1+ )r_t 3/4dt
a —1+ix @« —1+ix 4

a

1 _ , _ a1 1 b
_ : [e bpl4 b _ aa1/4€1x¢1] T : J‘ e e gt
—1+ix @ 41-ixve

Et lim e ’b"*e"™ =lime “a"*e™* =0, donc en passant 2 la limite quand a — 0 et b — +oo dans la

b—+oo a—0

relation ci-dessus, on obtient :

1 1 1 |
-F'(x)=— F(x) & F'(x)—— F(x)=0.
i()41—ix() ()41—ix()
Ainsi :
F vérifie sur R 1’équation différentielle '+ AF =0,0u A: x— —%1 l' .
—ix

II.C.2) L’équation F'+AF =0 est une équation différentielle linéaire, homogene, normalisée,

d’ordre 1. Ses solutions sont les fonctions x — K exp (— J-XA(t)dt) ol K est une constante réelle.

On a pour tout xe R :
1 @ Lild+4ix) 1 2x @ 1

Ax)y=—— = =— —— .
@) 41—ix 4 1+x* 81+x* 41+x°

Une primitive de A sur R est alors x> éln (1+x7) —%arctan x (0 surprise avec la fonction
suggérée dans I’énoncé).
Les solutions de 1’équation, dont la fonction F recherchée, sont alors les fonctions :

X Kexp(— %ln (1+x%) +£arctan x) =K1+ xz)_éeiamm

avec KeR.

Enfin,ona F(0) = F(ij Or avec la formule ci-dessus, on a F(0)=K , donc K = F(%j et ainsi :

i
—arctan x

1
F:xl—)F(%j(l+x2) 8 et

IIT.A -
II1.A.1), II1.A.2), II1.A.3) Voir le cours.
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III.B -
III.B.1) Toutes les variables X, (ne N") suivent la méme loi de Poisson de paramétre A.

z * . . . .
Prouvons alors par récurrence sur n que pour tout ne N, la variable S suit une loi de Poisson de

parametre nA .

e Pour n=1, la variable S, =X, suit bien une loi de Poisson de parametre A=1xA, donc la
propriété est vraie aurang n=1.

e Supposons la propriété vraie A un rang ne N .
Prouvons que S, et X, . sont indépendantes. On a §, (2)=X ,,(2)=N (par hypothese de

n+l

récurrence pour S, ) et pour tous p,ge N :
P(Sn = p’Xn+1 = q) = P(Xl ++Xn = p’Xn+1 :q)
= Z P(Xl =il”"’Xn =in’Xn+l = q)

= Y P(X,=i)..P(X,=i,)P(X,,=q) parindépendance des X,
ey
= Y P(X, =i...X,=i,)P(X,. =q) encore par indépendance des X,
el
=P(X,, = q)(l ZEN” P(X,=i,.X, =i,)
b=
=P(X,,=q9)P(X,+..+X,=p)

=P(S,=p)P(X,,=q)

Donc, S, et X ,, sont indépendantes (c’est la preuve du lemme des coalitions dans ce cas
particulier). Comme S, suit une loi de Poisson de parametre nA (par hypothese de récurrence)
et X,,, suit une loi de Poisson de parametre A, S, =S, +X ., suit une loi de Poisson de

paramétre nA+A = (n+1)A d’apres la question ITL.A.3.
Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

. ., e e e qe , b soqe, s . * .
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

S, suit une loi de Poisson de parametre nA .

II1.B.2) D’apres le résultat ci-dessus, on a immédiatement :

E(S,)=V(S,)=n\ et o(S,)=nk

Alors, par linéarité de I’espérance, on obtient :

S —nh 1
ET)=E| - = E(S )—n)\)=0.

10
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Et:
—n\ 1 1
V(T)) = V[ M j—ﬁV(S —nh\) = —V(S) 1.
Ainsi :

E(T,)=0 et o(T,) =1

II1.B.3) Soitunréel €>0 et ne N
Comme 7, admet une espérance et une variance, on peut utiliser I’inégalit¢ de Bienaymé-

( ») 1
a)< —~

a

Tchebychev. Pour tout réel a>0, P(|T E(T, )| , soit P( .

> a) < avec les

résultats ci-dessus. Alors, en prenant a = % > (0, on obtient :
€
Pl )
1
c donc P(|T|=2¢c)<P||T|>— | etainsi :
Joona 2l e( ) don riirf2o) (' 59
1

Pour tout réel ¢ >—— et tout ne N', P(|T | > c)

Je

Or, pour tout réel ¢ =

hni.Cc -

III.C.1) La fonction f'est définie sur R, qui est symétrique par rapport a 0, impaire et de classe C~
sur R comme composée d’une fonction polyndme par la fonction exponentielle, toutes deux de

classe C” sur R. On a pour tout xe R :

2

f=-xe?  fr=-De

Le signe de f"(x) estcelui de x*—1, donc f' est croissante sur | —oo,—1], décroissante sur [—1,1],

puis de nouveau croissante sur | —oo,—1]. Comme lim f'=lim f'=0 et f'(-D)=-f'1)= on

$7

peut conclure que, sur R, f' admet un minimum (—=) et maximum (——=), atteints

Je Je

respectivement en — 1 et 1, et donc que pour tout xe R :
. 1
|f <.
Je

L’inégalité des accroissements finis permet alors de conclure que pour tous x,ye R tels que x# y,
ona:

S AG))
X=y

ST = |f(X)—f()’)|S%|x_y|'

11
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La derniere inégalité reste vraie quand x =y et donc :

. | B .
festune fonction —= - lipschitzienne sur R.

Je

II.C.2) a) Soient xe R et he R’. Comme la fonction f est continue sur R, n peu I’intégrer sur
tout segmentde R, et :

iy = [ =\ rende- [ rwal =|[ Lo ol

Alors, avec | f(x)— f(1)| < 1

Je
‘hf(x)—jfhf(t)dz‘ sj:”’|f(x)—f(z)|dz Sj:+h%|x—t|dt.

,ona:

Or:

J'm ! |x t|dt—\/_.[ x— tdt—T[ (x—t) Tﬂzéhg.

Ainsi, pour tous x€ R et he R,

hreo-[" rwa < %%

b) Ona I, ={ke N,nk+avnk <k <nh+b\nL}.
Si I, # (autrement dit, il existe au moins un entier naturel entre nA+a~nAk et nh+b~nh ), alors

p=min/ et g=max] existentet:

Z =f (i) =2 [ 0di]=

kel, kel,

k+1,n

Zﬂxkn) [ fwdr=

keI

f(t)dt} .

Z{J—ﬂxkn) [

kel

Donc :

<27

kel,

‘—Zf(xkn)j " f(0)dt f(xkn)j " f()dt|.

Or, pour tout k€ [ p,g],ona:
_k+1-nh k- I’l?\, 1 1

Xertn = N \/— \/— = X

Donc :

<Z

kel,

Zf(xk,) [ far f)=] " F@dr

keI

“Thir(m)| o

12
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Ainsi :

q-pt
Jn—k;f(xkpj ) sTte

n e

¢) Onal, ={ke N, nk+a\/nk£k3nk+b\/nk}, p=min/ et g=max/ , donc:

nh+axnh < p<g<nh+bVJnh.
Ce qui implique que :

0Sq—p£(n?»+bﬂ) (n7\,+ax/_) (b—aWnh .

Alors, le résultat de la question précédente donne :

<4- p+1< 1 (b—a_i_ij.

g+l d
T2 [ s S s 2

Et comme lim ! (b a + ! j 0, le théoreme des gendarmes donne :

TN

nl—i>r-{1m( z flx,)— J- f(t)dt] =

Z fx)= j f(t)dt revient a prouver que hm j o f (t)dt—j f@)dt.

keI

Ceciestle cas si lim x,,=aet lim x =b.

n—+oo Ho e TN
Or, en revenant a p=min/, et g=max/, avec I, ={ke N, nA+avnh <k Snk+b\/nk}, on peut

écrire q:Lnk+bMJ et p=Lnk+a\/ﬁJ ou Lnk+a\/ﬁJ+l,donC:

b<x qg+1-nh <bs 1
bk -1 <g S kb o = r
nh+ank < p <nh+axnk +1 a<x =P~ nk _

Nty

Et comme =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que 'on a bien
n—+oo | /

lim x, =a et hm Xy, =b . Alnsi:

n—+oo n—+oo ’

Zﬂxkn) ["raa

—>+
" - keI

13
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III.C.3) a) Soit €>0.

. n\
On a pour tout ne N ettout kel , x,, = et, en supposant k #0 (c’est le cas pour n assez

N M
grand car k = nh+av/nh et lim (n?»+aM)=+oo):

n—+oo

|

On veut montrer qu’il existe N(¢)e N* tel que pour tout n > N(€) et tout ke [ o

k k
x]]:n MJ eXp(xk,nm):(n_k}hj ek—n?»>0

<l+e.

I-¢ 1 o (M) 1+£ 1 ok, (n)f
T < < 1—-e<~/2
VTN R TR =N o Y Y

lim \/_\/_ i (A)’ =1.

n—+oo k,n k!

Sk b o b e_,m(nx) \/7J—(j

yk,n k' (n)\‘jk k—nh
— | e
k

Et, pour tout ke I :

m+anh <k <nmh+bdnh o 1+

Et donc, on veut montrer que pour tout ke [,

Or:

<L£1+ b

a
NETR) NET

.k .
Donc, pour tout ke I , d’apres le théoreme des gendarmes lim —=1 et lim k=+co. Alors,

n—+opn n—+oo

k
comme k! ~ \/2nk(kj :

k—+o0

i 580 5 b e

n—+oo n—+oo k—+o0
k,n

Finalement :

Pour tout £ >0, il existe N(€)e N tel que pour tout n > N(g) et tout ke I :

I-¢ 1 Se_nx(nk) I+e 1

Myk,n P _\/ﬁ\/_ Y+

2

L2
b) Pour tout ne N" ettout ke I,, f(x,,)=e > " >0,donc:

ykn

A= f(x, )<y, <1+8)f(x,) & l-gs———<l+e.
f(x.,)
On veut montrer que lim L:1.
n—)+°°f(xkn)

14
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y Lo () 1[k—nsz
Or, pour tout n€ N et tout ke I, ﬁ: Vel = (—j e Vit ) 5 0 donc
'xk,n

Vi oy 1 k=m\Y (k j 1(k—nkj2
In| —"— |=kln| — |+k—nk+— =—kln| — |[+k—nA+—
n(f(‘xk,n)J n( k j " 2( Jnh j o A Jnh

Or, on a vu que pour tout ke I, lim %zl,dono en posant o, =%—1,ona lim o, =0 et:

n—+tep n n—>+oo
ln yk,n
f(x.,)

1o Y
—kIn(l+a )+nia +— 1
n(l+0, )+ ko, 2( %j

n?{ocn +%oc§ —(1+ocn)(ocn —%ocj + o0 (ocj)ﬂ

n—+o

o (no)

n—>+oo

2 2
Et nkai:nk(i—lj :(ﬂj .Or:

n\ Jnh
M+ anh <k <nh+bdnh o aSk_n)LSb.

N7

Donc, la suite (n?»oci) . estbornéeet o (nmhal)= o ().
h n—+oo

eN n—+oo

Finalement, on obtient In ~en = o (1),donc lim In Vi =0, soit :
(xk,n) n—+oo n—+oo f(xk )

\n

1- yk,n
m ———-—-
v f(x,)

Ainsi :

Pour tout € >0, il existe N(¢)e N’ tel que pour tout n> N(g) et tout ke I :

A=) f(x )<y, sA+8)f(x,,).

Remarquons que, quitte a prendre le plus grand des deux, on peut choisir le méme N(€) dans les
questions a) et b).

III.C.4) D’apres la question IILC.3, pour tout réel €>0, il existe N(€)e N tel que pour tout
n=N(e) ettout kel :

1—

(¢2]

1 a1
=V Se " ("k!) s\/%mym et (1—8)f(x,,)<y,, <A+ f(x,,).

2

15
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Donc pour tout n > N(€) :

o (nx)k l+¢
2TC\/_Z k.,n — z k‘ < 2n\/_zykn

kel kel, kel

()
2"

kel,

1
RN

Ceci prouve que pour tout n = N(g), 1-€< <1+¢€ etdonc que :

—nk (nx)k
. 1; ‘ k' —n\ (l’l}\,)
lim =1 & Z e Z Vi *

noe z y kel, k! noe \/ﬁ \/_ kel,
JE J_ke, .

Par ailleurs, on a aussi pour tout n = N(€) :

A=) fx,)S D v, <A+ f(x,,).

kel, kel, kel,

Donc, comme ci-dessus, on obtient E Ve, =~ E f(x, ) etainsi:
, o )
kel,

Ze—nl (I’Z}\,) n_>+mJ_J_zf(-xkn

kel, kel

Enfin, d’apres la question IIL.C.2.c, lim Z fx,)= j f(t)dt, donc :

kel

lim 3¢ TR =ﬁjjf(t)dt

n—+oo <l k!

S —nA

NES

III.C.5) On a vu que pour tout ne N, T, =

ou S, suit une loi de Poisson de parametre nA .

On a alors :

P(a<T, Sb)zP(aS S, Znh Sbj:P(nk+aM£Sn <nh+bJnk)=P(S,€1,).

Soit :

P(a<T,<b)=> P(S,

kel,

[

-——X

ITI.C.6) Rappelons que la fonction f:x+>e % est continue et positive sur R .

2 2

. . 1 y . +oo
Par croissances comparées, on a f(x)= o (— et 'intégrale de Riemann .[ —- converge,
X—>+e| x X

donc, fest intégrable que [a,+ oo [ pour tout réel a.

16
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Soit a un réel fixé.

D’apres les deux questions précédentes, pour tout b€ [a,+oo[,ona:

lim P(a<T, Sb):%jbf(t)dt.
n a

n—>+oo

On peut donc supputer que lim P(a<T, )= %rm f(@t)dt.
n + n a

1
Pour tout b€ [a,+ o[ ettout ne N :
P(a<T,<b)<P(a<T,)=P(a<T,<b)+P(T,>b).
Or, (T, >b) (T, 2b) =(|T,|2b) =(T, 2b) U(T, <-b), donc :
0<P(T,>b)<P(|T,|20b).

Soit un réel €>0. D’apres la question IILB.3, il existe b, € [a ,+ oo [ tel que pour tout b = b, et tout

neN",ona P(|Tn|2b)S£. Alors, pour tout b 2 b, et tout ne N :

P(a<T,<b)<P(a<T,)<P(a<T,<b)+e.

+oo b 1 b 1 +o0
Par ailleurs, f est positive donc — (Hdt <— (Hdt et lim — (Hdt =—— (t)dt
f p J-a f J-af b—+o lsz-af lznja f

donc il existe b, € [a,+ oo tel que pour tout b2=b,, ona:

1 b 1 +oo b
—S—Ejaf(t)dts—ﬁja f(t)dts—ja f(t)dt.

Alors, pour b=max (b,,b,) et pour tout ne N :
{P(aSTn gb)_LJ"’f(t)dz}—esP(asTn)_LJ'”"f(;)dts[P(aSTn Sb)—jhf(t)dz}e.

Or, pour cette valeur de b fixée, on a lim P(a <T < b) :%jbf(t)dt, donc il existe Ne N tel
TC a

n—>+oo

b
que pour tour entier n 2N, —e< P(a<T, Sb)—j f(t)dt <e et donc :

1 o
~2e<P(a<T,)-——| " f(t)dr<2e.
\2m e
Finalement, pour tout réel € >0, il existe N e N tel que pour tour entier n> N :

<2e.

P(asn)—ﬁj:mf(t)dt

Ceci prouve que :

lim P(T, 2a)=%j+wf(t)dt
TC a

n—>+oo

17
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Pour tous réelsaet €>0,0na:
0<P(T, :a)SP(aSTn <a+e).
Or, lim P(a<T,<a+g)=

Tim \/_I ft)dt < —— J_

. 2 . o .
que pour tour entier n2 N, P(a<T,<a+g)< FS et donc pour tout réel € >0, il existe Ne N
T

€ (car f<1 sur R) donc il existe Ne N" tel

. 2 )
tel que pour tour entier n 2 N, 0< P(T, =a) <—=—¢, ce qui prouve que :

NG

lim P(T,=a)=0

n—>+oo

Comme (7, =a)U(T, >a)=(T, 2 a) et 'union est disjointe, on a :
P(T,=a)+P(I,>a)=P(T,2a) & P(I,>a)=P(T,2a)-P(T,=a).

Et avec les deux résultats précédents, on obtient :

lim P(T,>a) j f(@)dt

n—>+o

Enfin, pour tout réel b, on a P(T, <b)=1-P(T, >b) et résultat ci-dessus donne :

lim P(T, Sb):1—ﬁj;mf(z)dz

n—+oo

H1.D -

III.D.1) On a établi dans la question précédente la convergence de .[ 0+m f(@®)dt. Comme f est paire,

0 )
on a aussi la convergence de j f(®)dt, donc j f(t)dt converge et alors (alors seulement) on

peut écrire :
| " fyde = lim. [ rwar.
Or, pour tout réel ¢, on a Q= (|Tn| > c) U (— c<T < c) et I’union est disjointe, donc :
P(Q)=1=P(|T,|>c)+P(-c<T,<c).
Pae ailleurs, on a établi dans la question IIL.C.6 que, pour tout réel ¢ >0 :

lim P(—c<T,<c)=

1 c
Jim P(-e<T,<c)=—p—[  f@dr.

Soit un réel € >0. D’apres la question IIL.B.3, il existe un réel ¢, >0 tel que pour tout réel ¢ = ¢, et

tout ne N', on a P(|Tn|2c)S£ et comme (|Tn|>c)c(|Tn|2c),onaaussi P(|Tn|>c)S£.

18
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Ainsi, pour tout réel ¢ >c¢, et tout ne N°, OSI—P( c<T <c (|T|>c)<£ et en passant a la

limite quand n — + oo, on obtient avec le résultat rappelé ci-dessus, pour tout réel ¢ >c¢, :
1 ¢
031——j f(dt<e.
N2 e
En passant alors a la limite quand ¢ — + oo, on a pour tout réel €>0 :

1 e
OSl‘EL fode<e.

1+
Ceci permet de conclure que 1 ——— f(®)dt =0 et donc que :
V21 j =

| " fde=2m

IIL.D.2) On a, pour tout ne N :
@ 7») o 0K

A =Y = e => P(S,=k)=P(S,<|nL]).
k=0 k=0 k! =0
Or, comme S,(Q)=N,ona (S, SLnkJ) =(S, <n\)=(T, <0) etdonc:

e A, =P(T, <0).

Alors, avec la question II1.C.6, on a :

lim ¢™A, = lim P(T,<0)= 1——j f(o)dt.

n—+oo n—s+oo

Enfin comme f est paire, J:m f@)dt = %Ijm f(®)dt = %\/275 , donc :

lim ¢ ™A 1—L1\/2n=1.

>+ o0 " 2 2 2

Ainsi :

[ k +oo k
Comme pour tout ne N°, e_"xAn+e_"xB =™ z(n?u) + z () = _”xz(n)h) =1,ona
i k! il k! !
{2 ]
) L . _m 1 1
immédiatement lim ¢ "B =1-—=—et:

n—+oo

" note 2
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II1.D.3) Comme plus haut, on a pour tout ne N* :

—nA 1-A
e = p(S < =P(T L sz(T < \/_j.
e n (n n) n m n \/x n

Et pour tout be R, ,ona lim P(7, <b)= I—Lj:w f()dt d’apres la question ITILC.6.

n—>+oo

Or, lim — I f(t)dt =0, donc pour tout réel € >0, il existe be R, tel que :

1 e
l—e<l-——[  f@dr<1.
A

Pour cette valeur de b, il existe alors un entier N, € N tel que pour tout entier n> N, :

1 e
P(T, Sb)—(l—Ejb f(t)dtjﬁe.
Alors :
—e+l-g<— s+1——j f0dt < P(T, b)<e+1——j fdr<e+1.
Soit :

1-2e<P(T, <b)<e+1.

Si A<, alors I-A>0 et l_k\/;

‘JX n—+oo
1-A 1-A
nZNz,onaW\/ZZb.Alors, (T, <b)c T”SJX\/; et:

+ o0, donc il existe N,e N tel que pour tout entier

P(T, < b)<P[T <%\/ﬁj_e—“cn <1.

Ainsi, pour tout entier n> N =max(N,,N,)e N ,ona:
1-2e<P(T,<b)<e™C, <1,

Finalement, pour tout réel € >0, il existe N € N" tel que pour tout entier n=> N, 1-2¢ < e_”kCn <1,
ce qui prouve que si A<1 :

lim e ™C, =1

n—>+oo

De la méme fagon, pour tout ne N ",

™D =P(S, 2n+1)=P[T > ”_”kap(T zﬂ\/zj_

20
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Avec (toujours d’apres la question IIL.C.6), lim P(T, Za):%rm f(@®)dt pour tout ae R,
n a

)
NDY

lim Jn=—o si A>1, on prouve de la méme maniere que ci-

1 pee
Jim ——],

dessus que quand A >1 :

f(@®dt=1 et lim

lim e ™C, =1

n—>+oo

IILE -
III.LE.1) Le réel strictement positif A étant fixé, on cherche :

lim (nk)_n.[:x(nk—t)n e'dt= lim M(I—Lj e'dt.

n—+o n—+owd0 nk

Posons pour tout ne N* :

t Y,
)= (1_ﬁj e quand te[0,nA]

0 quand 7€ |nk,+ oo

N tY L e
On a alors lim (1__7J e'dt= lim J-O f,@)dt .

n—>+o0d 0 n n—>+oo

e Pourtout ne N, la fonction f, est continue par morceaux sur R, (comme produit de fonctions

continues sur [0,7)] et comme fonction constante sur | nk,+ oo [).

t
e Pourtout e R, r€[0,nA] quand nzx et:

n[_%ﬁ 0 (ln . L 1A,
NA n—+o\ n e =e A —e A

n—+oo n—+oo n—+oo

" nln l—L
lim f.()= lim (1—%) ¢ = lim e ( "Kje’ — lim e
n—+oo n

1-A
-—=t

Donc (f,), - converge simplement sur R, vers 7+ e * qui est continue, donc continue par

morceaux sur R, (c’est une fonction exponentielle).

e Pourtout he Ri ona Inh<h-1 (il suffit d’étudier 2+ Inh—(h—1)), donc pour tout re R, et

neN ,ona:
f"(t):(l_%jn g :enln[l—ijez Sen[ ”xje’ o A n
n

1-A

- 4 . . . . ,
Et, t>e * est continue par morceaux sur R, (on vient de la voir) et intégrable sur R, car

ici 0<A<1, donc %>O.
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. N 7z N . , . , 5
Finalement, d’apres le théoreme de convergence dominée, f, estintégrable sur R, pour tout ne N
1-A
t

(t+—e * aussi, mais on vient de le voir) et :

n—>+oo

+ oo + oo +oo —ﬂl‘ )\‘ 1-A Foo 7\‘
1 — 1 — A —| — A —
lim [ f0di=7| lim £0)Jar=] " a’t—[ L } -+

Ainsi :

n—>+oo

—n N n )L
li A A—t) e'dt =——
im (n)) jo (n ) e %

IIILE.2) La fonction exponentielle est de classe sur R, on peut donc écrire la formule de Taylor
avec reste intégral entre 0 et x€ R a tout ordre ne€ N, qui donne :
n (k)
ex 0
o = p~ (0

& x(X—[)n (i) 3 n X_k i N o
2 x+J.0—n! exp (t)dt_kz_(;k!+n!~[0(x 1)'édt.

Et en posant x =nA, on obtient pour tout ne N :

n k .
e = Zﬂ+lj A(nk—t)" e'dr.

= k! n!do

n k
Or, D,=e™-C, =e" —Z (nA) , donc pour tout ne N* :
k!

k=0

n n A
Dn:i A(nk—t) e’dt:(n )
n!so n!

()" [ (mh=1)" dr

Etavec lim (n))" J‘nx(nk—t)" e'dt = A # 0, on peut écrire :

n—+o 0 1_}\‘
}\ln

D - ()" %

nste pl 1—A
. . nY (n})"e" A .
Enfin, la formule de Stirling n! ~ +/27n (—j donne D, ~ —=—=———,s0it:

n—+o e n—+o /2nnn” 1_}\1
A (elh)"

D ~ =
"hote =\ 21t

IHILF -

Soient re R et ne N.

n+l

Les fonctions ¢+ (r—1)"" et t+> ¢’ sont de classe C' sur R (de dérivée t+> — (n+1)(r—t)" pour

la premiere). Une intégration par parties donne alors pour tout Ae R, :

[" o-oear=[r-ne " +m+D|’ r-ryedr.
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Comme lim (r— H"™e' = Jlim X "le"*e™" =0 par croissances comparées, on a :

[* e-omedi=r e @man|” o-ryear.

Donc, pour tout ne N et tout re R,ona:

1
)"*e'dt = r"+ n+D| (r—nédr.
(n+1)‘~[ = (n+1)! (n +1)'( )J- =0
. 1 +1 1 0 n t 4
Soit, u,, —u, = r"", en posant u, =—j (r—t)"e'dt pour tout ne N. Par télescopage, on
(n+1)! nld-e

obtient alors pour tout ne N et tout re R :

n n 1 .
U, — Uy ZZ(”k+1_”k):z(k+l)'rk L

k=0 k=0

. ) 1 o 0 1 )
En réindexant le membre de droite et avec u, = aj e'dt = [e’l =1= aro, on obtient pour tout

ne N ettout re R :

U, , =u,+ ) —r- =y —
' o1 k! im0 k!
Alors, pour tout ne N ettout re R :
k
I
=—j (r— t)”e'dt—
k()k‘

En prenant alors r =nA , on obtient pour tout ne N

(nh) 0 w10 n
C, = kZ; ——!j_m(nk—t) edt—ﬁj_w(nk—t) ¢'dt

(nx) . (nh)
(1——)J dt = j f.(t)dt

avec f, it (1 —%J ¢' comme dans la question ITLE.1.
n

Comme dans la question IILE.1,on a :

e pourtout ne N ", la fonction f, est continue par morceaux sur R_ ;
ot
* (f,), ., converge simplement sur R_ vers 7i>e * qui est continue, donc continue par

morceaux sur R_ (c’est une fonction exponentielle) ;

nln| 1—— !
e pourtout he R,,ona Inh<h-1, doncpourtout r€e R ettout ne N ,onae [ js Aot
Kl

f(t)<ex
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Aot
A

et la fonction exponentielle 7+ e * est continue par morceaux sur R_ (on vient de la voir) et

intégrable sur R_ carici A >1, donc % >0.

Le théoreme de convergence dominée, permet alors de conclure que f, est intégrable sur R_ pour

tout ne N" et :
0 0 o M AL \
i = i = A — A _
Jim [* pod=]" | tim go]d=]" e d’{x_f L__H.

(n))"

n:

Avec C = ’ f.(t)dt et L > (0, on peut conclure que :
n _ n )\‘ 1

N

"ot h—1 nl
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