PCSI

Chapitre 12 : Intégration sur un segment

Programme officiel PCSI

a) Fonctions en escalier

Subdivision d'un segment, pas d'une subdivision.
Fonction en escalier.
Intégrale d'une fonction en escalier.

Les fonctions sont définies sur un segment et a valeurs
dans E.

b) Intégrale d’'une fonction continue sur un segment

Intégrale d'une fonction continue sur un segment a va-
leurs dans R.

Linéarité, positivité et croissance de I'intégrale.

.l[-a,h] I|= .l;a,b] 1.

Inégalité triangulaire intégrale :

Relation de Chasles.

Si f est continue, a valeurs dans R' et si
alors f =0. [a,b]
Intégrale d'une fonction paire ou impaire sur un segment
centré en 0. Intégrale d'une fonction périodique sur un
intervalle de période.

f=0,

Interprétation géumétrique de I'intégrale.

Notations f f f f ’ findr.

Extension de la notation ’- flt)dtaucasou b < a.

Propriétés correspondantes.

Valeur moyenne d'une fonction continue sur un segment.

c) Sommes de Riemann

Pour f continue sur le segment [a, b],

[”‘—Jm'f fo

Interprétation géométrique.
La démonstration pourra étre proposée dans le cas ol [
est lipschitzienne.

d) Lien entre intégrale et primitive

s
Dérivation de x— f f(t)di pour [ continue.
a

Toute fonction continue sur un intervalle posséde des
primitives.

e) Inégalité de Taylor-Lagrange

Inégalité de Taylor-Lagrange.

La formule de Taylor avec reste intégral n'est pas exigible.
L'égalité de Taylor-Lagrange est hors programme.

On souligne la ditférence de nature entre la formule de
Taylor-Young (locale) et 'inégalité de Taylor-Lagrange
(globale).
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f) Britve extension au cas des fonctions & valeurs complexes

Intégrale d'une fonction continue sur un segment a va- Définition au moyen des parties réelle et imaginaire.
leurs dans C.

Linéarité, majoration du module de I'intégrale.

Inégalité de Taylor-Lagrange.
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Résumé

I - Fonctions en escalier

Dans cette partie, on considere un segment [a,b] avec a<b.

1. Subdivision d’un segment

Définitions :

Une subdivision du segment [a,b] est une famille c=(a,,a,,...,a,) telle que a,=a, a ,=b et
Vke[0;n-1], a, <a,,,.

Une subdivision 6=(a,,a,,...,a,) de [a,b] est dite régulicre si Vke [[O;H —1]] , a,,, —a, =c avec c fixé.

Si 6=(a,,a,,..,a,) et 6'=(a'y,a'},...,a' ) sont deux subdivisions de [a,b], ' est dite plus fine que &

si {a,,a,,...,a,}c{a',,a',...,a' }.

Propriété :
Si 6 et ¢' sont deux subdivisions de [a,b], alors cUG" est une subdivision de [a,b]. De plus, cette
subdivision est plus fine que c et G'.

2. Fonctions en escalier

Définitions :
Un fonction ¢ définie sur [a,b] est dite en escalier, s’il existe une subdivision 6=(a,,a,,...a,) de [a,b]
telle que Vke [[O;n —1]] , @ est constante sur ]Ja, ,a,, [. Dans ce cas, la subdivision G est dite adaptée ou

subordonnée a .

Notation : On note € ([a,b],R) I’ensemble des fonctions en escalier sur [a,b], a valeurs dans R .

Propriété :
(5 (la,b,R),+, ) est un R - espace vectoriel, stable par produit.

Théoreme (hors programme) :
Soit f une fonction continue sur [a,b].

Pour tout réel € >0, il existe des fonctions @ et y, en escalier sur [a,b] telles que V xe [a,b] :

O(x) ST (x) SY(x) et [W(x)—o(x) <e.
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IT - Intégrale d’une fonction continue sur un segment
1. Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment
a. Définition :

Propriété et définition :

Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et 6=(a,,a,,...,a,) une subdivision de [a,b] adaptée a f, telle
que Vke[0;n—1], f(x)=b, sur la,,a,,,[.
n—1
La quantité I= Z:(:ak+1 —a, )b, est indépendante de la subdivision ¢ choisie et est appelée intégrale de f
k=0

sur [a,b], notée J} b]f, Ibf ou .[bf(t)dt.

b. Propriétés :
Propriété :
‘ Soit f une fonction constante sur [a,b] telle que V xe€[a,b], f(x)=A.Ona J} b]f =(b-a)r.

Propriété : Linéarité de l’intégrale.

Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b]. V (A,u)e R2,0ona:

L,b] (M +pg) = kj‘[a’blf + uf[ g.

a,b]

Propriétés : Positivité et croissance de l’intégrale.

Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b].

e Sifest positive sur [a,b], alors _[[, b]f >0.

e Sif<g sur[a,b],alors _[[, b]fS g.

[a.b]

Propriété : Relation de Chasles.

Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et ce[a,b].

La fonction f est en escalier sur [a,c] et [c,b], et .[[ b]f =.[[ ]f+.[[ b]f.

2. Intégrale d’une fonction continue sur un segment
Soit f € C([a,b],R). Posons :

e B ={gcE(la.blL.R)\@<f] et I’={j[a’b]¢\¢eE’}.
e E"={pcE(la.bL.R)\@>f] et I+={J'[a,b](p\(peE+}.

Propriété et définition :

On a supl™ =infI" et cette quantité est appelée intégrale de f sur [a,b], notée I[ , b]f .
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Interprétation graphique :
Soit f une fonction continue sur [a,b] et #  sa courbe dans un repere orthonormée.
e Si f est de signe constant sur [a,b], .[[ b]f représente 1’aire algébrique (positive quand f est positive,
a,

négative quand f est négative) de la surface comprise entre 1’axe des x, et les droites verticales passant
paraetb.

e Si f est de signe quelconque, I ) f représente I’aire de la surface au comprise entre I’axe des x, la partie
[a,b]

de # au-dessus de (Ox) et les droites verticales passant par a et b, moins I’aire de la surface au comprise
entre I’axe des x, la partie de 2~ au-dessous de (Ox) et les droites verticales passant par a et b.

3. Propriétés de I’intégrale d’une fonction continue sur un segment

a. Propriétés générales :

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b].

e Linéarité de l'intégrale : ¥V (A,)) € R?2, 0n a j[a’b] (M +ug) = kj-[a!b]f - I.L.[[ g.

a,b]

Positivité : Si f est positive sur [a,b], alors .[[ b]f >0.
a,

e Croissance de 'intégrale : Si f <g sur [a,b], alors J-[ b]f < g.

[a.b]
[ <] ]
[a,b] [a,b]

Relation de Chasles : ¥ ce[a,b], J- f= f+ f.

[a,b] [a,c] [c,b]

Inégalité de la valeur absolue ou triangulaire :

b. Valeur moyenne :
Définition :

Soit f une fonction continue sur [a,b]. On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le réel :

1
b-a I[a~b1f

Propriété : Inégalités de la moyenne.

Soient f une fonction continue sur [a,b].

) ) ) 1
¢ Sim est un minorant et M est un majorant de f sur [a,b], alors m < 5 j[ b]f <M
—a Yla,
¢ Si g est une fonction continue sur [a,b], alors .[[ b]fg‘ <suplf IJ.[ b]I gl.
& [a,b] &

c. Fonction continue d’intégrale nulle :

Propriété :

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. On a :

j[a’b]fzo o f=0.
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d. Inégalité de Cauchy-Schwarz :

Propriété :

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b]. On a:

(J-[a,b]fxg)2 : (J.[a,b]fz)x( [a.b]gz) '

Etil y a égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles (Fke R, tel que f =kg ou g=kf ).

4. Extension a I’intégrale entre deux points d’un intervalle quelconque
Définitions :

Soit I un intervalle quelconque de R. V (a,b)e I2, on appelle intégrale de f entre a et b, notée J"bf (t)dt,

la quantité définie par :
[ £ sia<b
b [a.b]
[ fodi=

—j f sia>b
[b,a]

5. Intégrales et primitives
Théoreme :
Soient fe C(I,K) et ae 1.

La fonction f admet des primitives sur I et la fonction x = .[ f(t)dt, définie sur I, est I’unique primitive

de f sur I qui s’annule en a.

6. Calculs d’intégrales
Propriété : Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur I. Alors, pour tous a,be I, ona:

[Twvmde=[umvo] - [ umvioad.

Propriété : Changement de variable

Soient f € C(I,K) et ¢ une fonction de classe C' sur [a,B] et a valeurs dans I, on a :

B B,
I ::; f(0de= [ @' (W (p(w))du.

Propriétés -
Soient ae R’ et fe C([—a,a],K).
e Sifestpaire, [  f(0dt=2[ f(dt.

e Sifestimpaire, [* f(t)dt=0.

e Sifest T-périodique sur R, pour tout xe R, IHTf(t) dt = IOT f(t)dt et J‘THTf(t) dt = on f(t)dt.
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IIT - Formules de Taylor

Dans tout le reste du chapitre, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I quelconque de R et a
valeurs dans K=R ou C.

1. Formule de Taylor avec reste intégral (non exigible, mais tellement importante...)

Théoreme : Formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n.

Soient ne N, f une fonction de classe C""' surlet acI.Ona Vxel :

(k)
f(x)= zf (a) J‘ (X f(n+1)(t)dt

2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoreme : Inégalité de Taylor-Lagrange a l’ordre n.

‘f Dl <M sur I, alors

Soient ne N, f une fonction de classe C™" sur L. S’il existe un réel M >0 tel que

pour tous a,be :

Ib—al™!

(b— a) flk
t(b)~ z k! @ sM= T (n+1)! '

IV — Sommes de Riemann
Définition :
Soient f une fonction définie sur [a,b], 6=(a,,a,,...,a,) une subdivision de [a,b] et (c,,....c,_,) tel que

Vke[0;n-1], ¢, €la,.a,,,]. On appelle somme de Riemann de f associée & G et aux ¢, la quantité :

n—1
S(f,6.¢sCy ) = D (A, —a)f (cy) -
k=0

Propriété et définition :

Si f est une fonction continue sur [a,b], alors pour tout réel €>0, on peut approcher € pres I'intégrale

J} b]f par une somme de Riemann de f. C’est ce qu’on appelle la méthode des rectangles pour estimer
a,

une intégrale.

Propriété :

Si f est une fonction continue sur [a,b],on a:

b_aj:hm b-a f(a+kb_ajzj' £
n Nt 1 n [a,b]

Dans le cas ot f est A-lipschitzienne sur [a,b], on a de plus pour tout ne N :

I[ab] na“if( baj

k=0

SR

n
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V — Extension aux fonctions a valeurs complexes
Définition :

Soient I un intervalle de R et fe C(I,C). V (a,b)e 12, on appelle intégrale de f entre a et b, la quantité

définie par :
["tdt=["Re(f®)dt+i[ Im(f(v)d.

Les propriétés associées a I’intégration qui ne mettent pas en jeu des inégalités s’étendent aux fonctions a

valeurs complexes.

En particulier, restent valables pour des fonctions continues sur un segment [a,b] de R a valeurs dans C : la
b

[t

b
linéarité de I’intégrale, 1’inégalité triangulaire avec des modules : < I , |f (t)| dt, la relation de Chasles,

< (b—a)sup|f

inégalité de la moyenne en modules , le lien entre intégrales et primitives, les formules

[ abf(t)dt

d’intégration par parties et de changement de variable (avec des variables réelles), ainsi que 1’inégalité de
Taylor-Lagrange a tout ordre ne N, avec des modules.




