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Résumé 
 

I – L’ensemble C 

1. Généralités 

Définition : 

L’ensemble des nombres complexes, noté ℂ , est le plus petit ensemble au sens de l’inclusion contenant ℝ  

et i (tel que i² 1= − ) et dans lequel les propriétés des opérations +, –, x et ÷ sont les mêmes que dans ℝ . 

 

Conséquences : 

• Les règles de puissances, les identités remarquables, la formule du binôme de Newton fonctionnent de la 

même façon dans ℂ  que dans ℝ . 

• La propriété « un produit de facteur est nul si et seulement un facteur est nul » est valable dans ℂ  (on 

dit que ℂ  est intègre) 

 

Théorème et définitions : 

L’ensemble des nombres complexes est l’ensemble des nombres de la forme z x iy= +  avec x et y réels 

dans lequel les règles de calcul sont celles des nombres réels. 

Pour tout z ∈ℂ , l’écriture z x iy= +  avec x et y réels est unique, x est appelé partie réelle de z, noté 

Re(z)  et y est appelé partie imaginaire de z, noté Im(z) . 

Si y 0= , z est réel, si x 0= , z est imaginaire pur. 

 

Propriétés : Règles de calcul 

Pour tous z, z '∈ℂ  tels que z x iy= +  et z ' x ' iy '= + , on a : 

z z ' (x x ') i(y y ')+ = + + +    et   zz ' xx ' yy ' i(xy ' x ' y)= − + + . 

 

2. Conjugaison 

Définition : 

Pour tout z x iy= + ∈ℂ , le nombre complexe x iy−  est appelé conjugué de z, noté z . 

 

Propriétés : 

Pour tout z ∈ℂ , on a : 

• 
z z

Re(z)
2

+
=   et  

z z
Im(z)

2i

−
= . 

• z ∈ℝ  (z est réel)   ⇔   Im(z) = 0   ⇔   z z= . 

• z i∈ ℝ  (z est imaginaire pur)   ⇔    Re(z) = 0   ⇔   z z= − . 

• z 0=   ⇔  z 0=  (et donc z 0≠   ⇔  z 0≠ ). 

Règles de calcul : Pour tous z, z '∈ℂ  : 

• z z ' z z '+ = + . 

• zz ' z.z '= . 
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• 
z ' z '

z z

 
= 

 
 (avec z ≠ 0). 

• 
n nz z=  ( n∀ ∈ℤ  avec z  ≠ 0 si nécessaire). 

 

3. Module 

Définition : 

Pour tout z x iy= + ∈ℂ , le réel 
2 2

x y+  est appelé module de z, noté | z | . 

 

Propriétés : Règles de calcul 

Pour tous z, z '∈ℂ , on a : 

• | zz’ | | z || z’ |= . 

• 
z’ | z’ |

z | z |
=   quand z 0≠ . 

• 
n n| z | | z |=  pour tout n ∈ℤ  (quand z 0≠  pour n 0≤ ). 

• | z | | z |= . 

• 
2zz | z |= .  

• 
2

1 z

z | z |
=   quand z 0≠ . 

 

Propriété (inégalité triangulaire) : 

(z, z’) ²∀ ∈ℂ , on a : 

| z | | z’ | | z z’ | | z | | z’ |− ≤ + ≤ + . 

La deuxième inégalité est une égalité si et seulement si z’ kz=  ou z kz’=  avec k +∈ℝ . 

 

II – Groupe des nombres complexes de module 1 

1.  Le groupe U 

Définition : 

On appelle U  l’ensemble des nombres complexes de module 1. 

 

Théorème : 

L’ensemble U  est un groupe pour la multiplication. C’est-à-dire : 

• Le produit de deux complexes de modules 1 est encore de module 1 (U  est stable pour la 

multiplication). 

• 1∈U  et la multiplication est associative dans U . 

• L’inverse d’un complexe de module 1 est encore de module 1. 

 

2.  Forme exponentielle d’un nombre complexe de module 1 

Définition : 

Pour tout θ∈ℝ , on note 
i

e cos i sin
θ = θ + θ . 
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Propriété : 

z ∈U   ⇔  ∃ θ∈ℝ , 
i

z e
θ= . 

 

Propriété : 

2( , ')∀ θ θ ∈ℝ , on a 
i( ') i i '

e e e
θ+θ θ θ= . 

 

Corollaires : 

i. *n∀ ∈ℕ , 
n

1 2 n( , ,..., )∀ θ θ θ ∈ℝ  : 

1 2 n 1 2 ni( ... ) i i i
e e e ... e

θ +θ + +θ θ θ θ= . 

ii. Formule de Moivre : n∀ ∈ℕ , ∀ θ∈ℝ  : 

in i n ne (e ) cos(n ) i sin(n ) (cos i sin )θ θ= ⇔ θ + θ = θ + θ . 

iii. 2( , ')∀ θ θ ∈ℝ  : 

i i

i

1
e e

e

θ − θ

θ
= =   et  

i
i( ')

i '

e
e

e

θ
θ−θ

θ
= . 

iv. Formules d’Euler : ∀ θ∈ℝ  : 
i i

e e
cos

2

θ − θ+
θ =    et   

i i
e e

sin
2i

θ − θ−
θ = . 

 

3.  Forme exponentielle 

Propriété et définition : 

Pour tout *z ∈ℂ , il existe θ∈ℝ , unique modulo 2π, tel que iz | z | e θ=  (où | z |  est le module de z). 

Cette écriture est la forme exponentielle de z et θ est un argument de z. 

 

Propriété : 

Pour tout *z x iy= + ∈ℂ , on a : 

x
cos

| z |
θ =    et   

y
sin

| z |
θ = . 

 

Propriété : 

Pour tous z, z '∈ℂ , on a : 

[ ]

| z | | z ' |
z z '

arg(z) arg(z ') 2

=
= ⇔ 

= π
 

 

En particulier : 

• si z est réel, module et valeur absolue sont identiques et 
[ ]
[ ]

0 2 si z 0
arg(z)

2 si z 0

 π >
= 

π π <
 ; 

• si z est imaginaire pur avec z = iy, | z | | y |=  et 

[ ]

[ ]

2 si y 0
2

arg(z)

2 si y 0
2

π
π >

= 
π− π <



. 
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Propriétés : Règles de calcul 

Pour tous *z, z '∈ℂ , on a : 

• [ ]arg(zz’) arg(z) arg(z’) 2= + π . 

• [ ]
z’

arg arg(z’) arg(z) 2
z

 
= − π 

 
. 

• [ ]narg (z ) n arg (z) 2= π  pour tout n ∈ℤ . 

• [ ]arg(z) arg(z) 2= − π . 

 

4.  Applications 

a.  Linéarisation : 

Il s’agit d’exprimer les puissances du cosinus ou du sinus d’un angle en fonction des cosinus et sinus des 

multiples de cet angle. Pour cela, on utilise les formules d’Euler et du binôme de Newton : 

n n
n i i n ik i(n k) i(2k n)

n n n
k 0 k 0

n n
n i i n n k ik i(n k) n k i(2k n)

n n n
k 0 k 0

n n1 1 1
cos (e e ) e e e

k k2 2 2

n n1 1 1
sin (e e ) ( 1) e e ( 1) e

k k(2i) (2i) (2i)

θ − θ θ − − θ − θ

= =

θ − θ − θ − − θ − − θ

= =

   
θ = + = =   

   

   
θ = − = − = −   

   

∑ ∑

∑ ∑
 

 

b.  Développement : 

C’est le contraire, on cherche à exprimer le cosinus ou le sinus d’un multiple d’un angle en fonction des 

puissances du cosinus et du sinus de cet angle. Pour cela, on utilise les formules de Moivre et du binôme de 

Newton : 

( ) ( )

( ) ( )

n
ni i n n n k k n k

k 0

n
ni i n n n k k n k

k 0

n
cos (n ) Re(e ) Re (e ) Re (cos i sin ) Re i cos sin

k

n
sin (n ) Im (e ) Im (e ) Im (cos i sin ) Im i cos sin

k

θ θ − −

=

θ θ − −

=

  
θ = = = θ + θ = θ θ  

  

  
θ = = = θ + θ = θ θ  

  

∑

∑
 

 

c.  Technique de l’angle moitié : 

Pour tout t ∈ℝ : 
t t

i i
it it2 2

t t
1 e 2e cos                       1 e 2ie sin

2 2

   
+ = − = −   

   
 

 

Application : Pour tout [ ]0 2θ ≠ π  : 

i(n 1)n n
i k

i
k 0 k 0

i(n 1)n n
i k

i
k 0 k 0

n (n 1)
cos sin

1 e 2 2
cos (k ) Re (e ) Re

1 e
sin

2

n (n 1)
sin sin

1 e 2 2
sin (k ) Im (e ) Im

1 e
sin

2

+ θ
θ

θ
= =

+ θ
θ

θ
= =

θ + θ   
    −     θ = = =   θ−     

 
 

θ + θ   
    −     θ = = =   θ−     

 
 

∑ ∑

∑ ∑
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Pour tous a,b ∈ℝ  : 
a b

i
ia ib 2

a b
i

ia ib 2

a b
e e 2e cos

2

a b
e e 2ie sin

2

+

+

− 
+ =  

 

− 
− =  

 

 

 

d.  Formules de trigonométrie : 

Soit deux réels a et b. 

Formules d’addition : 

cos(a b) cos a cos b sin a sin b

sin(a b) sin a cos b cos a sin b

+ = −

+ = +
 

Notamment : 

cos( a) cos( a) cosa

sin( a) sin a

sin( a) sin a

π + = π − = −

π + = −

π − =

                  

cos a sin a
2

cos a sin a
2

sin a sin a cosa
2 2

π 
+ = − 

 

π 
− = 

 

π π   
+ = − =   

   

     

Pour a, b et a b+  différents de (2k 1)
2

π
+ , avec k entier : 

tan a tan b
tan(a b)

1 tan a tan b

+
+ =

−
 

 

Formules de soustraction : 

cos(a b) cosa cos b sin a sin b

sin(a b) sin a cos b cos a sin b

− = +

− = −
 

Pour a, b et a b−  différents de (2k 1)
2

π
+ , avec k entier : 

tan a tan b
tan(a b)

1 tan a tan b

−
− =

+
 

 

Formules de produits : 

( )

( )

( )

1
cos a cos b cos(a b) cos(a b)

2

1
sin a sin b cos(a b) cos(a b)

2

1
cos a sin b sin(a b) sin(a b)

2

= + + −

= − − +

= + − −

 

 

Formules de duplication : 

cos(2a) cos ²a sin ²a 2cos ²a 1 1 2sin ²a

sin(2a) 2sin a cosa

= − = − = −

=
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Pour a et 2a différents de (2k 1)
2

π
+ , avec k entier : 

2 tan a
tan(2a)

1 tan ²a
=

−
 

 

Formules d’addition : 

a b a b
cos a cos b 2cos cos

2 2

a b a b
sin a sin b 2sin cos

2 2

+ −
+ =

+ −
+ =

 

 

Formules de soustraction : 

a b a b
cos a cos b 2sin sin

2 2

a b a b
sin a sin b 2cos sin

2 2

+ −
− = −

+ −
− =

 

 

Formules avec l’angle moitié : 

Pour a tel que 
a

2
 différent de (2k 1)

2

π
+ , avec k entier, et en posant 

a
t tan

2

 
=  

 
, on a : 

2

2 2

1 t 2t
cos a             sin a

1 t 1 t

−
= =

+ +
 

Et pour a (2k 1)
2

π
≠ + , avec k entier : 

2

2t
tan a

1 t
=

−
 

 

Réduction de acosx + bsinx  : 

Soient a et b deux réels non nuls. Il existe α tel que : 

a
cos

a² b²
α =

+
 et 

b
sin

a² b²
α =

+
. 

Alors, pour tout x ∈ℝ  : 

a cos x bsin x a² b² cos(x )+ = + − α . 

Cas particuliers : 

cos x sin x 2 cos(x )
4

cos x sin x 2 cos(x )
4

π
+ = −

π
− = +

 

 

III – Racines n
ièmes

 de l’unité 

1.  L’ensemble des racines n
ièmes

 de l’unité 

Définition : 

Soit *n ∈ℕ . 

Les racines n
ièmes

 de l’unité sont les racines complexes de nz 1= . On note nU  l’ensemble de ces racines. 
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Propriété : 

*n∀ ∈ℕ , � �
2k

i
n

n e , k 0 ; n 1

π 
= ∈ − 
 

U . 

 

Propriété : 

Soit *n ∈ℕ . nU  est stable par multiplication et passage à l’inverse. 

 

2.  Résolution de z
n
 = a 

Propriété et définition : 

Soit *n ∈ℕ  et r +∈ℝ . Il existe un unique réel positif a tel que na r= . 

Ce réel est appelé racine n
ième

 de r, noté n r . 

 

Propriété et définition : 

Soient *n ∈ℕ  et *a ∈ℂ  tel que ia re α=  avec r 0> . 

L’ensemble des solutions de l’équation nz a=  d’inconnue z est o nz U  où 
i

n n
oz r e

α

= . 

Ces solutions sont appelées racines n
ième

 de a. 

 

IV – Second degré 

1.  Racines carrées 

Propriété : 

Soit z ∈ℂ . Il existe deux nombres complexes 1r  et 2r  tels que 2 2

1 2r r z= = . On a de plus, 2 1r r= − . 

 

2.  Second degré 

Soient a, b et c trios nombres complexes, avec a ≠ 0. 

On cherche à résoudre dans ℂ , l’équation : 

az² bz c 0+ + = . 

On pose b² 4ac∆ = −  qui est le discriminant. Si δ est une racine carrée de ∆, les racines de l’équation ci-dessus 

sont : 

b

2a

− − δ
 et 

b

2a

− + δ
. 

Une équation du second degré dans ℂ  possède toujours deux solutions (éventuellement égales : racine double). 

 

3.  Relations entre les coefficients et les racines d’un trinôme 

Propriété : 

Si 1z  et 2z  sont les racines de az² bz c+ +  (distinctes ou pas), on a 1 2

b
z z

a
+ = −  et 1 2

c
z z

a
= . 
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V – Exponentielle complexe 

1.  Définition 

Définition : 

Soit z x iy= + ∈ℂ . On pose z x iye e e= . 

 

2.  Propriétés 

Propriété : 

2(z, z ')∀ ∈ℂ , z z ' z z 'e e e+ = . 

 

Corollaires : 

i. *n∀ ∈ℕ , n

1 2 n(z , z ,..., z )∀ ∈ℂ , 1 2 n 1 2 nz z ... z z z ze e e ... e+ + + = . 

ii. n∀ ∈ℕ , z∀ ∈ℂ , nz z ne (e )= . 

iii. z∀ ∈ℂ , z

z

1
e

e

−= . 

iv. z∀ ∈ℂ  et z '∀ ∈ℂ , on a 
z

z z '

z '

e
e

e

− = . 

v. z∀ ∈ℂ , z ze e= . 

 

Propriété : 

2(z, z ')∀ ∈ℂ  : 
z z 'e e z z ' 2k= ⇔ − = π  avec k ∈ℤ . 

 

VI – Interprétation géométrique de nombres complexes 

1.  Le plan complexe 

Définitions : 

Le plan complexe est le plan usuel ( 2
ℝ ) muni d’un repère orthonormé direct (O;u, v)

� �
. 

Si M est un point (resp. : U
��

 est un vecteur) de coordonnées (x, y), alors z x iy= +  est l’affixe du point M 

(resp. : du vecteur U
��

). Le plan est ainsi mis en bijection avec ℂ . 

 

Propriétés : 

Si M est un point d’affixe z, alors : 

• | z | OM= . 

• ( )arg(z) u,OM=
� �����

. 

• M (Ox)∈   ⇔   z est réel. 

• M (Oy)∈    ⇔   z est imaginaire pur. 

Pour tous points A, B, C et D, d’affixes respectives Az , Bz , Cz  et Dz  : 

• L’affixe de AB
����

 est B AAB
z z z= −���� . 
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• A B=    ⇔   A Bz z= . 

• B AAB || AB || z z= = −
����

 

• ( ) ( ) [ ]B Au, AB arg z z 2= − π
� ����

 avec A ≠ B. 

• ( ) [ ]D C

B A

z z
arg AB,CD 2

z z

 −
= π 

− 

���� ����
 avec A ≠ B et C ≠ D. 

• L’affixe du milieu d’un segment [AB] est A Bz z

2

+
. 

• L’affixe du centre de gravité d’un triangle ABC est A B Cz z z

3

+ +
. 

 

Pour M d’affixe z, on a le schéma : 

 

où 
1M , 

2M  et 
3M  sont les symétriques de M par rapport à (Ox), (Oy) et O respectivement. 

 

Propriétés : 

Pour tous vecteurs U
��

 et V
��

 d’affixes respectives z et z '  : 

• l’affixe de U V+
�� ��

 est z z '+  et l’affixe de kU
��

 avec k réel est kz . 

• U
��

 et V
��

 sont colinéaires si et seulement si zz '∈ℝ . 

• U
��

 et V
��

 sont orthogonaux si et seulement si zz ' i∈ ℝ . 

 

Propriété : 

Soit a un complexe fixé et R 0> . L’ensemble des points M, d’affixe z, du plan complexe tel que 

z a R− <  (resp. z a R− ≤ ) est le disque ouvert (resp. fermé) de centre A, d’affixe a, et de rayon R. 

 

2. Transformations du plan 

a. Généralités : 

Définitions : 

On appelle transformation du plan une bijection du plan dans lui-même. 

Soit u
�

 un vecteur du plan. La translation de vecteur u
�

 est l’application du plan dans lui-même qui à un 

point M associe le point M '  tel que MM ' u=
������ �

. 

Soient Ω un point du plan et α un réel. La rotation de centre Ω et d’angle α est l’application du plan dans 

lui-même qui à un point M du plan associe le point M '  tel que M ' MΩ = Ω  et ( M, M ') [2 ]Ω Ω = α π
����� ������

 

(quand M ≠ Ω ). 

O 

M(z) 

1M (z)

 

2M ( z)−  

3M ( z)−  



PCSI  13 

Soient Ω un point du plan et k un réel non nul. L’homothétie de centre Ω et de rapport k est l’application 

du plan dans lui-même qui à un point M associe le point M '  tel que M ' k MΩ = Ω
������ �����

. 

Soit D une droite du plan. La réflexion (ou symétrie axiale) d’axe D est l’application du plan dans lui-

même qui à un point M associe le point M '  tel que D est la médiatrice de [MM '] si M D∉  et M ' M=  si 

M D∈ . 

 

Translation 
 

 

 

Homothétie 

 

 
Réflexion 

 

Propriétés : 

Les translations, rotations, homothéties et réflexions sont des transformations du plan et : 

• La réciproque d’une translation de vecteur u
�

 est la translation de vecteur u−
�

. 

• La réciproque d’une rotation de centre Ω et d’angle α est la rotation de même centre et d’angle – α. 

• La réciproque d’une homothétie de centre Ω et de rapport k est l’homothétie de même centre et de 

rapport 1/k. 

• La réciproque d’une réflexion (ou symétrie axiale) d’axe D est elle-même. 

 

b. Ecriture complexe : 

Définition : 

L’écriture complexe d’une application du plan dans lui-même est une relation du type z ' f (z)=  où z est 

l’affixe d’un point M et z '  est l’affixe de son image par l’application. 

 

Propriétés : 

Soit f une application de P dans P. 

• f est une translation si et seulement si son écriture complexe est z ' z b= + . Dans ce cas, f est une 

translation de vecteur u
�

, d’affixe b. 

• f est une rotation si et seulement si son écriture complexe est iz ' e (z z ) zα

Ω Ω= − + . Dans ce cas, f est 

une rotation de centre Ω d’affixe zΩ  et d’angle α. 

• f est une homothétie si et seulement si son écriture complexe est z ' k(z z ) zΩ Ω= − + . Dans ce cas, f est 

une homothétie de centre Ω et de rapport k est. 

• L’écriture complexe de la réflexion par rapport à l’axe des abscisses (resp. ordonnées) est z ' z=  (resp. 

z ' z= − ). 

 

M '  

M D 

M '  
M 

Ω 

M '  

M 
α 

Ω 

u
�

 

M 

M '  

Rotation 


