PCSI

Chapitre 1 - Bases - Entrainement

Exercice 1 | Logique

1) Donner la négation de :
a. VxelR tel que xZZ,EIyeRtelqueXSI.
b. VneZ,VmeZ,EpeZtelquenSpXSm.
c. YaeZ,3dbeZ,VceZ, ac<b.
2) Donner la contraposée de :
a. x’+y <1 = xy<l.
b. VxeR, xy<1l = y=0.
3) Démontrer que, pour tout entier naturel n, I’entier 3** —2" est un multiple de 7 :
a. par récurrence ;

b. en factorisant ;
c. al’aide la formule du binome.

4) Démontrer par I’absurde que 3 est irrationnel.

Exercice 2 | Ensembles

Soit E= {a,b, c, d,e} un ensemble.
1) Onpose A={a,b}, B={d,e}, C={b,c,d} et D={a,c,e}. Déterminer :
(AUB)NC, AU(BNC), (BUC)\D, BU(C\D), An[(DUB)\C], [(AnD)UB]\C.

2) Déterminer deux parties X et Y de E telles que XNY = {a,b} , XUY=E et X\Y= {c} .

Exercice 3 | Applications

1) Soit f:E—E telle que fof of =id, . Montrer que f est bijective et donner .
2) Soit f:N—>N;nr»n?2-2n+3.

a. fest-elle injective ? surjective ?

b. Onnote 2N 1’ensemble des entiers naturels pairs. Déterminer £ (2N).
3) Soit E et F deux ensembles et f une application de E dans F.

Montrer que f est surjective si et seulementsi VBcF, f'(B)=0 & B=0.
4) Soient E un ensemble et f,f,,g trois applications de E dans E. Montrer que :

a. gof, =gof, et ginjective = f, =1,.

b. fog=f,og etgsurjective = f =1,.
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Exercice 4 | Calculs algébriques

Calculer :
100 n 3k_2k n+2k_1 nk o
A=) (k*-20k+99), B=> ——, C=[[—, D=2_D i, E= ) 2" .F= ) (i+).
k=50 k=1 5 k=3 k+1 k=l i=1 1<i,j<n I<i<j<n

Exercice 5 | Relations

Dans chaque cas suivant, démontrer que la relation .% donnée est une relation d’équivalence sur E et
déterminer la classe d’un élément de E.

1) E=R,x#y © x=ty.
2) E=R", f.#Zg & f(0)=¢g(0).
3) E=P (le plan) et O un point fixé, A.#B < OA =0B.
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Indications

Exercice 1 | Logique

1) Les V deviennent des 3 et vice-versa. Attention a la négation de V ... tel que...

2) Ecrire les négations de chaque membre de I’implication et en changer le sens. Attention aux inégalités
strictes/larges.

3) Démontrer que, pour tout entier naturel n, I’entier 3*" —2" est un multiple de 7 :
a. 3D 2" =93 22" =T7x3" +2x (37" -2").
b. 3" =9"
c. 3"=(T7+2)"

4) Voir la preuve pour V2.

Exercice 2 | Ensembles

Soit E={a,b,c,d,e} un ensemble.

1) Faire un dessin pour voir. Evaluer chaque «bout» de ce que I'on cherche (en respectant les
parentheses). Par exemple pour (A UB)NC, commencer par évaluer AUB.

2) On pourra déterminer X d’abord en remarquant que X\Y =XNY et (XNY)u (X N S_() =...

Exercice 3 | Applications

1) Poser g=fof.

2) a. Calculer les premieres valeurs de f(n).
b. ne f'(2N) ssi f(n) est pair. Comme 3 est impair, f(n) est pair ssi ...
3) On doit prouver I’équivalence :
(f est surjective) < (VB cF{f'B)=¢@ < B= @) )
Attention, le second membre de cette équivalence est lui-méme une équivalence (dont ’'un des sens est
évident...). Procéder par double implication et ne pas hésiter a utiliser la contraposée de la second
propriété.
4) Dans les deux cas, il suffit de prouver que V xe E, f,(x) =1,(x).
a. Utiliser gof, =gof, d’abord.
b. Utiliser la surjectivité de g d’abord.

Exercice 4 | Calculs algébriques

e Pour A, remarquer que k*>—20k +99 = (k—10)> -1, faire un changement d’indice et utiliser la formule

Z“:kz _ n(n+1)6(2n+1) '
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k k k k
. . 3=2 3 2 . . .
Pour B, écrire e = 575 puis somme des termes de deux suites géométriques.
Pour C, écrire le produit de quotients sous la forme d’un quotient de produit, puis réindexer et utiliser
éventuellement les factoriels. Ne pas hésiter a écrire les produits avec des pointillés.

n k
Pour D, rajouter des parentheses : D = 2(21J .

k=1 \li=1

i=1

Pour E, récrire en une somme double : E = 2(2 2i”} et remarquer que 2" =221

=l

n j
Pour F, récrire en une somme double en faisant attention aux bornes : F= Z(z i+ j)j .

=1 \i=1

Exercice 5 | Relations

Dans chaque cas revenir a la définition (dans chaque, toutes les propriétés résultent simplement du fait que
I’égalité est une relation d’équivalence.)

Pour les classes, on peut fixer un élément de E et déterminer tous les éléments en relation avec lui.



PCSI

Réponses
Exercice 1 | Logique
1) Ona:
a. dxeR telque x=2et VyeR, Y.
X

b. dneZ,dmeZ,telque VpeZ, p<n ou p>m.

C.

JdaeZ telque Vbe Z, dce Z tel que ac>b.

2) a. xy21= x"+y’ >1.

b. y#0 = 3Ixe R tel que xy>1.

3) Démontrer que, pour tout entier naturel n, ’entier 3°* —2" est un multiple de 7.

a.

Pour n=0, 3" —2" =1—-1=0 qui est bien divisible par 7.

Si pour ne N donné, 3*" —2" est divisible par 7, alors on a 3*" —2" =7k avec ke N et :
32D _pnHl — 932 %2 =T X3 42X (3P —2") =Tx3™" +2x Tk =Tx (3™ +2k) .

Donc, 7 divise 3™ —2"" et la propriété est héréditaire.

n-l n-1
Ona 3™ -2"=9"—2"=(9-2)) 92" =7k avec k=) 92" eN.

k=0 k=0

Donc, 3" —2" est divisible par 7.

n n n n
32" =(T+2)"-2" = z(kj#z“ -2"= 7xz(g7k—12‘“k =7K avec K= Z(Ej#*z“ eN.
k=1

k=0 k=1

Donc, 3™ —2" est divisible par 7.

4) Supposons que J3e Q. Alors, V3= P avec p et q deux entiers naturels non nuls premiers entre eux et :
q

p’=3q" = 3lp> = 3lp = p=3kavec keN = ¢*=3k*> = 3Iq° = 3lq.

Ainsi, 3 divise p et g, ce qui est absurde car ils sont premiers entre eux. Donc, NEY: Q

Exercice 2 | Ensembles

1) Ona:

AUB={a,b,d,e} donc (AUB)NC={b,d}.

BAC={d} donc AUBNC)={a,b,d}.
BuC={b,c,d,e} donc (BUC)\D={b,d}

C\D={b,d} donc BU(C\D)={b,d,e}

B={a,b,c} donc DUB={a,b,c,e} et (DUB)\C={a,e}.
Puis A ={c,d,e} donc An[(DUB)\C|={e}.

ANnD={c,e} donc (AnD)UB={a,b,c,e}, puis [(KmD)uE]\C={a,e}.
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2) Ona XNY={a,b} et X\Y=XNY={c} donc:
X=(XNY)u(XnY)={a,b,c}.
Alors XNY =(XNY)u(XnX)=XN(YUX)=XNE=X={d,e} donc

Y:(XmY)u()_(mY):{a,b,d,e}

Exercice 3 | Applications

1) Posons g=fof.Onaalors fofof =gof =fog=id, donc fest bijectiveet f ' =g=fof.
2) a. Ona f(n)=n(n—2)+3 donc f(0)=1(2) =3, ce qui prouve que f n’est pas injective.
De plus, f(1)=2 etsi n=>2, n(n—2) >0 donc f(n)=>3.
Ainsi, 1 n’admet pas d’antécédent par f, ce qui prouve que f n’est pas surjective.
b. Onanef'(2N) & f(n)=n(n—-2)+3 estpair & n(n—2) estimpair.
Or, n et n—2 ont la méme parité, donc n(n—2) aussi (le produit deux (im)pairs est (im)pairs), et

ainsi, ne f'(2N) ssi n est impair, autrement dit, f~'(2N) est I’ensemble des entiers naturels impairs.

3) (=) On suppose que f est surjective.
Soit B F.Ilestclairque B=@ = f'(B)=0.

Réciproquement, si f'(B)=, supposons que B#. Alors, 3ye B et comme f est surjective, y
admet un antécédent x par f. Alors, x € f(B), donc f'(B)= D, ce qui est absurde. Ainsi, B=J.

(&) On suppose que VBcCF, f'(B)=@ < B=0, soit par contraposée : Bz < f'(B)2J.
Alors, VyeF, f™ ({y}) =, c’est-a-dire : Ixe€ E, xe ™ ({y}) .On a alors f(x)e {y}, soit f(x)=y.

Donc, y admet un antécédent par f. Ceci prouve que f est surjective.

4) a. On suppose que gof, =gof, et g est injective.
Alors, Vxe E, gof (x)=gof,(x), soit g(fl(x)) = g(f2 (X)) . g étant injective, on a f,(x) =1f,(x).
Ainsi, Vxe E, f,(x)=1f,(x) donc f, =f1,.
b. On suppose que f,og =1, og et g est surjective.
Alors, Vxe E, 3z€E tel que x =g(z) et f,(x) =f,(g(z)) =1, cg(z) =1, 0 g(z) =1, (g(2)) =f,(x).
Ainsi, Vxe E, f,(x)=f,(x) donc f, =f1,.

Exercice 4 | Calculs algébriques

100 100 100 100

A=Y (K*=20k+99)= Y[ (k=10 ~1]= > (k-10)’ - Y"1
k=50 k=50 k=50 k=50
90 90 39
=3 K =(100-50+1) =Y k> =S K =51 = 90X961X181— 39X460X79 —51=226474
k=40 k=1 k=1

n Ak k n k n k 1_(3j 1_(2j n+2 n+2
pg? 2 g(a)g(z) 2Tl 2T i e
=5 &=5) &5) 75 3 s 2 e 5
5 5
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n+2 n+l
k-1 k
n+2k 1_H( )_H 6(I1+1)' 6
n+2 043

l(3k+1 H(k+1) Hk (n+3)! (n+2)(n+3)

. (Zkllj Zk(k+1) 1(21(2 sz ;(n(n+1)6(2n+1)+n(n2+1)j:n(n+1é(11+2)

k=1

B ) e

I<i,j<n i=l

EPRES I TETabab ol (St D08

1<i<j<n j=1

—.

__(3 n(n+1)(2n+l)+n(n+1)j_ n(n+1)*
2 6 2 ) 2

Exercice 5 | Relations

1) Remarquons que V (x,y)e R*, x. #y & x=1y & x*=y’.Onaalors :
e VxeR,ona x>=x"donc x.#Zx et . # estréflexive.
e V(x,y)eR*, onax#Zy @ x'=y @y =x’ & y.#x et .# estsymétrique.

e V(x,y,2)e R’ tel que x. #y et y#z,ona x’ =y’ et y°=z°, donc x> =27, soit Xx. #z et
A est transitive.

Pour xe R donné,ona ye C_ ssi y.#x,soit y=1x,donc C  ={x,—x}.
2) Ona:
e VfeR¥ ona f(0)=f(0) donc f Zf et .# est réflexive.
e V(f,g)e R*)*,onaf #Zg < f(0)=g(0) & g(0)=f(0) & g.Zf et .# est symétrique.
o V(f,g,h)e (R¥) tel que f.#g et g.#h, ona f(0)=g(0) et g(0)=h(0), donc f(0)=h(0),
soit f . #h et % est transitive.
Les classes de .% sont {f € R*,f(0)=a} ol a est un réel fixé.
3) Ona:
e VYVAe P,ona OA=0A donc A #ZA et % estréflexive.
e Y(A,B)e P’,ona A #B <& OA=0B & OB=0A & B.#ZA et . % est symétrique.

e V(A,B,C)e P’ tel que A.#B et B.#C,ona OA=0B et OB=0C, donc OA =0C, soit
A #C et % esttransitive.

Les classes de .% sont {M e P,OM =R} ou R est un réel fixé, autrement dit les cercles de centre O.
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Chapitre 2 - Entiers naturels - Entrainement

Exercice 1 | Récurrence

" 2n
1) Montrer par récurrence que Vne N, 4 1 < ( j <4,
n+

2) Soit la suite (u, ), définie par uy =0, u,=1et VneN, u ,,=u +u_,,.

Prouver par récurrence que Vne N.

Exercice 2 | Ensembles finis

1) Soient un ensemble E de cardinal 320 et A, B et C trois parties A, B et C de E telles que :

(i) A et B sont disjoints (iv) Card ((A UB)N (_j) =109
(i) Card(ANC)=Card(BNC) (v) Card(AC)=48
(ili) Card(AUBUC)=221 (vi) Card((AUB)NC)=80

a. Déterminer les cardinaux de A, B et C.
b. Déterminer les cardinaux de (AUB)NC, ANC et AUC.
2) Soient deux ensembles E et F, f une application de E dans F, A une partie de E et B une partie de F.
Est-il vrai que :
a. si A est finie alors f(A) est finie ;
b. si f(A) est finie alors A est finie ;
c. siB est finie alors f ~'(B) est finie ;

d. si f '(B) est finie alors B est finie ?

Exercice 3 | Dénombrement

1) Combien y a-t-il d’anagrammes du mot : ANAGRAMME ?

2) A T'occasion d’une compétition sportive groupant 18 athletes, on attribue une médaille d’or, une
d’argent, une de bronze.

a. Combien y-a-t-il de palmares possibles ?
b. Parmi les 18 athletes, 3 sont américains, 2 sont chinois, 2 sont russes. Tous les autres sont les
seuls représentants de leurs pays (donc 14 pays différents sont représentés).
Combien y-a-t-il de palmares possibles par pays ?
3) On distribue une main de 5 cartes a partir un jeu usuel de 32 cartes (4 couleurs : treéfle, carreau, cceur,
pique et 8 niveaux du 7 a I’as). Combien y a-t-il de tirages possibles vérifiant les conditions suivantes.
* Aucune condition.
* Il y aexactement deux rois.
* Il y a au moins un pique.

e Il y aun exactement as et deux carreaux.
* Il n’y apas de cartes en-dessous du 9.
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* Les cinq cartes tirées forment deux paires (mais pas un carré).
* Les cinq cartes tirées sont de la méme couleur.
* Les cinq cartes tirées forment une quinte flush (cinq cartes qui se suivent dans la méme couleur).

Exercice 4 | Arithmétique

1) Soit ne N. Prouver que si 2" —1 est premier, alors n aussi. La réciproque est-elle vraie ?

2) Soient n et p deux entiers naturels. Montrer que np est pair oun” —p” est divisible par 8. Le « ou » est-il
exclusif ?

3) Prouver par I’absurde que I’équation 12n” —7n =1 n’a aucune solution entire.
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Indications

Exercice 1 | Récurrence

2(n+1) . 2n
1) Evaluer en fonction de .
n+1 n

Pour établir une inégalité, ne pas hésiter a former la différence des deux membres.

2) Procéder par récurrence double.

Exercice 2 | Ensembles finis

1) a. Attention, question délicate.
On peut commencer par trouver le cardinal de C.
Ne pas hésiter a écrire toutes les formules qui vous passent par la téte.
Utiliser toutes les hypotheses.
Une formule de base ici est : Card X =Card(XNY)+Card(XNY).
b. Encore la formule ci-dessus avec X et Y bien choisis.
Pour Card(AuUC), on peut utiliser Card(ANC).

2) Simple avec un peu de bon sens, mais attention toute application n’est pas injective et/ou surjective...

Exercice 3 | Dénombrement

1) Méme principe que dans le TD : attention aux lettres en double ou triple.
2) a. Déterminer le modele : choix des trois vainqueurs distincts, dans un certain ordre...

b. Raisonner en plusieurs cas, par exemple, suivant le nombre d’américains dans le trio de téte (de 0 a
3). Attention, ici on demande le palmares par pays, donc si deux américains arrivent en téte, peu importe
leur ordre...

3) Déterminer le modele : choix de cartes distinctes, mais ordre indifférent... puis, dans cas construire
presque carte par carte le jeu demandé : par exemple, pour avoir exactement deux rois, il faut choisir les
deux rois, et pour chaque paire de rois possible, choisir les trois autres cartes parmi toutes sauf les quatre
rois.

Exercice 4 | Arithmétique

1) Prouver la contraposée en utilisant la formule a’ —1=(a—1)(a*" +a* > +...+a+1).
2) Donner une condition sur n et p pour que np soit impair, et partir de cette hypothese.

3) Quels sont les couples d’entiers relatifs dont le produit vaut 1 ?
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Réponses

Exercice 1 | Récurrence

4" 2n . . .
3) Pour n=0,0na 1 = ( j =4" =1 donc la propriété est vraie (on a méme des égalités).
n+ n

Supposons la propriété vraie a un rang ne N . Alors :

2m+D) (2n+2) (2n+2)! _(2n+2)(2n+1)(2n)!_22n+1 2n
n+1 ) { n+l _((n+1)!)2_ (n+1)*(n!)’ T n+lln)

Par HR, on a alors :

" 2(n+1
22n+1 4 < (n+1) SZ2n+14r1
n+1 n+1 n+1 n+1
Or:
22n+1411£22n+24n:4n+l :
n+1 n+1
n+l n n n+l n
4 _22n+1 4 __ 2n4 <0 = 4 S22n+1 4 .
n+2 n+l n+l (n+2)(n+1) n+2 n+l n+1
4t (24D o :
Ainsi, < < 4" et la propriété est vraie au rang n+1.
n+2 n+l

4) On procede par récurrence double.

Avec u, =0 et u, =1, la propriété est immédiatement vraie aux rangs O et 1.

Pour ne N, supposons la propriété vraie aux rangs n et n+1.

Alors u,e Netu ,eNdonc u,,,=u, +u, €N etlapropriété est vraie au rang n+1.

n+l n+l

Exercice 2 | Ensembles finis

1) a. Avec A et B sont disjoints, on a Card(ANB)=Card(ANBNC)=Card(AnBnN C)=0 donc :

Card(A UBUC) = Card A + Card B+ Card C — Card(A N B) — Card(A N C) — Card(BN C)
+Card(ANBNC)
=Card A —Card(ANnC)+Card B—Card(BNC)+CardC
= Card(A N C) +Card(BNC)+CardC
=Card((ANC)U(BNC))+CardC

= Card((AUB)NC)+CardC

Avec Card(AUBUC) =221 et Card((AUB)NC)=109, on obtient immédiatement :

CardC=112.
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Ona:
Card(A UB) = Card ((A UB)NC)+Card((AUB)NC)
Card C = Card ((AUB) N C)+Card ((AUB)NC)
Donc, en soustrayant, on obtient :
Card(A UB) - Card C = Card((AUB) N C) - Card ((AUB) N C).
Avec Card(AUB)=Card A+CardB (A et B disjoints) et les hypotheses (iv) et (vi), on obtient :
Card A+CardB=112+109-80=141  (1).
D’autre part :
Card ((AUB)NC)=Card((ANC)uU(BNC))=Card(ANC)+Card(BNC)
Donc :
Card(BNC) = Card ((AUB)NC)—Card(ANC) =109-48 =61 .
Enfin :

Card A = Card(A N C) +Card(A N C) = Card(A N C) +48
Card B = Card(BNC)+Card(BNC) = Card(BNC) +61

Avec Card(A NC)=Card(BNC), on obtient :
Card B—Card A =13 2).
En ajoutant (1) et (2), on obtient, Card B="77 et en les soustrayant, on obtient Card A =64.

Finalement :

CardA =64, CardB=77 et CardC=112.

b.Ona Card((AUB)NC)=CardC— Card((AUB)NC)=112-80, soit :

Card ((AUB)NC)=32.

Par ailleurs, Card C = Card(A N C) + Card(A N C) = Card E—Card C =320—-112 =208, donc :
Card(A N C) = Card C —Card(A N C) = Card E —Card C — Card(A nC) =320—112—48.

Soit :
Card(ANC)=160.
Enfin :
Card(A UC) = Card A +Card C— Card(A N C)
= Card E —Card A + Card E — Card C — Card(A N C)
=320-64+320-112-160
Soit :

Card(AUC) =304 .
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2) a. VRAL

On a méme Card f(A)<Card A (I’'inégalité est stricte si deux éléments de A ont la méme image,
donc f non injective).

b. FAUX.
Pour le voir, il suffit de considérer A infinie et f constante.
A serait forcément finie si f était injective.
c. FAUX.
Méme contre-exemple que ci-dessus.
d. FAUX.
B peut étre infinie et ne contenir qu’un nombre fini d’éléments ayant un antécédent par f.
Exemple : f :R >R ;x> x> et B=R_ (infinie). Ona f ~'(B) ={0} (finie).

B serait forcément finie si f était surjective.

Exercice 3 | Dénombrement

1) Le mot ANAGRAMME contient 9 lettres, donc 3 A et 2 M, donc :

!
Le nombre d’anagrammes du mot ANAGRAMME est 3 ‘9 '2' =30240.
Ix2!

2) a. Le nombre de palmares possibles est le nombre de facons de choisir 3 athletes distincts (sans remise)
parmi les 18, en tenant compte de 1’ordre : ¢’est un arrangement de 3 parmi 18, donc :
18!

Le nombre de palmares possibles est A}’ = 5 4896 .

b. Considérons plusieurs cas suivant le nombre N d’américains médaillés.
Notons E I’ensemble des pays en lice sauf les Etats-Unis (donc E contient 13 pays).

Un palmares par pays seranoté X — Y —Z ou X, Y et Z sont des pays (distincts ou pas), avec Us = Etats-
Unis, Ch = Chine et Ru = Russie.

Résumons les diverses possibilités dans un tableau :

N Palmares Condition Norzlbre d?
palmares possibles

3 Us-Us-Us 1

2 Us-Us-X XeE 13
Us - X -Us XeE 13
X -Us-Us XeE 13

1 | Us—Ch-Ch 1
Us—-Ru-Ru 1
Us-X-Y | X,Y)eE’et X#Y AP =13x12=156
Ch-Us-Ch 1
Ru-Us-Ru 1
X-Us-Y | (X,Y)eE’et X2Y 156
Ch-Ch-Us 1
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Ru-Ru-Us 1
X-Y-Us | (X,Y)eE et X#Y 156
Ch—Ch-X Xe E\(Ch) 12
Ch—X—Ch Xe E\(Ch) 12
X—Ch—Ch Xe E\{Ch) 12
Ru—_Ru—X XeE\(Ru] 12
Ru-X—-Ru Xe E\{Ru} 12
X —Ru-Ru Xe E\{Ru} 12
X-Y-7Z XY.Z) B | o6 _13ax11=1716
X2Y#2Z2X
Total 2302

Ainsi :

Il y a 2302 palmares par pays possibles.

3) Ici, toutes les cartes distribuées sont différentes les unes des autres, mais leur ordre n’importe pas : le
modele est celui des combinaisons.

32
* Aucune condition : ll 'y a ( 5 j: 201376 possibilités.

4 28
* Exactement deux rois: 1l 'y a (2) =6 possibilités pour les rois et ( 3 j: 3276 possibilités pour

les trois autres cartes (qui ne doivent pas étre des rois, donc choisies parmi les 32 — 4 = 28 autres).

Il y aentout 6x3276=19656 possibilités.

* Au moins un pique : On calcule sans pique d’abord : il faut choisir les cinq cartes parmi 24 (les 32
24
moins les 8 piques), il y a ( s jz 42504 possibilités.
Par différence, il y a 201376 —-42504 =158 872 possibilités.

e Exactement un as et deux carreaux : Considérons deux cas.

= Les cartes choisies contiennent 1’as de carreau : Il y a 7 possibilités pour le second carreau et
( 3 J= 1330 pours les trois autres cartes (choisies parmi les 32—-8—-3 =21 cartes qui ne sont
ni des carreaux, ni des as). Il y a en tout 7x1330=9310 possibilités.

= Les cartes choisies ne contiennent pas I’as de carreau : Il y a 3 possibilités pour I’as (trefle,

coeur ou pique), (2j=21 pour les deux carreaux (7, car on ne peut pas prendre 1’as) et

21
( ) J =210 pour les deux autres cartes. Il y a en tout 3x21x210=13 230 possibilités.

En tout, il y adonc 9310+13 230 =22 540 possibilités.

* Pas de cartes en-dessous du 9 : 1l faut choisir les cinq cartes parmi 24 (les 32 moins les quatre 7 et

24
les quatre 8), doncil y a ( 5 J= 42504 possibilités.
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* Deux paires (mais pas un carré) : Commencons par choisir les 2 niveaux des paires parmi les 8

8
niveaux possibles, il y a (2}228 possibilités. Dans chacun des deux niveaux choisis, il faut

4
choisir 2 cartes, soit (2}26 par niveau. Enfin, on 32—-2x4 =24 possibilités pour la carte

restantes.

En tout, il y a 28xX6Xx6Xx24 =24192 possibilités.

*  Couleur : 11y a4 couleurs possibles. La couleur étant choisie, il faut tirer 5 cartes parmi les 8 de la

8
couleur, soit (SJ =56 possibilités.

En tout, il y a 4X56 =224 possibilités.

*  Quinte flush : Une quinte flush peut démarrer au 7 (7-8-9-10-V), au 8 (8-9-10-V-D), au 9 (9-10-V-
D-R) ou au 10 (10-V-D-R-As), soit 4 possibilités. Comme il y a 4 couleurs, on obtient 4x4 =16

quintes flush possibles.

Exercice 4 | Arithmétique

1) Onveut: 2" —1 premier = n premier.

2) On veut prouver que np est pair oun’ —p” est divisible par 8. Ceci revient & prouver que si np est

Prouvons la contraposée : n non premier = 2" —1 non premier.
Sin n’est pas premier, alors on peut écrire n =pq avec p et q entiers supérieurs ou égaux a 2.
Alors :
2" —1=27—1=(2") = 1=(2° =D (") +(2")7 +...+ 2" +1).
Or, 2° —1 et (2°)%" +(2°)** +...+ 2" +1 sont des entiers, et :
e p=22 = 2°-123;

o =2 = ()T H (2N +2P+122P+12>2.

Ainsi, 2" —1 est le produit de deux entiers supérieurs ou égaux a 2 donc 2" —1 n’est pas premier.

La réciproque serait : n premier = 2" —1 premier. Or, on a 2'' —1=2047 =23x89 donc 2" —1 n’est

pas premier alors que 11 I’est. La réciproque est fausse.

impair, alors n” —p” est divisible par 8.
Supposons que np est impair. Alors, n et p sont impairs (car si n ou p est pair, alors np est pair).
On peut donc écrire n =2k +1 et p=2k'+1 avec k et k' entiers. Alors :
n’—p’=(m-p)(n+p)=2k-2kN2k+1+2k'+1) =4k -k "k +k'+1).
Ou encore :
n®—p’ =4k +k'-2k)k+k+1) =4k +k")(k+k'+1)-8k'(k+k'+1).

Or, k+k' et k+k'+1 sont consécutifs, donc I’'un des deux est pair et (k+k')(k+k'+1) est pair. Ceci

implique que 4(k+k')(k+k'+1) est divisible par 8, donc n*> —p”>.

La question : « le ou est-il exclusif ? » peut se reformuler en : peut-on avoir np pair etn® —p° divisible

par 8 ? La réponse est oui : il suffit de prendre n=p =2 ! Donc, le « ou » n’est pas exclusif.



PCSI

3) Supposons qu’il existe une entier relatif n tel que 12n’—7n=1 (autrement dit, que 1’équation
12n° —7n =1 admet une solution entiere).

Alors, on a n(12n*~7)=1 avec n et 12n° —7 entiers. Or, la seule facon pour que le produit de deux
entiers soit égal a 1 est que ces entiers soient tous les deux égaux a 1 ou tous les deux égaux a — 1.

Donc, n==21. Mais alors 12n*—=7=5 et 12n*=7n=+5%1. On aboutit & une contradiction, donc

L . 3 . .
I’équation 12n” —7n =1 n’a aucune solution entiere.
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Chapitre 3 - Nombres réels - Entrainement

Exercice 1 | Bornes supérieures et inférieures

Déterminer, quand elles existent, la borne inférieure et la borne supérieure des ensembles suivants :

G . _)_ Xty 2
1) A—{n2+1+n2\neN}. 2) B—{m\(x,y)eR \{(0,0)}}.

Exercice 2 | Valeur absolue

Résoudre :

a. lx—=11—-x|=Ix+11I. b.

Exercice 3 | Partie entiere

1) Montrer que f:x — x —|_X_| et périodique (préciser une période) et construire sa courbe.

2) Montrer que pour tout (x,y)€ R*, | x |+| y |<| x+y <[ x |+] y |+1.

3) Montrer que pour tout x€ R, | 2x | = |_xJ+{x+%J pour ke N .

k=1

2p+1
4) Prouver que Vpe N,ona =p+2
) que V p ZLPHJ p
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Indications
Exercice 1 | Bornes supérieures et inférieures
2) Considérer n pair, puis n impair.
X .
3) Poser ———=cos0 et Y =sin0.

X2+y2 [X2+y2

Exercice 2 | Valeur absolue

a. Elever au carré puis considérer deux cas suivant la position de x par rapport 1.

b. Remarquer que toute solution éventuelle doit €tre positive, puis considérer deux cas suivant la position
de x par rapport a 1.

Exercice 3 | Partie entiere

5 | x+1]=|x]|+1.
6) Encadrer les trois parties entieres en jeu.

. . o 1
7) Considérer deux cas suivant la position de x par rapport a |_x_| +5 .

8) Traiter le cas p=0 a part puis, pour p =1, séparer la somme en trois astucieusement...
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Réponses

Exercice 1 | Bornes supérieures et inférieures

1

I) infA=0et supA:maxAzz.

2) inf B=minB=—-+2 et suszmaxB:\/E.

Exercice 2 | Valeur absolue

a.

b.

Ix—11—x|=Ix+1l & (Ix=11-x)" = (x+1)*,

Si x =1, I’équation devient x> +2x =0 qui n’a pas de solution plus grande que 1.

Si x <1, I’équation devient (2x —1)> =(x+1)* & x> -2x=0, de solutions 0<1 et 2>1.

La seule solution est 0.

En remarquant que toute solution éventuelle doit €tre positive, on peut récrire 1’équation :
Ix=11<2x(x+1).

Si x 21, I'inéquation devient 2x” +x +1>0 qui est vrai pour tout réel positif.

Si 0<x <1, I’équation devient 2x”>+3x—1>0. Le trindbme 2x”>+3x—1 est positif & I’extérieur de ses

Zg%f@zenxuetiggf@z<o.

—3+\/ﬁ {
T;+oo .

racines, qui sont

L’ensemble des solutions est {

Exercice 3 | Partie entiere

1) festdéfinie sur R, I-périodique.

L

2) Ona:

—XS—LXJ<—X+1
—yS—LyJ<—y+1 = —1<LX+yJ—LXJ—LyJ<2
X+y—1<Lx+yJSx+y

Or | x+y |—| x |~| y | estentier donc :

|y || x+y <] x|+ y]+1.
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3) Si|x|<x<|x] +% , alors {x +%J =[x | et | 2x |=2| x |, d’ou le résultat.

Si LXJ+% <x< LXJ+1, alors {x+%J = |_x_|+1 et LZXJ = 2LXJ+1, d’ou le résultat.

2p+1
4) Pour p=0,0na Z 2k = g =2=0+2.
| 2p+1 1

Pour p=>1,0na:

zil{ " J:i{ oKk J+§{ 2k JJ{Z(ZpH)J:m§1+L2J:p+2.

k=1 x| 2p+1 2p+1 k=p+1
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Chapitre 4 - Nombres complexes - Entrainement

Exercice 1 | Equations

Résoudre dans C :
a. z'+10z°+169=0.

b 2= 4+4i
T
c. (Z2+D)*+(z*-2z-1*=0.
d z+2z=1.
e. z+2lzl=1
f. (z+1)"+(z-1)"=0 avec ne N".

Exercice 2 | Systeme

o cosa+cos(a+x)+cos(a+y)=0
Pour a réel fixé, résoudre < . ) d’inconnues x et y.
sina+sin(a+x)+sin(a+y)=0

Exercice 3 | Calculs algébriques

Soit O R et ne N . Calculer :

S,=cosk8)  S,=(-D'sinke)  S,=> @(COS(keﬂsm(ke)) 5, =Y cos?(ko)

k=0 k= k=0

Exercice 4 | Applications géométriques

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O,Y,j).

1) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z du plan complexe tels que :
+z2=2.
-z=2.

NN

z=2.
z/z=2.

e. z2°-7"=72i.

/Ao o P
N

2) Déterminer les écritures complexes des transformations suivantes :

) , o
e r=rotation de centre O et d’angle Z ;

e t=translation de vecteur u(l1+1i) ;

® h =homothétie de centre A(21) et de rapport —2 ;
e s =quart de tour indirect de centre B(1—1) ;

° rot ;

® GosoG ou o est laréflexion d’axe (Ox).

On identifiera les deux dernieres transformations et on donnera leurs éléments caractéristiques.
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Indications

Exercice 1 | Equations

Equation bicarrée et —5+121 =(2+31)2.

Mettre le second membre sous forme exponentielle. Attention : racines troisiemes.
a2+b2=(a+ib)(a—ib).

Montrer que z est réel.

Comme au-dessus.

N e , . z+1 z+1
Apres avoir justifié que 1 n’est pas solution, transformer en P =—1 donc 1 est une
z— z—

racine n'“™* de — 1.

Exercice 2 | Systeme

Remarquer que le systeéme équivaut a ™ +e” =—1, puis montrer que ¢”™ et ¢” sont conjugués.

Exercice 3 | Calculs algébriques

Passer aux exponentielles complexes.

S, est la partie réelle de la somme des n+1 premiers termes d’une suite géométrique.

S, est la partie imaginaire de la somme des n+1 premiers termes d’une suite géométrique.

Séparer la somme en deux (une partie réelle, une partie imaginaire) puis formule du bindme.

Formule de duplication puis comme S, .

Exercice 4 | Applications géométriques

1) On peut revenir aux coordonnées cartésiennes (z = x +1y ) faute d’idée...

2) Utiliser le cours !
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Réponses

Exercice 1 | Equations

a. Solutions : 2+31, 2—3i —2+3iet —2-3i.
491

b. Solutions : x/_e 36 x/_e 36 et x/_e 36
1+f 1-3 1+f x/_(”).

1-1), —(1— ) (1+1) et

c. Solutions :

d. Solution :

e. Solutions :—1 et l

f. Solutions : —icotan (kaﬂj avec ke [0,n—1].
n

Exercice 2 | Systeme

Avec les exponentielles complexes, le systéme se récrit e +e'“™ +e'“ =0, soit e™ +e¥ =—1.

Ceci implique que siny =—sinx et donc que cosy=x%cosx, soit e” =e ™ ou e” =—e™. Le second

cas est exclu (car on aurait e* +e” =0#—1), donc e” =e™ ™ (e* et e” sont conjugués).

On a alors e™ +e ™ =—1, soit cosx:—% donc xziz—37t [27] et y=—x [27].

Finalement, les couples solutions sont (2—; [27t],—2—37C [275]] et (—2—; [Zn],? [275]].

Exercice 3 | Calculs algébriques

On obtient :

(n J ((n+1)9j
COS Sin
2 2 pour 0#0 [27]

S, = . (e)
S| —
2

n+1 pour =0 [2x]
(n+1)(9+n)j

sin(
Sm(n(em)j 2
2 2)
COS| —
2

n+1 pour O=m [27]

=S e 2]

pour 0 # 1 [27]
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cos(n6)sin ((n+1)0) 0 +1
S4 = 2sin 0
n+1 pour 6=0 [x]

pour 0#0 [rx]

Exercice 4 | Applications géométriques

1) a. z+zZ=2 < Re(z) =1 : droite verticale d’équation x =1.
b. z—z2=2 & Im(z)=—1 : impossible, aucun point.

c. 7Z=2 < OM =42 : cercle de centre O est de rayon V2.

d. z/zZ=2 :impossible car |—

=1+ 2, aucun point.

e. 22-7"=2i & Im(z*)=1 & xy =% : hyperbole d’équation y =2L.
X

2) On obtient :

2
r:z'=—~1+1)z.
2( )

o t:z'=z+1+1.
e h:z'=—27+61.
e gs:z'=—1z+2.

V2+1 2

+—1i etd’angleE
202 4°

® GosoG : z'=iz+2. Gosoo est le quart de tour direct de centre D(1+1) .

e rot: Z':%(l+i)z+\/§i. rot est la rotation de centre C(—
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Chapitre 5 - Fonctions numériques - Généralités - Entrainement

Exercice 1 | Bornes supérieure et inférieure

. e . . . Ix* =11 o
Déterminer les bornes inférieure et supérieure (si elles existent) de f:x+>—; N et dire si c’est un
X"+
minimum ou un maximum.
Exercice 2 | Puissances réelles
Résoudre :
X X X X X 1 "
a. 3% =31 420%™ =0 b. 55 -3 >0 c. (l—x)(l——j =1.
X
Exercice 3 | Fonctions circulaires réciproques
1) Etudier les fonctions :
a. f:x > arcsin(sin(4x)) b. g:x > cos(4arctanx)

2) Simplifier arctan (%) + arctan (%j .

3) Prouver que V xe R, arctan(e™)—arctan(e ") = arctan(shx) .

Exercice 4 | Etude de fonctions

Etudier les fonctions suivantes (branches infinies incluses) :

1

a) f:xexx(x+2).
b) g:xHIn(chx).
¢) h:x+— x++/sinx sur [0;7].

arctan X —1

d X
) @ x2+1
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Indications

Exercice 1 | Bornes supérieure et inférieure

Commencer par déterminer I’ensemble de définition de f, simplifier f puis I’étudier.

Exercice 2 | Puissances réelles

a. Simplifier I’équation, faire passer un terme dans le second membre et passer au log.

b. Idem.
‘ : PP 1Y . . s .
c. Déterminer I’ensemble de définition de x - (l—x)(l——j , puis son signe de maniere a restreindre
X

I’ensemble d’étude. Transformer 1’équation puis étudier une fonction bien choisie.

Exercice 3 | Fonctions circulaires réciproques

1) a. Etudier la périodicité, I’imparité et simplifier f sur [0 ,g} et [g ,%}

b. Etudier la parité et simplifier g en développant cos(3a) et en utilisant 1+tan? =——-.

cos?
1 1 1 1 e
2) arctan (Ej + arctan (5) = arctan {tan (arctan (Ej + arctan (gjﬂ (le justifier).

3) Poser f(x)=arctan(e*)—arctan(e ") —arctan(shx) et dériver.

Exercice 4 | Etude de fonctions

a) Attention aux ensembles de définition et dérivabilité.

Attention aux branches infinies (asymptotes).

o . 1 . 2
Pour les limites, ne pas hésiter a poser X =—. Attention pour x <0, \/X(X+2) =—x,[1+—.
X X
b) Simple ! Attention aux branches infinies (asymptotes).

. N . e s T L. - . NI .
c) Attention a la dérivabilité et sur }5;7{, écrire cosx =—+/1—sin2x, puis penser a l’expression

conjuguée.

d) Choisir astucieusement une fonction auxiliaire pour étudier le signe de la dérivée. Cette fonction
auxiliaire peut étre définie sur R”...
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Réponses

Exercice 1 | Bornes supérieure et inférieure

|(x+D(x-1)|
x+D(x*—x+1)

La fonction f est définie sur R\{—1} et f(x)=

e Sur |—oo;—1[U]l;+0o[, f(X) =2X—_1. f est rationnelle donc dérivable et f '(x) =%.
X —x+1 (x"=x+1)
1-x X(x—-2)
e Sur |[-1;1], fX)=———— ¢t f' X)) =—————.
] I, 1) x*—x+1 ) (x*—x+1)?
On obtient le tableau :
X — o0 -1 0 1 2 + o0
£'(x) - n - ; -
0 1 1/3
-2/3|2/3 0 0
D’apres ce tableau :
inf £ =—z (non atteint) et supf =maxf =1.
Exercice 2 | Puissances réelles
a. 37 -3""42% =0 © 9" -3x9"+8" =0 © 2x9 =8" & (§j =2 o x=—M2
9 In(8/9)

b. 5 -3"20 5 29" & x*In52x’In9 & x*(xIn9-In5)<0 < x=0 ouxs% PN xs%.
n n

X x In; 1—l
c. Posons f(x):(l—x)(l—lj =(1-x)e ( X].festdéfinie sur |—oo;0[ U J1;+oo].
X

Sur ]J1;+ o[, f(x)<0 donc f(x)#1.
Sur |—o0;0[, (l—x)(l—lj =1 (1+x)In(l-x)—xIn(-x)=0.
X

Posons g(t)=(1—t)In(1+t)+tlnt sur ]0;+ o[ (I’équation se récrit alors g(—x)=0).

g est deux fois dérivable sur ]0;+ o[ et :

2 1-t
't)=——In(I+t)+Int et g"(t) = .
g'(t) ot (1+1) g"(t) 1T
e Sur ]0;1[, g' est continue et strictement croissante de li(r)ng'z—oo a g'(1)=1-In2>0, donc

d’apres le théoreme de la bijection continue, elle s’annule une fois en un réel ae ]0;1[ et est
strictement négative sur ]0;0o[ et strictement positive sur | o;1[.
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e Sur [1;4+00[, g' est strictement décroissante de g'(1)=1-In2>0 a limg'=0, donc strictement
+o0
positive.
Alors :

e Sur ]O;0a[, gest strictement décroissante de lign g=0 2a g(a) <0, donc ne s’annule pas.

e Sur Jo;+oo[, g est continue et strictement croissante de g(a) <0 a limg'=+ oo, donc d’apres le
+oo
théoreme de la bijection continue, elle s’annule exactement une fois sur cet intervalle.

Enfin, remarquons que g(1) =0, donc g(t) =0 en 1 uniquement.

Finalement, sur ]—oo;0[, (l—x)(l—lj =1 ssi x=—1 et sur ]l;+oo[, (l—x)(l—lj #1, donc
X X

I’unique solution de 1’équation est — 1.

Exercice 3 | Fonctions circulaires réciproques

1) a. fest g—périodique et impaire. f(x)=4x sur {O ,g} et f(x)=m—-4x sur [g ,g}

AWANANWAWA
/NN VA

1-x2Y
b. gestpaire. g(x)=2 —-1.
1+ x?

1 1 T
2) arctan| — |+arctan| — [=—.
2 3) 4

3) Si f(x)=arctan(e*)—arctan(e ™) —arctan(shx), f est dérivable sur R .

X —X

e e chx 2¢e*
+

1
2x 5 - =0 donc f est constante.
1+e 1+e

_1+sh2x - 1+e* chx

f'(x)=

Comme f(0)=0, f est nulle.
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Exercice 4 | Etude de fonctions

a) f(x)=e§w/x(x+2) .
1 X2_2

f est définie sur |—oo;—2]W ]0;+ oo, dérivable sur |—oo;—2[ U ]0;+ o[ et f'(X) =ex ———=—.
XA/ X(X+2)

En—o0:

lim f(x)=+0o0.

X ——o0

1
lim 0 _ lim (—ex‘/1+%]=—l
X—— X X ——o0 X

X ./ — s 4 :
lim (f(x)+x)=—xlir%1%z—h(O):—Z = asymptote d’équation y=—x—2.

avec h(X) =e*v/2X+1

En+o:

lim f(x)=+o0

X >+

. f L )
lim 16 _ lim ex,[1+— =1
XDk X XD X = asymptote d’équation y=x+2.

lim (f(x)—x)=h'(0)=2

X —>+o0

EnO:

X
lir(r)l+ f(x)= Xlim %\/ZX +1 =+ = asymptote d’équation x =0.

En—2:

f(-=2)=0 et limzf '(X) =—o = demi tangente verticale.
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b) g(x)=In(chx).

. . . h
g est définie et dérivable sur R, paire. g'(x) = sh_x
chx

g(0)=0 et g'(0) =0, tangente horizontale a I’origine.
lim g(x)= lim g(x)=+oo.

g(x)=x—-In2+In(1+e"2*) donc asymptote d’équation y=x —In2 en + oo.

Par symétrie, asymptote d’équation y=—x—In2 en — 0.

8

7

¢) h(x)=x++/sinx sur [0;7].

COsSX _ 2+4/sinx +cosx

2\/ sin X - 2\/ sin X

Sur }O;g}, h'(x) >0 et sur }g;n[, cosX =—+/1—sin2x :

h est dérivable sur 10;7w[ et h'(x)=1+

h,(x)_Zx/sinx—\/l—sin%( B sin2x +4sinx —1 _(sinx+2—\/§)(sinx+2+\/§)
2+/8in X 2(2\/sinx ++/1—sin 2x)\/sinx 2(2\/sinx ++/1—sin2x )\/sinx

du signe de sinx+2—«/§=sinx—sinoc avec oc:n—arcsin(\/g—Z)e }g;n[.

lin}) h'(x) =+ et limh'(x) =—co : demi-tangentes verticales en 0 et 7.
X — X—>T
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d) ox)= arctanx -1 . ¢ est définie et dérivable sur R et @'(x) = 1= 2xarctan x +2x
x2+1 (x2+1)?

L(X) avec u(x) = l—221rctan X+2.

S ]R* , ' —
. ¢ k) (x2+1)? X

<0.

. .. 2
La fonction u est dérivable sur R* et u'(x)=——-—
X2 1+x2

e Sur R’ , u est continue et strictement décroissante avec lim u(x)=+o0 et lim u(x)=2-n<0,
x—0* X —+o0
donc u s’annule une fois (en changeant de signe).

e Sur R”, u est continue et strictement décroissante avec lim u(x)=2+7n>0 et lim u(x)=—o0,
X ——o0 x—=0-

donc u s’annule une fois (en changeant de signe).

Enfin, liIEl ¢o(x)= lim @(x)=0.




PCSI

Chapitre 6 - Fonctions numériques - Limites et continuité - Entrainement

Exercice 1 | Limites

Calculer les limites suivantes :

I+x =31-x In(chx) —In(shx)

a) limx* b) lim (In(1+x?)-2Ilnx ¢) lim d) lim
) x—0 ) x—)+o<>( ( ) ) ) x—0 X ) X —>+o0 ChX—ShX
1_3 2 xInx
e) lim(cosx)"* f) lim arctan X 2) limLS(X) h) lim (H—Xj
x—0 x—0 X x—0 tanz(x/z) X —>+ o0 X
H limsinxsin(lj i) lim V3+42x-1-2 k) lim \/Esmx—l N lim2211rctanx—alrcsmx
=0 X I24+3x+1 —vx +3 x> V2cosx—1 2l resinx — ¥
2
. chx-1 . ) . : . .
m) lln}) . n) hrr}(ZX —3x+1) tan(mx) 0) hrr(l)(tanx)Smx p) hrr%)xln(arcsmx)
X — X X X — X —
2

Exercice 2 | Continuité

Etudier la continuité de la fonction f : x > X E(x)+E(1-x).

Exercice 3 | Grands théoremes

1) Soit f:[0,1] —[0,1], continue. Montrer qu’il existe ce [0,1] tel que f(c)=c?2.

2) Soit f une fonction continue sur [0,2] telle que f(0)=0 et f(2)=2. Montrer qu’il existe ae [0,1] tel
que f(a+1)=f(a)+1.
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Indications

Exercice 1 | Limites

a) Passer en exponentielles.

b) 2Inx =In(x?) puis Ina—Inb=...

¢) Ya- \/_—\/_+\/_b+\/_(lejustifier...)

ln(chxj
- h
d) In(chx) ln(shx): 1 shx ¢ lim In X
chx —shx shx @_1 X=1X -1
shx
. i
o) In(cos x) :lsmx SinXln(l sin x).

X 2 X sin 2x
f) Taux de variation en 0.

g) Meéme formule que pour le ¢), puis un peu de trigo.

h) Changement de variable X = l

X
. (1
sin| —
X

j) Expressions conjuguées a répétitions.

J2si x—E sinx—sinE
sinx—1 4 4

1 o oL
V2cosx -1 cosx—cosz X ——

4

<l1.

k)

1) 2arctan x —arcsin x = Z(arctan X —gj - (arcsin X —g) puis faire apparaitre des taux de variation.
m) Formule de duplication de ch.
n) Factoriser 2x* —3x +1 puis poser h =x —% .

0) Passer en exponentielles.

p) In(arcsinx)=1In ( aresin x j —Inx.
X

Exercice 2 | Continuité

Donner I’expression de f(x) sur [n,n+1[ avec ne€ Z, puis les limites a gauche et droite en n.

Exercice 3 | Grands théoremes

3) Poser g(x)=1f(x)—x2 puis TVL
4) Poser g(x)=f(x+1)—f(x) sur [0,1] puis TVL
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Réponses
Exercice 1 | Limites
2 8
a) 0 b) 0 C)g d) 0 e) 1 )1 g)g h) +o
. . 1 1
)0 ) —4 k) —1 ) -1 m) 5 n) — o) 1 p) O
T

Exercice 2 | Continuité

VneZ,onaf(x)=nx—-n+1 sur [n,n+1[. Sur |n,n+1[, f est affine donc continue.

x—n*

Ona lim f(x)=n>-n+1=f(n) et lim f(x)= lim [(n—Dx—(n—1)+1]=n’-2n+2.

Enfin, n* —2n+2=n’-n+1 < n=1.

Finalement, f est continue en tout point non entier, continue en 1 et non continue en tout entier différent de 1.

Exercice 3 | Grands théoremes

1) Posons g(x)=f(x)—x2. g est continue sur [0,1], g(0)=f(0)=0 et g(1)=£f(1)—1<0 donc d’apres le
TVI, g s’annule au moins une fois sur [0,1].

2) Poser g(x)=f(x+1)—f(x). f est définie et continue sur [0,1] en tant que différence de telles fonctions.

g0)+g)
2

De plus, g(0)=f(1) et g(1)=2—-1(1) donc =1. Or, la moyenne de g(0) et g(1) est comprise

entre ces deux nombres, donc d’apres le TVI, il existe ae [0,1] tel que g(a)=1, soit f(a+1)=f(a)+1.
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Chapitre 7 - Fonctions numériques - Dérivation - Entrainement

Exercice 1 | Dérivées successives

1) Apres avoir justifié que f est de classe C“ sur R, déterminer les dérivées successives de f : x > x’e*.

2) Meéme question avec g:x > (cosx)(Inx) sur Ri .

e’ —1

3) On pose h(x)=

X
) 1 ERESES
VneN, ;l(lg})|:xﬂ+1 (e —ZEH—O.

. Montrer que h est prolongeable en une fonction de classe C* sur R sachant que

Exercice 2 | Fonctions implicites

VvV Ae R, onpose f,(x)=arctan(x + 1) .
1) Montrer que I’équation f, (x) =x admet une unique solution réelle que 1’on notera g(A).

2) Prouver que g est de classe C” sur R".

3) Etudier la fonction g.

Exercice 3 | Grands théoréemes

1) Soit f une fonction dérivable sur [0,1] telle que f(0)>f (%j et f()>f (%j Montrer qu’il existe

ce ]0,1[ tel que f'(c)=0.

2) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et # sa courbe représentative dans un repere
orthonormé du plan. Montrer que si f admet deux points fixes alors Z~ admet une tangente parall¢le a la
premiere bissectrice d’équation y = x . La réciproque est-elle vraie ?
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Indications

Exercice 1 | Dérivées successives

1) festdeclasse C” sur R en tant que produit de telles fonctions.

f(x)=x%", f'(x)=(x>+2x)e* = [(x +1)° —1]e", f'(x)= [(x+ 2)? —2]e", f"(x) = [(x +3)° —3] et

Conjecturer...

2) gestde classe C” sur R’ en tant que produit de telles fonctions (u:x —> cosx et v:x > Inx).
Puis Leibniz aprés avoir évaluer les dérivées successives de u et v (attention, isoler le terme en uv).

3) On prolonge en 0 avec h(0)=1.

h est de classe C* sur R" en tant que produit de telles fonctions (u:x >e* —1et vix > —).
X

z.. z . * . . < . .
Evaluer les dérivées successives de h sur R (avec Leibniz) et passer a la limite en 0.

Exercice 2 | Fonctions implicites

b

| a
1

N

Voir I’exercice 13 du TD n° 6 et I’exercice 5 du DS n° 4, avec ici h(x) =tanx —x sur } -

Exercice 3 | Grands théoréemes

1) fdérivable donc continue sur le segment [0,1] donc admet un minimum... atteint sur ]0,1[ car...

2) Poser g(x)=1f(x)—x puis Rolle. La réciproque est fausse (trouver un contre-exemple).
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Réponses

Exercice 1 | Dérivées successives

1) festdeclasse C” sur R en tant que produit de telles fonctions.

En calculant les premieres dérivées de f (cf. indications), on conjecture que Vne N :

£ (x) = [(x+n)2 —n]e".

FU0 () =" () =[ (x+n)’ =n+2(x+n) |e* =[ (x+n)* +2(x+n) +1—(n+1) |e*
=[(x+n+1 =+ ]e"

2) gestde classe C” sur R’ en tant que produit de telles fonctions (u:x —> cosx et v:x > Inx).

D" Yp=1"
Vne N, u(“)(x):cos(x+ngj et v(“)(x):LEnl)' donc Vne N :
X

g(n)(X) = i(g}u(n—k) (X)V(k)(X) — u(“)(x)v(x) + i(gju(n—k)(x)v(k)(x)

_ n (1 0 F|ED T k=D
_cos(x+n2jlnx+2(kjcos(x+(n k)2j &

k=1

3) Ona li(r)nh =1 donc on prolonge h par continuité en 0 en posant h(0)=1.

o . . . x 1
h est de classe C ™ sur R en tant que produit de telles fonctions (u:xH—>e* =l et vix > —).
X

, —D"n! .
Vne N, u™(x)=e" et V(n)(X)Zm donc Vne N :

h™ (x) = i(ij 1" ™ ) vE (x) =u(x) v (x) + HZ_E(EJu(“‘k) x)v¥¥ (x)

. (-D"n! &(n) , -D'k! &(n)(=D"k! (=D"n!
= -D—5 +Z(kje T:e Z(kj PETH e

X k=1 k=0 X

CED" S =D (=D =Dl & (=x)¢ (=D "n!
=€ n+l Z _ 1 - PUTEE € n+l Z B n+l
X = (n—k)! X X k! X

. (= l)nn!(n+1 (- x)¥ (= x)“”j_(— 1)“11!:ex (= 1)"n!a (= x)k N o . (= 1)™n!

n+l

X = k! (n+1)! x"! x"" & k! n+l x"!
X | | n+l Nk X n+l (K
_ ¢ 4 n! l_ex n! 1 (—x) _¢© tnlet 1 e (—x)
n+l (=x)" =x)""& k! n+l (= x)"" = k!
# . 1 a+l vk . 1 n+l ¢ k
Or, Vne N, lim e"—zx— =0 donc lim e"‘—z( X) =0,dou:
x—=0 Xn+l = k' x—=0 (_ X)n+l = k'
limh™(x) = L
x—0 n+l
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Ainsi, Vne N', limh™ (x) est finie donc h est prolongeable en une fonction de classe C” sur R et
x—0

VneN, h<“>(0)=L.
n+1

Exercice 2 | Fonctions implicites

1)

2)

3)

f,(x)=x & u(x)=arctan(x +A)—x =0.

(x+A)2
T+(x+A)2
fois sur R, u est strictement décroissante sur R . De plus, elle est continue (car dérivable), liglu =+ o0

La fonction u est définie et dérivable sur R et u'(x) =— <0. u' ne s’annulant qu’une seule

et limu =—co donc, d’apres le théoreme de la bijection u s’annule exactement une fois sur R .
+ o0

Ona VAe R, arctan(g(h)+X)=g(A), soit tang(L)—g(A)=A avec g(h)e I:}_g;ﬂ'

Si on pose h(x)=tanx —x, on prouve facilement que h est continue et strictement croissante sur I de
—o0 2 + o0, donc que h est bijective de I sur R .

Comme VAe R, h(g(L))=A, g est la réciproque de h.

Vxel,ona h'(x)=tan2x donc h' s’annule uniquement en 0. Or, VAe R, f,(0)=arctanA donc

£, (0) =0 si et seulement si A =0, ce qui veut dire que g(A)=0 en O uniquement.

Ainsi, VAe R", h'(g(A))#0. De plus, h est de classe C* sur I en tant que différence de telles

fonctions donc g (la réciproque de h) est de classe C* sur R".

. . T T . . .
h est strictement croissante sur }—5,5[ avec limh=— et hglh:+oo donc g est strictement
—7/2 .

. . T . T
croissante sur R avec limg=— ) et limg= 3
— oo + oo

Exercice 3 | Grands théoremes

1) festdérivable donc continue sur le segment [0,1] donc elle est bornée et atteint ses bornes.

Ainsi, f admet un minimum atteint en ce [0,1]. Alors, f(c) <f (%j .Or, f (%) <f@0) et f (%j <f(),

donc f(c)<f(0) et f(c)<f(l),etainsi ce ]0,1[ etdonc f'(c)=0.

2) Posons g(x)=f(x)—x. Comme f admet deux points fixes dans I (notons-les a et b avec a<b), g

s’annule en a et b. g est dérivable (donc continue) sur [a,b] en tant que différence de telles fonctions et
g(a)=g(b)=0, donc d’apres le théoreme de Rolle, il existe ce ]Ja,b[c I tel que g'(c)=0, soit
f'(c)=1. Ainsi, 2 admet une tangente de pente 1, ¢’est-a-dire parallele a la premiere bissectrice.

Pour montrer que la réciproque est fausse, prenons f(x)=x2+1. f est dérivable sur R et f'(x)=2x.
Donc, f '(%j =1 et la courbe de f admet une tangente parallele a la premiere bissectrice.

Mais, f(x)=x revienta x2—x+1=0 qui n’a pas de solution réelle, donc f n’admet pas de point fixe.
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Chapitre 8 - Fonctions numériques - Primitives - Entrainement

Exercice 1 | Calculs d’intégrales

Calculer les intégrales suivantes :
_[1 x2+x+1 b _[1 4t-5

——dx —dt
0x2+4x+4 24+t +2

/4
e. .[0 sin(7u)cos(5u)du

. 12 X2
1. J. dx

0 1—x2

/4, 7 5
f. IO sin‘ucos’udu

In3
. j __chtln(l+chtydt

Exercice 2

Fonction définie par une intégrale

Etudier la fonction f : x — I 2x%dt.

X

c. j w_sint g d. jlnz cht g
0 1+sin2t 0 1+cht
| B 1
e'+t 2
g joe dt h. Ioln(1+t)dt
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Indications

Exercice 1 | Calculs d’intégrales

a. x24+4x+4=(x+2)? ; décomposition en éléments simples.

b. t24+t+2 n’apas de racines réelles ; décomposition en éléments simples.

c. Changement de variable : u=cost.

d. Revenir 2 la définition de ch ; Changement de variable : u=e¢'.
e. Formule sinacosb = l(sin(a +b)+sin(a— b)) .

f. Linéariser sin’ucos’u.

g. Primitive de u'u.
h. Intégration par parties.
1. x2=1-(1-x?) puis intégration par parties pour retomber sur I’intégrale initiale.

j. Intégration par parties, puis utiliser ch?t—sh?t=1.

Exercice 2 | Fonction définie par une intégrale

sh x o o . . )
Poser g(x) =——, prolonger g par continuité. Noter G une primitive de g. Suivre les étapes d’étude.
X

e Attention au domaine d’étude (u =—t dans I’intégrale...).

. . shx
e Pour la limite en + o, remarquer que lim —— =400,
X+ X

e Ne pas oublier de tracer 1’allure de la courbe.
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Réponses

Exercice 1 | Calculs d’intégrales

3—3ln(§j.
2 2

b. Zm2—2J7(mtmn[j%j+mcmn[j?Jj.

1
c. ——In(1++/2).
V2
d In2-L.
3
1
c. —.
3
L
3840
g e —-e
h, In2-2+2.
2
)
12 8

j. 2ln2—£ln3—l.
2 6 12

Exercice 2 | Fonction définie par une intégrale

h . . . e
Poser g(x) = SAX sur R et g(0)=1. g est alors continue sur R . Soit G une primitive de g.
X

¢ Ona f(x)=G(2x)—G(x) et comme G est définie sur R, f aussi.
e f(0)=0=—f(0), VxeR', —xeR et:

RELL RS
u

(=] ity o [

-X t u=—t

=]

X —u
Donc, f est impaire.
e festdérivable sur R en tant que différence de telles fonctions et V xe R :
, sh(2x)—sh x
(0 = 28(2%) - g(x) = REVTRX.

e Vxe ]R*+ , 2x >x >0 donc sh(2x)>shx et f'(x)>0. f est strictement croissante sur Ri donc sur R
par imparité.
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e Ona lim Sh—X=+o<>,d0nc EIAeRi telque‘v’xZA,Sh—le.
xote X X

e Alors Vx=A,ona A<x<2x donc f(x)z.[zxdtzx et ainsi, lim f(x)=+o.

X —+o0
e Parimparité, lim f(x)=—oco.
X > —o0
e On obtient la courbe :
1000]
500
-4 2 o 2 H
x

500
10004
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Chapitre 9 - Equations Différentielles - Entrainement

Exercice 1 | 1° ordre

Résoudre sur I’intervalle I donné :

a) y'+t2y=t2 avec y(0)=0 (sur I=R).
b) y'+y= - (sur I=R).

1+e
c) (+t)y'—ty+1=0 (sur I=]—=1;+0co[).
d) y'+(tant)y=sin(2t)+cost (sur Iz}—g;g{).
e) (1+t2)y'—ty=(1+t2" avec y'1)=0 (sur I=R).

Exercice 2 | 1° ordre avec raccordement

a) ty'—y=In+1?).

b) ty'+y=te'.On donne lin%e _tzl_t =%.

Exercice 3 | 2° ordre

Résoudre :
a) y'+2y'+y=¢e"+2¢".
b) y"-3y'+2y=¢e'+sint avec y(0)=y'(0)=0
¢) y"—-3y'+2y=e'sint.
d) y"+y=cost+sint avec y(0)=y(1)=0.
e) y"+y=tsint.

f) y"+2(1+i)y'+(B-2i)y=>1-i)e".
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Indications

Exercice 1 | 1° ordre

Equations standards. Ne pas oublier la condition initiale s’il y en a une.

Exercice 2 | 1° ordre avec raccordement

Dans les deux cas, chercher les solutions R_ et R,, puis tenter de raccorder en O en une fonction
continue et dérivable en 0.

Exercice 3 | 2° ordre

Idem. Sauf pour la e, ol il faut chercher une solution particulitre de y"+y=te" de la forme

t — P(t)e" avec P fonction polyndme de degré 2 et a coefficients complexes.
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Réponses

Exercice 1 | 1° ordre

13
_7t‘
a) t—>l-e 3 .

t

b) t>e ‘Ind+e')+ke " avec ke R.

1+ke'
1+t

c) tH avec ke R.

d) t—>tcost—2cos2t+kcost avec ke R.

e) t= (t=3)VI+t2.

Exercice 2 | 1° ordre avec raccordement

a) t> 2tarctant—In(1+t2)+kt sur R tout entier avec ke R.

te' —e' +k . . te' —e' +1 3
b) t+—=————sur R et R,. t+ ———— prolongée sur R.
t t

Exercice 3 | 2° ordre

a) tH(t2+7ut+u)e“+%e3‘ avec (A, 1) e R2.

3 | 3, 6 ,,
b) t—>—cost+—sint—|t+— e +—e" .
10 10 2 5

c) t %e‘ (cost—sint)+Ae' +ue* avec (A,n)e R2.

d) tHl(t+
2

cosl—sinl

. 1
- sint——tcost.
sinl 2

e) tHi(tsint—t2cost)+7ucost+usint avec (A, n)e R2,

f) t e +pe P +%e_3i‘ avec (A, n)e C2.
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Chapitre 10 - Suites numériques - Entrainement

Exercice 1 | Etude de suite

Dans chaque cas, étudier la suite u définie par :

a. VneN,un=3 -2 c. VneN,u =|2 1
3" +2° " \2) n!
* I 1 n
b. VneN,u, =2 —=. d. VneN', u, = .

Exercice 2 | Une propriété des suites convergentes

On dit qu'une suite réelle (u, ), est une suite de Cauchy si pour tout réel € >0, il existe un entier N tel que
V (n,p)e N* telque n>N et p>N,ona lu, —u, I<e. Montrer qu'une suite réelle convergente est une suite

de Cauchy.

Exercice 3 | Suites adjacentes

On définit les suites (u, ) et (v,) - par Vne N, u, =

Montrer que u et v sont adjacentes. En déduire que u converge.

Exercice 4 | Suites implicites

. * 52 . . . L ..
Dans chacun des deux cas suivants, montrer que, n€ N , I’équation admet une unique solution réelle positive
que I’on notera x, puis étudier la suite (x,) _ ..

a. x"+x=1.

b. x"+nx=1.

Exercice 5 | Suites récurrentes d’ordre 1

a. u,=In2etVneN,u, =In(chu,).
b. u,=let VneN, u , =2arctanu,.

c. uy=0etVneN,u,  =nl+e ™).

Exercice 6 | Suites usuelles

Dans chaque cas, exprimer u_ en fonction de n et étudier la suite u définie par :

u c. u,=u,=letVneN,u ,=2u  +u .
— — n 0 1 ’ +2 +1
a. u,=letVneN,u, = " " "

+1
li“ d u,=0,u=letVneN,u,,=2u, —2u,.
b- u0:0etVneN,un+1:Eun—2. e. u,=0,u =1letVneN, 4u ,=4u, —u,.
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Indications

Exercice 1 | Etude de suite

a. Pour les variations, I’écriture de u,_,, —u, se simplifie beaucoup, pour la limite, factoriser le numérateur et le
dénominateur par le terme prépondérant.

b. Le taux d’accroissement est simple. Pour la limite, comparer chaque terme de la somme au dernier terme de
cette somme.

c. Remarquer que u est a termes strictement positifs.

. u 1 . ) .
Pour les variations, calculer ln[ n+l j, poser f(x)=xIn (1+—j et étudier cette fonction sur [1,+ oo (attention
u X

n

il faut dériver deux fois).

un+1

u

n

. 9 . . L
Pour la limite, montrer que ln( j >1In (Zj —In2 (a I’aide de la fonction précédente), puis minorer u, avec

un télescopage.

d. Attention, le taux d’accroissement est un peu délicat. Commencer par bien écrire u réindexer la somme

n+l °

(k'=k+1), puis simplifier des termes dans u_,, —u

n-°

Pour la limite, méme technique qu’au b.

Exercice 2 | Une propriété des suites convergentes

Ecrire la définition de la convergence de u vers une limite ¢ et remarquer que lu, —u I=lu, —(+/—u_I.

Exercice 3 | Suites adjacentes

Simple. Revenir a la définition et au théoréme des suites adjacentes.

Exercice 4 | Suites implicites

S’inspirer des exemples de cours et des TD.
a. Ici, on peut écrire x, =g “'(n) (avec g a préciser). L’étude de la suite est alors immédiate.

b. Ce n’est pas la méme chose ici. Poser f (x) =x"+nx et comparer f , (x,) a 1=f , (x,,,) (sachant que

x," +nx, =1) pour étudier les variations de la suite. Pour la limite, on pourra raisonner par 1’absurde en
supposant que la suite converge vers une limite non nulle.

Exercice 5 | Suites récurrentes d’ordre 1

Exercices classiques. A chaque fois, préciser f dans u, ,, =f(u, ). Attention, c’est un peu plus délicat quand f
est décroissante.
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Exercice 6 | Suites usuelles

a. Montrer que u, n’est jamais nul, puis considérer 1/u.

b. Suite arithmético-géométrique classique.

c. d. ete. Suites récurrentes linéaires doubles classiques.
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Réponses
Exercice 1 | Etude de suite
a. Ona:
3n2n+1
® VneN,u , —u =—-———————>(. Lasuite est strictement croissante.
@ +2"H)(3" +2%)
. . 1-(2/3)"
 limu,= lim (—)zl.
e o+ | 4 (2/3)"
b. Ona:
" 1 . . .
® VneN,u, —u = > 0. La suite est strictement croissante.

d

n+

-1
donc u, = Z— =/n et par comparaison, lim u, =+oo.

1 1
>
\/E \/H kzl\/H noe

e VneN et Vke[ln]
c. Ona:

e VneN,u >0et ln(mjzf(n)—ln2 avec f(x):xln(1+lj.
u X

n

La fonction f est définie et deux fois dérivable sur [1,+ o[ avec :

-1
—<
x(1+x)*

f'(x) =ln(l+lj— ! et f"(x)=
x) 1+x
f' est strictement décroissante sur [1,+ o[ et limf'=0 donc f'(x)>0.

f est strictement croissante sur [1,+ o[ et f(1)=1In2 donc f(x)>In2.

La suite u est croissante.

® On a vu que f est strictement croissante sur [1,+ oo[. Donc, f(x)=f(2) sur [2,+ o[ .

u u

n n

n-2
Alors In (mj >1n (%j ~In2,soit Vn>2, Jnt 2% et par télescopage, u, >u, (gj :

Par comparaison, lim u, =+oo.
n—+oo

d. Ona:

n+l n n
. VneN*,un+1—un=z n+1 3 n__ S5n+3 4 1
on+l+k 1In+k 2n+D2n+1) iSn+k

La suite est strictement croissante.

e VneN et Vke[Ln], Lzl donc u, ZE.Parcomparaison, lim u, =+oco.

n+k 2 2 noren
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Exercice 2 | Une propriété des suites convergentes

Soit ¢ la limite deu. Ona Ve >0, 3INe N tel que Vn> N, |un—£|s§ et Vp>N, |up—é|s§.
Alors, V (n,p)e N* telque n>N et p>N :

€ €
lu, —u I=lu, —l+l-u I<lu, —Lll+lu (1S —+—=¢.
2 2

Donc u est une suite de Cauchy.

Exercice 3 | Suites adjacentes

-1
>0etv, ,—v, =

VneN*,unH—u =5 <
n(n+1)

Donc u est strictement croissante et v est strictement décroissante.

On adeplus, lim (v, —u )= lim l:0.
n—+oo n—+e

Donc u et v sont adjacentes. Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite, donc u converge.

Exercice 4 | Suites implicites

a. Remarquons que si x est une solution réelle positive de x" +x =1, alors xe€ ]0,1[ (car 0"+0=0=#1 et
In(1-x) _ a

Vx21, x"+x22 donc x"+x#1).0r, Vxe]0,1[, x"+x =1 peut se récrire g(x)= |
nx

Remarquons que x> —In(l-x) et x> — ﬁ sont toutes deux continues, strictement croissantes et
strictement positives sur ]0,1[, donc g I’est aussi (en tant que produit de telles fonctions).

De plus, )l(iir})g(x) =0 et }(iir}g(x) =+ oo, donc g réalise une bijection de ]0,1[ dans R .

Alors, par g, tout ne N admet un unique antécédent x, =g ~'(n) dans ]0,1[, ce qui prouve que 1’équation

x" +x =1 admet une unique solution réelle positive x, =g ~'(n).
Comme g est strictement croissante sur ]0,1[ et a valeurs dans Ri entier, g‘l est strictement croissante sur
]R+ et lim g '(x)=1.

X —>+00

On en déduit immédiatement que (X,), v st strictement croissante et converge vers 1.

b. Posons f (x)=x"+nx.
VneN’, f (0)=0, lim f (x)=+0o0, f estdérivable sur R, avec Vxe R, , f '(x)= n(x""+1)>0.

Ainsi, sur R, f est continue (car dérivable) et strictement croissante de 0 a + oo, donc f, réalise une bijection
de R, dans R, et par f , 1 admet un unique antécédent x_  dans R, . Autrement dit, I’équation x" +nx =1

admet une unique solution réelle positive X .

VneN',ona f (0)=0etf ()=n+1>1 donc x, €]0,1[.
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n _ . _ n z e .
Avec x," +nx, =1, soit nx, =1-x,", on peut écrire :

£ (x,)—f. (x,.,)=F,&x)-1=x""+m+D)x, -1=x,""—x "+x,.

n n

Comme x,€]0,1[, on a x,""'>0 et x,"<x,, donc f_ (x,)<f  (x,). Comme f  est strictement

croissante, on obtient X ,, <X, .
Ainsi, (X)) est strictement décroissante.

On a vu que la suite est minorée par 0 et majorée par 1, donc elle converge vers une limite /< [0,1].

nlnx

Si £>0,0na lim (x,"+nx,)= lim (e""* +nx,)=+-co, ce qui est absurde puisque V ne N, x,"+nx, =1.

n—+o

Ainsi, (xn)neNﬁ., converge vers 0.

Exercice 5 | Suites récurrentes d’ordre 1

a. Posons f(x)=In(chx).

La fonction f est continue et strictement croissante sur R, (en tant que composée de fonctions continues et

strictement croissantes) et a images dans R, . Comme u, =In2e R, , la suite u est bien définie et positive.
5 . P
De plus, u, =f(u,)=1In (ch(ln 2)) =In (Zj <In2=u,, donc (u,) est strictement décroissante.

Comme la suite est positive, elle est minorée par 0 donc converge vers une limite e R, .
e +e
Comme f est continue sur R, , on a f(¢)=In(ch )=/, soit T =e', ce qui donne £/ =0.

Donc, (u,) converge vers 0.

b. Posons f(x)=2arctanx .
La fonction f est continue, strictement croissante sur R, et a images dans [0,7[. Comme u,=1€[0,7[, la

suite u est bien définie et tous ses termes sont dans [0, 7] .

T . .
On a u, =2arctanu, = 2arctanl = 3 >1=u,, donc (u,) est strictement croissante.

Comme la suite est majorée par T (et minorée par u,=1) et f est continue, (u, ) converge vers une limite
e [l,m] (avec telle que f(/)="/.
1+x)(1-x)

Posons g(x) =f(x)—x. gest dérivable sur [1,7] et g'(x) = i
+ X

<0 (ne s’annulant qu’en 1).

Donc, g est strictement décroissante sur [1,7], de g(I)= g —-1>0 a g(mw)=2arctant—7<0.

Comme g est continue (car dérivable) sur [1,7], le théoréme de la bijection assure 1’existence d’un unique réel
le[l,m] tel que g(¢)=0, soit f(/)=1.

c. Posons f(x)=In(1+e™ 7).

Sur R, la fonction f est continue et strictement décroissante de imf =+ o a limf =0.
+ o0

— o0

3 . . :
De plus, u, =0, u,=In2 et u, =In (Ej >u,, donc (u,,) est strictement croissante et (u,,,,) est strictement

décroissante.
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Comme f est & images dans R, ,ona u, >0, Vne N et comme u, =0 et f(R,)=]0,In2], tous les termes

de u sont dans [0,In 2], donc la suite est bornée. Ainsi, les deux suites (u,, ) et (u, ,,) convergent et comme f
est continue, leur(s) limite(s) sont fixe(s) par f of .

Posons V x & [0,1n2], g(x)zfof(x)—x=1n(2+e_x j—x
I+e
g est dérivable sur [0,In2] et g'(x)= © —1<0. Donc, g est strictement décroissante sur

(I+e ")(2+e™)

[0,In2], de g(O)zln(%j>O a g(ln2)=ln(%j<0.

Comme g est continue (car dérivable) sur [1,7], le théoréme de la bijection assure 1’existence d’un unique réel
le[l,m] tel que g(¢)=0, soit fof(/)=1.

Ainsi, (u,,) et (u,,,,) convergent vers la méme limite ¢ (I’'unique point fixe de f of ), donc (u,,,,) converge
aussi vers /.

Exercice 6 | Suites usuelles

X

N ,ona f(R))c R’ etcomme u,=1eR,,ona VneN, u >0.
+X

a. Sionpose f(x)=

Alors, Vne N, L = L+1 donc (i] est arithmétique de raison 1 et de 1 terme 1 =1.
u u u u,

n+l n n

On obtient Vne N, u, = et u décroit strictement vers 0.

n+1

4 L. .
b. Ona Vne N, u, = §—4 et u décroit strictement vers — 4.

c. L’équation caractéristique admet 2 racines réelles distinctes (1—\/5 et 1+2 ), d’ou (avec les deux

_(1=~2)" +(1+2)

2

premiers termes),ona Vne N, u_

Une récurrence double immédiate permet de montrer que Vne N, u, >0.

Alors, Vne N, u, ,-u ,=u_, +u, >0 donc u croit strictement a partir du rang 1 et limu_ =+co.

n+l

i L
d. L’équation caractéristique admet 2 racines complexes conjuguées (1+1i= J2e't et 1-i=+2e ¢ ), d’ou
. no T
(avec les deux premiers termes),ona Vne N, u = \/5 sm(n Zj .
vVpeN,u,=0,u,,=-4"etu,,,=u,,,=2(-4)" donc u n’est pas monotone et n’admet pas de
limite.
e. L’équation caractéristique admet une racine double (1/2), d’ou (avec les deux premiers termes), on a

VneN,u =

u croit strictement a partir du rang 2 et limu_  =0.

2n—l :
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Chapitre 11 - Analyse asymptotique - Entrainement

Exercice 1 | Comparaisons

1) Simplifier :

+(zo(l+i2+lnxj £(l+%+lnx) +(2°(X2)_+0m(x4) (g(xz)—(g(x4).

X X X X

2) Comparer en termes de négligeabilité/équivalence les trois fonctions suivantes en 0, puis en + oo :

X e X [ln(1+ x)]x X X",

Exercice 2 | Equivalents simples de fonctions

Dans chaque cas, donner I’équivalent le plus simple possible de f(x) :
a. f(x)=e™*+e”™ +e* en 0, puis en — 0.
b. f(x)=x"—1 en 0, puis en + .

. f(x)= tan X

) T
en 0, puis en —.
cosx —1 2

d. f(x)=+/In(I+e™*) en + oo.

e. f(x)=x" en0.

Exercice 3 | Equivalents simples de suites

1) Déterminer un équivalent trés simple en + o de la suite (X)) de I'exercice 4.b. de la feuille

d’entrainement du chapitre précédent (ot x_ est I’'unique solution réelle positive de x" +nx =1).
* =1 . et e 1ix . , . .
2) On pose VneN , u = ZE (cette suite a été étudiée dans la feuille d’entrainement du chapitre
précédent).
a. Prouver par récurrence que Vne N', 2¢yn+1-2<u_< 2vn -1.

b. En déduire un équivalent tres simple de u en + o.

Exercice 4 | Formules de Taylor

n n+l

Xk
koo k!

1

<e* .
k!

1) Montrerque Vne N et VxeR,, |e" -

n
, puis en déduire que e = lim z
(n+D! N0

_ 2
(b-a) max [f"].
4 [a,b]

2) Soit fe C*([a,b],R) telle que f'(a) =f'(b) =0. Montrer que |f(a)—f(b)| <
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Exercice 5

Développements limités

Déterminer le développement limité a 1’ordre n et au point a des fonctions suivantes :

2
a. f(x)zln(X +1j,a=0 et n=3.
x+1
b. f(x)=— "% a=0etn=3.
1—cosx
c. f(x)=sin’x,a=0etn=6.
d f(x)=Inx,a=2cetn=4.
e. f(x)=XlnX,a=letn=3.
X_
Exercice 6 | Limites

Calculer les limites suivantes :

b. lim

f.

f(x)=sin2xcosx, a:% etn=3.

f(x):exp(ij, a=0etn=3.
chx

f(x)=

f(x)=+/1+sinx,a=0et n=3.

X —sin X

,a=0etn=3.

xe* +cosx—2

2
X +1
-,a=letn=3.

+1)

f(x)=

{ ! (lj:|x
Xsm| —
X —+o0 X

In(x+1)—In(x+2)

e. lim

X —>+o X
S1n

. sin X —sh x
a. lm———
x=0x(cosx —chx)
4 lim In(x+1)—In(x+2)
x =0 . [ x+1
x +1
Exercice 7 | Développements asymptotiques

x+1j
x*+1

1

(et =1}
c. lim
x—0 X

Sin(7x)

f. lim

x—1

Inx

Donner les trois premiers termes du développement asymptotique des fonctions suivantes :

a.

f:x VX +x en+ .

b. f:x |—>arctan(

X+

X
en + oo,
]

1
c. f:xr—>e*In(e®—1) enO.



PCSI

Indications

Exercice 1 | Comparaisons

1) Utiliser :
e Sif~geth=o(f),alors h=0(g) pour les deux premiers.
° o(f +o(f )) =o(f) pour les deux autres.

2) Passer aux exponentielles dans toutes les expressions, puis étudier les limites des rapports en 0 et + oo.

Exercice 2 | Equivalents simples de fonctions

Dans chaque cas, conjecturer un équivalent simple puis calculer la limite du rapport entre f(x) et cet
équivalent simple.

a. Estimer I’ordre de grandeur de chaque terme.

b. Idem en passant a I’exponentielle.

L . . . T T R
c. Trouver un équivalent du numérateur et du dénominateur. En 2 poser x = E+ h pour se ramener a

des résultats connus en 0.
d. In(l+u) ~u.

(Inx)e*m* (Inx)(e*™*-1)

e. Ecrire f(X)=¢e =Xe

Exercice 3 | Equivalents simples de suites

1) D’apres I’exercice 4.b. de la feuille d’entrainement du chapitre précédent lim x, =0. Evaluer alors

n—+oo

n
n

lim x,", sachant que Vne N', nx, =1-x

n—-+oo

) ) 1 )
2) a. Pour I’hérédité, comparer 2+/n+1+ ! et 2Vn+2, puis 2\/H + et 24n+1 en étudiant le

Vn+1 Wn+1

signe de la différence. Penser aux expressions conjuguées.

b. Avec I’encadrement établi, un équivalent simple saute aux yeux...

Exercice 4 | Formules de Taylor

1) VxeR,, utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange a I’ordre n entre O et x pour la fonction exponentielle.
Ensuite, prendre x =1.

2) Utilisons deux fois la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 2 : une fois entre a et b et une fois
entre b et a.
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Exercice 5 | Développements limités

a. Ecrire f(x)=In(1+x*)—In(1+x).

b. Pousser les DL du numérateur et du dénominateur a 1’ordre 5.

c. Linéariser.

d. Poser x=2+h, puis écrire f(2+h)=In2+In (1 +%j . On peut aussi évaluer les dérivées successives

en 2.

e. Poser x =1+h. Attention, un h se simplifie donc il faut pousser le DL initial a 1’ordre 4.

f. Poser x = g+ h . Puis transformer cos (% + hj .

On peut aussi utiliser directement la formule donnant sinacosb, puis calculer les dérivées successives
T
en —.
g. Standard : quotient puis composition.

h. Standard : composition.

i. Classique : quotient, mais attention des x simplifient, il faut donc pousser les DL initiaux plus loin qu’a
I’ ordre 3.

j. Poser x =1+h, puis quotient.

Exercice 6 | Limites

a. Déterminer un équivalent simple en 0 du numérateur et du dénominateur.

1 . . . .
b. Poser h =— pour se ramener a une limite en 0, puis passer aux exponentielles.
X

c. Passer aux exponentielles, duis déterminer un équivalent simple en 0 du numérateur et du dénominateur
dans I’exposant.

d. Hahaha...

e. h=— pour se ramener en 0, et déterminer un équivalent simple en 0 du numérateur et du dénominateur.
X

f. Poser x=1+h pour se ramener a une limite en 0, puis déterminer un équivalent simple en 0 du
numérateur et du dénominateur. On peut aussi multiplier haut et bas par x—1 et reconnaitre un taux
d’accroissement au numérateur et une limite connue (aussi un taux d’accroissement) au dénominateur.

Exercice 7 | Développements asymptotiques

. ) . 1 .
a. Forcer la factorisation par x’ dans la racine, puis poser h=— pour se ramener en 0. Ne pas oublier
X
alors de revenir en X.
1 . I\ = i N
b. Poser h=— pour se ramener en 0, utiliser arctan| — |=——arctana pour a >0, puis établir un DL a

X a

I’ordre 2 de arctan en 1 (avec les dérivées successives).
1

c. On ne peut pas faire plus simple que ex. 1l s’agit donc de trouver un développement asymptotique de
In(e* —1). Pour cela, utiliser le DL de e* —1, factoriser par x, puis utiliser Inab=1Ina+Inb et le DL de
In(1+h) enO.
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Réponses

Exercice 1 | Comparaisons

1) 0(1+i+lnxj o (Inx) o(l+%+lnxj=0(%j
+ol X X +°° 0"\ X X 0"\ X

2)

o) o ()=o) glx)=glx')=g(x’)
"=o(e”) (Ima+x)T')
~[In(1+x)]" ~1 o2 :8(Xlnx)

Exercice 2 | Equivalents simples de fonctions

a.

C.

f(x)~3 et f(x) ~ e b. f(x)~xInx et f(x) ~ x*.

f(x)~—3 et f(x) ~ L d. f(x)~e7. e. f(x)~x.

2 X——

Exercice 3 | Equivalents simples de suites

1)

2)

Dans le corrigé de I’exercice 4.b. de la feuille d’entrainement du chapitre précédent, on a montré que la
suite (XH)HGN* converge vers 0.

. . ) . ) 1
Or, VneN', nx =1-x"et lim x "= lim "™ =0 donc lim nx =1, soit X ~—.
n n n n n

n—+oo n—+oo n—+oo n

a. Ona 2V1+1-2=0,83, u, =1 et Zﬁ—lzl, donc 2\/1—23u1 SZ\/I—I et la propriété est vraie au
rang 1.

. n+l 1

Supposons la propriété vraie a un rang ne N . Alors, comme u_,, +———, on a par
z vn+1
hypothese de récurrence :
1
2Jn+1-2+ =<, <2Vn -1+ ——.
vn 1 vn+1

Or:

1 1
e 2 —-2vn+2 >0 = 2yn+2-2<2vn+1+ -2.

\/n+ T 2n+3+2J(m+2)m+ Dwn+l Jn+1

Jn—vn+1
2 1= <0 2 1 24 -1.
\/_+\/ +1 o \/n+1(x/ﬁ+\/n+) = 2~ +\/n+ <anl

Donc 2vn+2-2<u_, <2+n+1-1 etla propriété est vraic au rang n+1.

Finalement la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie Vne N .
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. 1 1 u 1 )
b. On a alors VneN, [1+———<—2<1- . Grace au théoreme des gendarmes, ceci
V' 'n Yn o 2dn 24m

ul’l

2Jn

implique que —1 etdonc que u, ~ 2Jn .

Exercice 4 | Formules de Taylor

3) La fonction exponentielle est de classe C” sur R et Vke N,et Vxe R, ,ona exp™(x)=¢e".

De plus, Vne N , maxlexp® I=e*, donc, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange, on peut écrire

[0,x]
n Xk Xn+l
VneNetVxeR,, e"—z:—eO < max |exp™ |, soit :
= k! (n+1)! 10.x]
n k n+l
X X
e"—Z— <e* .
= k! (n+1)!
) = 1 ) .
Pour x=1e R, , onobtient Vne N, [e— ) —|< et comme lim =0, on obtient :
k! (n+D)! n—>+e (n+1)!
e= lim ii
S nsre )

k=0

4) Utilisons deux fois la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 2 :
f(b)y=f(a)+f'(a)(b—a)+ J-ab (b—t)f"(t)dt
f(a)=f(b)+f'(b)(a—b)+ I: (a—t)f"(t)dt

Avec f'(a)=f'(b) =0, on obtient :

f(b)—f(a) = j : (b—t)f "(t)dt = — j b (a—t)f "(t)dt = j : (a—t)f"(t)dt .

Alors :

b b

2[f(b)~f@]=[ (b-0f"Odt+] @a-0f "(D)dt.
D’ou
£ (b) ()] :%“,b(a+b—2t)f "(t)dt‘ <["RER_ercoyat.
r[nab)]( | "l existe car f" est continue sur le segment [a,b] eton a:
L rbla+b
£ ()~ (a)| < max £l | —~t[dt.
[a,b] a 2

ﬂ _ 2
Or, jba+b—tdt:j 2 (a;b—tjdwj;(t—a;bjdt:(b 4a) , donc on a bien :
2
_ 2
£ -0 < 2 max 1671,

4 lab]



PCSI

Exercice 5 | Développements limités

a.

X2 X3
f(x)=—x+—-"—+0(x").
() S5 o)

3

X X
f(x)==+—+o0(x").
(x) 3790 O( )

5
f(x)=x" —X—+0(x6).
2 0

f(x)=In2+

x—2_(x—2)2 +(x—2)3 3 (x—=2)* N

8 24 64

f(x)=1+%(x—l)—é(x—l)2

4

fo0 =2 g

2

2 J_( nj ﬂ( nj2+13fx

4

x? x°
f(x)=1+x+——"—+0(x").
) S o)

I 1

2 1 3 3
FO0) =2+ (=D’ =2 (x=1) +o((x=17).

Exercice 6 | Limites

sin X —sh x 1 . (1] -
a. lIlm—=— b. lim | xsin| — =e
X—>0X(cosx chx) 3 Xte X
4 Lim In(x+1)—In(x+2) __ 1T12 e lim In(x+1)—In(x+2)
X0 . (X+1) sinl X =+ oo ) (X+1j
sin| — sin| —
x"+1 X" +1

Exercice 7 | Développements asymptotiques

a.

b.

C.

f(x):mg_#& +)

1 1 1
f(x ————+—+ — .
) 4 2x 4x° +°°(X2j

1 1 1 1
f(x)=e* Inx +—xe* +—x’e* +o(x’e¥).
2 24 0

1 3 3
(=D +o((x-1").

-2)").

=1

c. lim
x—0

f. lim

x—1

e’ —1
X

sin(Tx)

Inx

je"—l

N
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Chapitre 12 - Intégration - Entrainement

Exercice 1 | Inégalités

2
1) Soit fe C°([0,1,R). Montrer que (jolf) <['f2.

_—sup|f|

I l01J
3) Soit fe C°([0,1],R, ). Montrer que 1/1+ f(t)dt J-«/1+f2(t dt<1+j f(t)dt.

. 2 b 3
4) Soit fe C'([a,b],R) telle que f(a)=0 et V te[a,b], 0<f'(t)<1. Comparer (j f(t)dt) et [ (f(v) dt

2) Soit feC' ([0, 1],R ) telle que f(0) =0. Montrer que

® On introduira F(x)= [ "f(0dt, G(x)=[(f(1)) dt et H=F*~G.

Exercice 2 | Suite d’intégrales

—nt

Etudier la suite (I ) _ telleque Vne N, I = J-(jle tdt .
+

Exercice 3 | Intégration par parties, formule de Taylor avec reste intégral

f(a)+f(b)+J-b(t—a)(t—b)
2 a 2

1) Soit f e C*([a,b],R). Montrer que J-bf(t)dt =(b-a) £ (t)dt.

; (X_'t) f(t)dt est de classe C™*' sur [a,b] et que g™ =f.

2) Soit fe C"([a,b],R). Montrer que g:x - |

n+l

3) Montrer que Vne N et Vxe R, . [ln(l+x) -3 (- R
P k| n+1

Exercice 4 | Calculs

Calculer les intégrales suivantes :
1x*—x +1 Z cos t+sin(2t
b [ g [acostesin@y

. jl x2+1
1+sin?t ’

d. [ tn+ e -
.J‘O nd+t) 0x*—x+2

T
a. Izsin4tdt
0 0 x2—x— 2

Exercice 5 | Sommes de Riemann

Calculer la limite et donner un équivalent simple de u, dans chacun des cas suivants :

n

1 & o | vk
unz—zz k(2n—k) b. unzz 5 C. un:ém. d. u, = e\/E.

2
o1 K*+n k=1

3
X
e. u, = ZSIH( j (on pourra utiliser I’encadrement x e = <sinx <x pour x =0).

On ne cherchera pas d’équivalent simple pour le d.
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Indications

Exercice 1 | Inégalités

1) Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a f et une fonction g simple.

2) Appliquer I'inégalité des accroissements finis a f entre O et te ]0,1], puis intégrer.

3) Exercice plus délicat. Faire les deux inégalités séparément.

e Evaluer j; 1+f2(t)dt - J-;f (t)dt—1 al’aide d’une seule intégrale, puis utiliser la quantité conjuguée.

2 2
e Evaluer (J-;f (t)dt) —(J-; 1+f 2(t)dt) a I’aide d’un produit de deux intégrales, puis utiliser I’'inégalité de

Cauchy-Schwarz avec les fonctions \/ VI+f2 —f et \/ V1+f2 +f (en justifiant que I’on peut !).

2
4) Remarquer que comparer ( .[ bf (t)dt) et J-b(f (t))3 dt revient a déterminer le signe de H(b). Puis, étudier la

fonction H en introduisant une fonction auxiliaire pour étudier le signe de la dérivée de H (on doit montrer que
H est croissante).

Exercice 2 | Suite d’intégrales

Pour le sens de variation, écrire I, —I  sous la forme d’une seule intégrale, puis remarquer que V te ]0;1],

—nt

c
1+t

(e7'—1)<0. Pour la limite, remarquer que V te [0;1], 0< ﬁ <1.
+

Exercice 3 | Intégration par parties, formule de Taylor avec reste intégral

b
1) Calculer I _f(t)dt en faisant deux intégrations par parties.

2) Poser F,=f et VneN, F x> .[ xFn (t)dt, puis, appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a
I’ordre n a la fonction F _, .

3) Considérer f:x > In(1+x) et appliquer a f la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre n entre O et

xeR, .

Exercice 4 | Calculs

a. Linéariser sin*t.

4 2
. X*—x"+1 L . ., . . .
b. Décomposer ox 2 en éléments simples (le dénominateur admet deux racines réelles).
X —X-

¢. Remarquer que sin(2t) =2sintcost, puis poser u=sint.

d. Soit intégrer par parties (pour se débarrasser du In), soit poser u = t2.
2

( X"+ (14 . ( . o
e. Décomposer Z—x12 en éléments simples (le dénominateur n’admet pas de racine réelle).
X" =X+
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Exercice 5 | Sommes de Riemann

. . . . . I<¢ [k . .
Dans chaque cas, il s’agit de faire apparaitre une somme de Riemann v, = —Zf (—j avec f bien choisie.
nig \n

a. f(t)=+2t—t2. Pour calculer I;f(t)dt ,poser u=1—t, puis u=sinx.

b. f()=—— et u, =2
1+t2 n

c. f(t)=

> etu, =nv,_.
4-t

d. 11 faut bien siir passer au logarithme (V ne N°, u, >0). f(t)= «/; et Inu, = nx/H v, .

e. Il faut encadrer u, al’aide des inégalités données dans I’énoncé, puis introduire deux fonctions : f(t) =t et

g(t) =t*, et deux sommes de Riemann.
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Réponses

Exercice 1 | Inégalités

1) Enposant g:t+> 1, f et g sont continues sur [0,1]. On peut donc appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(o) <([)(1e)

2
Comme j;gz = L:dt =1, on a immédiatement (I;f) < L:fz .

2) fest C' sur [0,1] donc M = sup|f '| existe. D’apres 1’inégalité des accroissements finis, on a, avec f(0)=0 :
[0.1]

VvV te ]0,1],

1

j;f(t)dt‘ <[[f(o]dt< [ Mtdt etavee | Mtdt= {Mﬁ} EESV

Alors,
21, 2 2 [0

1
J-Of‘_—sup|f|.

[0.1]

3) On ad’une part :

[+ mde- [ fode-1=] 1+f2(t)dt—jlf(t)dt—jldt=J‘:[«/l+f2(t)—(f(t)+1)}dt
+E2(0 — (F()+1)° £(t)
=1, =-2f, t

\/1+f2(t)+f(t)+1 O JI+£2(t) +1(t)+1

Comme f(t)>0, on obtient jol 1+f2(t)dt—j01f(t)dt—1so, soit:

J‘;«/l+f2(t)dt£1+I;f(t)dt.

dt

D’autre part :
(j;f(t)dt)z—(j; 1+f2(t)dt)2=(jolf(t)dt—jol 1+f2(t)dt)(j;f(t)dt+jol 1+f2(t)dt)
——(jol[m—f(t)]dt)(jol[\/W+f(t)]dt)

Les fonctions \/\/1+f 2—f et \/ V1+f2 +f sont définies (car f est positive) continues sur [0,1] (car f I’est)
donc, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

U:(Jm—fj(\/mﬁjf S(J-Ol[«/l+f2(t) —f(t)}dt)('f;[«/l+f2(t) +f(t)}dt).

Or:

(W=t )W et )= Ve o) (Vi £ ) = [ V=7 = [ 11,
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Donc (J-;[«/l+f2(t) —f(t)}dt)(.[ol{\/l+f2(t) +f(t)}dt)21, soit :

(jolf(t)dt)z—(jol 1+f2(t)dt)zs—1 N 1+(j01f(t)dt)2s(j01 1+f2(t)dt)2.

,/1+(j01f(t)dt)2 <[JIrFa.
1/1+(j01f(t)dt)2 sj; 1+f2(t)dt31+j;f(t)dt.

4) Tel quindiqué posons F(x) = [ "f(0dt, G(x)= [ (f(1)) dt et H=F*-G.

Soit :

Ainsi, on a bien :

2

On a donc H(b) :(.[:f(t)dt)2 —J-ab(f(t))3 dt et comparer (Lbf(t)dt) et Lb(f(t))3 dt revient a déterminer le
signe de H(b).

Comme f e C'([a,b],R), f’e C'([a,b],R) donc les fonctions F et G, donc H de classe C* sur [a,b].

On a alors V xe[a,b] :

H'(x) =2F'(x)F(x) - G'(x) = 2f (x)F(x) — f (x)* = f(x)(ZF(X) —f(x)? ) .

Comme f'>0, f est croissante sur [a,b] et comme f(a)=0, f est positive sur [a,b]. Le signe de H'(x) est
donc celui de h(x) =2F(x)—f(x)>.

La fonction h est dérivable sur [a,b] en tant que différence de telles fonctions et :
h'(x) =2f (x)-2f '(x)f (x) = 2f (x) (1 —f '(x)) .

On vient de voir que V xe[a,b], f(x)=0 et par hypothese, f'(x)<1. Donc, h'(x)=0 sur [a,b] et h est
croissante sur ce segment. Enfin, F(a)=f(a)=0, donc h(a)=2F(a)—f(a)*> =0 et ainsi, h et donc H' sont
positives sur [a,b]. Ceci prouve que H est croissante sur [a,b].

Enfin, F(a)=G(a) =0 donc H(a) =0 et ainsi, H(b) >0, soit :

[RGEORE (j:f(t)dt)2 .

Exercice 2 | Suite d’intégrales

nt

OnaVneN,In:.[olf tdt.Alors VneN :
+
le—(n+1)l le” nt le” nt
L,-1 = dt - dt = e ' —Ddt.
mh IO 1+t J-01+t I01+t( )

—nt

Or, Vte[0;1], © (e7'=1)<0 etnes’annule qu'en 0,donc I ., —1 <O et:
1

+t
(I,),cx est strictement décroissante.
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—nt

De plus, Vne N,ona Vte[0;1], osf ts
+

1 ) ) L
VneN, 0<I <—, ce qui donne immédiatement :
n

lim I =0.

n—+oo

Exercice 3 | Intégration par parties, formule de Taylor avec reste intégral

1) Par intégrations par parties, on a
[Tt@dt=[-af®]] - [ t-a)t (©de=b-a)f b))~ "(t-a)f (t)dt
= (b—a)f(b) —([(t—b)(t—a)f O - [ e=b)[f W +-a) "(t)]dt)
= (b-a)f (b)+ [ (t=b)[ (1) +(t—a)f "(1)]dt |
= (b—a)f (b)+ | (t=b)f (O)dt+ [ "(t=b)(t—a)f "(t)dt
Et, de méme :
[Tt@de=[-b)f®]’ - [ - W dt=b-a) @~ b ().
En ajoutant les deux résultats, on obtient :
2["F®)dt=(b-a)f (b)+ (b-a)f (a)+ | (t-b)(t-a)f "(D)d.
Soit :

f"(t)de.

b ~ f(a)+f(b) pb(t—a)t—b)
[ fwdi=(b-a) 5 +f ;

2) Posons F,=f et Vne N, F, x> j F (t)dt (F ., est donc la primitive de F, qui s’annule en a).

1 Lol 1 1
e ™,donc 0T, SJ- e "dt, soit .[ e "dt=—(N-e ™) <—,
0 0 n n

donc

Alors Vne N, la fonction F, est de classe C""' sur [a,b] avec Vke |I0 n+1]] F"” =F_, (donc F”(a)=0

pour k<n)et F"/" =F =f.

n+l

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre na F_,, on obtient V x € [a,b] :

n+l?

®) (% — )"
Ra0=3 2 oap o [ g a= [ IS =g,

Ceci prouve immédiatement que g est de classe C"*' sur [a,b] et que g™’ =f .

3) La fonction f:x > In(1+x) est de classe C* sur R, avec Vne N, f™(x)=(-1)

La formule de Taylor avec reste intégral a ’'ordre ne N* appliquée a f donne V xe R,

n (k)
f(X):z k(O) k J’(X f(n+1)(t)dt

k=0

n-1 (n_1)|
(1+x)"
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Soit Vxe R,
n o 1\k-! X _\n
n(+x) =Y C0 by e [P
~ K 0 (1+1)
Alors Vxe R,
S (=D ] e (k=) (x=0" t)
In(l+x)— ) —— —dt| < x—t)"dt.
( ) ; k (1+t)n+l .[ (1 n+l J. ( )
n+l
x n _ X n _X
Or, [ (x-0"di=]t dt=——donc VxeR,
n+l
In(1+ x 1klx L
(1+x)- Z( ) <

Exercice 4 | Calculs

eit — -t
2i

4
a. VteR, sin“tz( j =%(cos4t—4cos2t+3),donc:

b4 b4 /2
Psin“tdtzlj2(cos4t—4cos2t+3)dt=l Doindt—2sin2t43c| =T,
0 gJo 8| 4 16

0

b. Ona Vxe[0;1] :

x*=x*+1 2x -1 7 5 2x-1 7( 1 1
——=X"+Xx+2+2 + =X"+x+2+2 +— - .
x*—x-2 x?—x-2 (x+D)(x-2) x?—x-2 3{x-2 x+I
Donc :
4_ 2 —
J-I—X X +1dx=.[l X2+x+2+2 2x 1 +Z 1 dx
0x2—x-2 0 x2—-x-2 3{x-2 x+1
1
[lx +1X +2x+21n‘x —X— 2‘ 1n|x 2| ln|x+1|)} =£—E1 2
3 2 o 6 3
c. On jwdt IZMCostdt et en posant u =sint, on obtient :
1+sin®t 0 ]+sin%t

COSt+Sln(2t) 11+2u i du I 2u ~ 1 D n
jo 1 +sin?t j01+u '[01+u +j01+u2du—[arctanu]0+|:ln(1+u2):|0_Z+1n2.

d. En intégrant par parties :

1 3
.[()ltln(1+t2)dt:{%tzln(1+t2)} _J-lltz 2t dt:lln2— 't
0

02 [+t 2 0]+t
1

:lan—r(t— tzjdt:llnz_ Le Lynavey| =m2-1
2 bl I 2 2 2 . 2
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Ou bien, en posant u = t*, on obtient :

! N N 1 1 1
[ tin(1+¢ )dt—Ejoln(1+u)du—5[(1+u)1n(l+u)—u]0—ln2—§.

2

x2—x+2  2x*-x+2 \/7(2)(_1)2
Rent § I
J7

Ilﬂdx— x+lln‘x2—x+2‘—iarctan[zx_lj l—l—iarctan(ij
0x2—x+2 2 J7 J7 o J7 7)

Exercice 5 | Sommes de Riemann

a. Ona Vne N :

n

e SOEh
avec f(t)=~/2t—t> .

La fonction f est continue sur [0;1], donc on a affaire a une somme de Riemann et :

1
lim u, = [ f(0dt.

n—+o

Et, avec u=1-t :
J-;f(t)dtz.[olx/Zt—tzdt:J-; I—(—1) dtzjlox/l—uz(— du):J.Ol\/l—uzdu.

Posons alors u=sinx,ona:

L T b T2
J‘lf(t)dtzj'gxll—sin2 X COS xdxzj'zcos2 xdx :lj2(1+cos2x)dx:l{x+lsin 2x} =
0 0 0 2Jo 2 2

0

ENQS

. o
Ainsi, comme Z #0,o0na:

n—+oo

. T T
limu, =— et u, ~—.
4 4

b. Ona Vne N :

avec vnz—Zf( j et f(t):1 1

n e +12

La fonction f est continue sur [0;1], donc v, est une somme de Riemann et :

. 1 1 odt 1
lim v, = 0f(t)dt—.[Om—[arctant]o——

n—+oo
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Ceci prouve que :

. T
lim u, =0 et u, ~—.

n—+oo 4n

c. Ona Vne N :

1S, (k t
avec v, =— ) f| —|et f(t)= .
iy e o

La fonction f est continue sur [0;1], donc v, est une somme de Riemann et :

. (! _1t __1—2'[ _ _21__
Tim v, = Of(t)dt—jomdt— jo—zmdt_ [\/4 tl)—Z V3.

Comme 2-+/3 >0, ceci prouve que :

lim u, =+o0 et un~(2—\/§)n.

n—+oco

d. OnaVneN,u >0 et:

u, =Y Vk=vn > [K =na v,
k=1 k=1 V1
1S (k
avec v, :—Zf(—j et f(t)=\/z.
nig \\n

La fonction f est continue sur [0;1], donc v, est une somme de Riemann et :

1
. _ _[! _11/2_23/2 _2
lim vn_jof(t)dt—jox/fdt_jot dt—[3t l_ .

n—+o 3
n—+oo

. . 2
Ceci prouve que lim Inu, =+oc0 et Inu, ~ En\/ﬁ, donc :

lim u, =+oo.

n—+oco

S o P : u 2
Attention ici, il n’est pas si €vident de trouver un €quivalent simple de u , car —*—=exp {ln u, —gn\/ﬁ },

—n~n

es3

. . . 2
mais on ne connait pas la limite de Inu_ — gn\/ﬁ

3
e. Onadmet que Vxe R, ,ona x 3 <sinx < x (n’hésitez pas a le prouver en étudiant les différences).

3
Alors Vne N” et Vke[l,nﬂ,ona%—l(%j Ssin(%)ﬁ%,donc:
n° 6\n n n
n n 3 n
25—1 Kou< %



Zn:%:_zn: Zf( javec f()=t.

Ny n Ny,

n k3 3
;F_n_k l(nj {n;g( H avec g(t)=t>.

Les fonctions f et g sont continues sur [0;1], donc —Zf ( j et —z g(kj sont des sommes de Riemann et :
0y ny, \n

1 1 1 “ 1 1
lim f =| f(t)dt=| tdt=— et lim |— t)dt=| t’dt=—.
n—>+oo|:n; ( jj| IO ( ) IO 2 n—>+°°|:n = (njj| g( ) IO 4
3 n
Alors, lim (Z———Zk j li [Z%J:% et donc :
n—>+oo n

N ee =n° k=1

. 1
limu,=— et u, ~—.
2 2

n—+oo
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Chapitre 13 — Séries Numériques - Entrainement

Exercice 1 | Convergence de séries

Etudier la convergence de la série Xu_ avec :

in| X4 U . 1 n’+n+2
a. u, =sin| —+— b. u, =cos| —+— c. u,=cos| Z+— d u,=———
2 2 n 2 n n +n°+2
n2 n n 2 ' ' '
e u, = 4 f. UHZSiIl l cos’ l g. un:# h. u, = (n )2- i un:(zn).n.
nel n) A 0’ +inn+ 3" () Gn)!

Exercice 2 | Convergence et somme de séries

Montrer que la série X u_ est convergente et calculer sa somme avec :

2n
un:; b. u, = 23_3 c. u, =2"tan’ — tan— avec x e O;E
n(n+1)(n+2) 3" ! 2’ 2
d. u, :ln(l—%j e. u,=ne "
n

Exercice 3 | Comparaison série-intégrale

. Inn (. Lo .
1) Soit u, =—;-. Prouver que la série Y u, converge et donner un équivalent simple de son reste.
n

Inn

N

2) Soitu, = . Prouver que la série Xu_ diverge et donner un équivalent simple la somme partielle.

Exercice 4 | Avec une suite récurrente

Soit (u, ),y la suite définie par u, =5 et Vne N, u,,, =+/1+u’ —1. Déterminer la nature de Xu_.

Exercice 5 | Avec une suite implicite

Montrer que ¥V ne N, x* +x’ =— admet une unique solution réelle u_ et déterminer la nature de Xu_ .
n

Exercice 6 | Produits infinis

Dans les deux cas suivants, prouver que la suite (u,) . converge et étudier la nature de la série Yu,.

1
a. VneN', u, =H(%exp(k—lzjj. b. VneN', u, :H(%jk i

k=1 k=1
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Indications

Exercice 1 | Convergence de séries

a. limu, ...

n—+oo
e . . ‘. .
b. cos E+ a |=—sina, puis donner un équivalent simple de u, .

c. Idem.

d. Donner un équivalent simple de u .

1
Cn4—

e. Prouverque u, ~e 2.
f. Donner un équivalent simple de u .

g. Idem.
h. Utiliser la regle de d’ Alembert.

i. Idem.

Exercice 2 | Convergence et somme de séries

a. Pour la convergence, donner un équivalent simple de u, . Puis, décomposer en éléments simples, puis
télescopage.

b. Reconnaitre la nature de la suite.

c. Pour la convergence, donner un équivalent simple de u, .

X X 2tana
— |tan 2 — | et tan 2a =—.
2 l—tan”a

d. Pour la convergence, donner un équivalent simple de u, . Puis, u, =In(n+1)+In(n-1)—-2Inn ...

: X
Puis, remarquer que u, =2" tan——2" ( —
211

e. Pour la convergence, comparer u_ et e ",

Puis, introduire f(x)= ZG‘ et remarquer que f est dérivable. ..
k=0

Exercice 3 | Comparaison série-intégrale

Dans les deux cas, se référer au cours.

Int . .
1) Comparer le reste R z u,_a lim .[ N:;l—zdt. Intégrer par parties pour calculer I’intégrale.

N—-+
k=n+1 ot

Int
dt (attention la fonction t+> —= n’est pas toujours

N

2) Comparer la somme partielle S, —ZUK j \/_

décroissante). Pour calculer I’intégrale, poser u = Jt.



PCSI

Exercice 4 | Avec une suite récurrente

Etudier la suite récurrente u. On montre entre autres que u converge vers 0, puis utiliser la regle de d’ Alembert

) . u
en évaluant lim — .

n—+eo ]
n

Exercice 5 | Avec une suite implicite

Comme toujours (!), utiliser le théoréme de la bijection continue, ici avec la fonction g:x > x’ +x’ . Montrer
ensuite que u converge vers 0, puis déterminer un équivalent simple de u_ .

Exercice 6 | Produit infini

un+1

a. Etudier lim
node

. On peut conclure pour la suite et la série en méme temps.

b. En justifiant que I’on peut, prendre le logarithme de u , puis étudier la nature de la série ainsi trouvée. Pour

la série Zun, on peut conclure tres vite !
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Réponses

Exercice 1 | Convergence de séries

a. lim u =1 donc la série X u_ diverge grossierement.

n—+oco

b. u, =cos (§+lj =—sin (lj L1 et la série harmonique Zl diverge donc X u, diverge.
n n

T 1 (1 1 L . 1
C. u, =cos (—+—2) =-—sin (—2) ~—— et la série de Riemann X —- converge donc X u, converge.
n n n n

2
n“+n+2 1 1
d u =—————~— et X— converge donc Xu_ converge.
n 4 2 2 2 n
n"+n +2 n n

—nzln(nTH] —nzln(l+§) —Hz(;—rliz+0(n7]j —n+i+0(l) _n+i 1 n
€. u, =e =e =e =e 2 donc u, ~e¢ 2=Jel =1
e
1 n
La série géométrique L+/e (—J ,donc Xu,_ converge.
e

f. u, =sin (lj cos’ (lj L diverge donc Xu, diverge.
n n) n n

g u =

2" +e" e
n 2 n ~
n“+Inn+3

! . e
—j et la série géométrique Z(EJ converge donc X u_ converge.

Moy (0 DDMRD” _ (0t )" =DXO+D _ 2 4 gy 12). 02 +20) >+ o0 done Tu, diverge.
u,  (@)((n+D)Y (n*)!(n+1)

U Cn+2)(+DGn)!_ n+D@ntbtD) _ 20n+Da) 4 e
u,  @Cm)n!Gn+3)!  Gn+3)Gn+2)Bn+l) 3Gn+2)Bn+l) 27

Exercice 2 | Convergence et somme de séries

a. Onau, = 2 . % et la série de Riemann E% converge donc X u_ converge.
nn+1)(n+2) n n
" 1 2
Deplus VneN ,u =—-— + donc :

n n+l n+?2

Su =Y 12 1 -y L £y oty vt r 1 1t
p ok k+1 k+2 —\k k+1) i=\k+2 k+1 n+l n+2 2 2 n+l1 n+2

Ainsi :

— 1
;uk —E.
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22n

n = 33n—3

b. u

=27 (%j donc Yu, est une série géométrique convergente (car 0 < 2;47 <1).

De plus, Vne N :

1 ( 4 jn+l

n n k | Al n+l

> u, =27 A iy N2T) 729 4
&\ 27 4 23 27

k=0 1_ _
27
Donc :
<~ 729
2=y
k=1

2 3 n 3 n
c. Ona lim —= 0, donc u, ~ 2“( X“j X =X—(lj . Comme la série géométrique Zx—(lj converge,
N+ QN 2" 2" 44 44

Yu, converge. De plus Vne N :

u, =2"tan’ XH tan — =2" tan——2"| 1 —tan’ X+l tan| 2 XH =2" tan——2""tan XH :
2" 2" 2" 2" 2" 2" 2"
Donc, Vne N :
X

n n X X X tan ol

du, = (21‘ tan— — 2" tan — j = tan x — 2" tan —— = tan x — x —2

k=0 k=0 2 2 2 X

2n+l

n+l

or, Tim 202 ) _ i B done
n—+e  x/2" t=0
z u, =tanx—x.
k=0
1 1 .. . 1
d. Ona u, =In| I-— |~ ——. Comme la série de Riemann X — converge, Xu, converge.
n n n
n’ -1
Deplus VneNtel n=22, u, =ln( 5 j:ln(n+1)+ln(n—1)—2lnn , donc :
n
D u, =Y (In(k+D)+In(k—1)—2Ink)=> (In(k+1)—Ink)— > (Ink —In(k - 1))
k=2 k=2 k=2 k=2

=(ln(n+1)—ln2)—(lnn—lnl)=ln(1+lj—ln2
n

Donc :

iuk =—In2.
k=2
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172

e. Ona u,=ne"=o(e") et Vne N, u >0.Comme la série géométrique X(e "*)" converge, la série

Yu, converge.

. . n—1 n—1 1 —nx
Deplus VneN et VxeR,, De ™ =) ()= . © . donc, en dérivant :
k=0 k=0 e

B “Z‘ike_kx _ne M(-e)—e *(1-e ™)
k=0 (1-e™)? .

n—1 n—1 -1 -n
zuk:zke_k: ne "(lI-e H—e'(l1—e )

k=0 k=0 a- e )

+ 00 -1

) e )
Or, lim ne™" = lim ¢ " =0, donc ZUk ———— 5, S0it :
n—+oo n—+oo e (I-e)

k=0 (e—D
Exercice 3 | Comparaison série-intégrale
. 3 1 .
1) Ona lim n™u, = lim ——O donc u, =o| =5 et VneN ,u =0.
n—+oo n—+oo \/_ n

+oo

1 L
Comme la série de Riemann Y. — converge, la série Xu, converge. Le reste d’ordre n est alors R = E u, .
n k=n+1

Int . ‘. . .
Posons f(t) = = La fonction f est dérivable sur [1;+ o[ en tant que quotient de telles fonctions et :

1- 2lnt

f'(t)=
. 1 ) . L
Sur [1;4+o[,ona f'(t)<0 quand Int > 5, soit t > \/E . Donc, f est strictement décroissante sur [\/€;+ oo .

Alors, ke N tel que k=2, ona ¥ te[kk+1], f(k+1)<f(t)<f(k), donc u,_, sj:“f(t)dtSuk.

En sommant, on obtient Vne N telque n>2 et Vpe N :

n+p n+p+l n+p

Zuk+l<Zj f(t)dt<2uk & Zuksj f(t)dt<2uk ).

k=n+1

Et:

t t

n

n+p+l n+p+1

n + n+p+ 1

I P (dt I ‘”ln—td { lnt} +I ”‘ld { Int 1} __l+In(n+p+D) l+Inn
' t s n+p+1 n

n+p

n t
. I+In(n+p+1) U
Donc lim ———————==0 et, comme lim u u, =R, et hm u u, =R +u,
P>t n+p+1 p—o+oo Z k+1 k%l k Z k Z k

En passant a la limite quand p tend vers + o dans la double inégalité (1), on obtient Vne N tel que n>2 :

1
RHS1+lnnSRH+un N 1+lnn_unSRHS1+lnn N lnn+l_ln_n<R <1n_n+_.

n n n n n n’ n n
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Etdonc Vne N telque n>2 :

1+L—l<—R <1+L
Inn n Inn Inn

Comme lim (1+L—lj = lim (1+Lj 1, le théoreme des gendarmes donne lim —R =1 etdonc:

n—+oo Inn n n—+oo Inn n—+e nn
LI
n
) 1
2) Ona lim nu, = lim Jnlnn= + oo, donc ——o(u yet VneN', u >0.

n— +oo n—+oo

L . 1 .. (. . . c
Comme la série harmonique X — diverge, la série X u,_ diverge. La somme partielle est S, = E u, .
n k=1

Int . L. . .
Posons f(t) =—=. La fonction f est dérivable sur [1;+ o[ en tant que quotient de telles fonctions et :

N

2-Int

2t

Sur [1;4+c[,ona f'(t)<0 quand Int > 2, soit t > e*. Donc, f est strictement décroissante sur [e”;+ oo .

f'(t)y=

Alors, Vke N tel que k=3, 0na Vte [k k+1], f(k+1)<f(t)<f(k), donc u,,, Sjkkﬂf(t)dt <u,.
En sommant, on obtient Vne N tel que n >8 >e¢”

n n K+1 n n+l

Yu <) [ fOdt<Yu e S-S <[ f(0di<S, =S,

k=8 k=8 k k=8 8
Alors Vne N telque n>9 :

jg”“f(t)dt+s7 <8, <[ f(Odi+S; ).

Et, avec uzx/z,ona:

Lnf(t)dt—j \/_dt—4j \/_ at —4L_lnudu 4[ulnu— u]f—Zx/_lnn 4n —A.
avec A:4[\/§ln\/§—\/§]_

On a alors clairement Ln f(t)dt ~ 2\/H Inn.

De plus :
n+l
L f(t)dt 2Vn+1In(n+D)—4vn+1-A _ 11 A
= 1+ 1+ 1+ I+— - .
2JnInn 2JnInn nlnn 2Vnlnn
Jm £(t)dt
Donc lim =1.

n—+oo 2\/_lnn
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Finalement, Vne N tel que n>9 :

n+l
[ fod s, j fode s,
2Jnlnn  2Jnlnn - " 2\/_lnn 2Jnlnn
j“ fode s, [0 fode s,

avec lim =1.0Onaalors lim =1 et ainsi :

= lim
0=+ 2f1nn 2\/Hlnn 0=+ 2\/71nn 2flnn n—>+°"2x/_lnn

S, ~2Jnlnn

Exercice 4 | Avec une suite récurrente

Posons f(x)=+/14+x> —1. La fonction f est définie, continue et croissante sur [0;1].

De plus, f(0)=0 et f(l):x/z—le [0;1], donc f([0;1]) < [0;1].

Comme u, :%e [0;1],ona Vne N, u, €[0;1] et u est bornée.

2

1j:@<1

Onau, =f(u,)=f (— 5 —=u,. Comme f est croissante sur [0;1], la suite u est décroissante.

Etant minorée par 0, elle converge vers une limite /€ [0;1] telle que f(¢) =/ car f est continue sur [0;1].

Enfin, f(¢)=/¢ quand 1+¢*> =({+1)*, soit £=0. Finalement, la suite u converge vers 0.

1 u 1 . . u
Onaalors u_,, =+/1+u’ —lzzuﬁ+0(uﬁ),donc uL“zzun+0(un), ce qui prouve que lim —L=0.

n—+o
u,

Alors, d’apres la regle de d’ Alembert :

La série Xu, converge.

Exercice 5 | Avec une suite implicite

La fonction g:x > x’+x’ est définie, continue et strictement croissante de —oo & + oo sur R en tant que
somme de telles fonctions. Elle réalise donc une bijection de R dans R et sa réciproque est continue.

. « 1 .
Ainsi, Vne N, — possede un unique antécédent parg: u, =g (lj .
n n

Comme lim 1_ 0, 27'(0)=0 (car g(0)=0)et g”' estcontinue en 0,ona lim u, =0.

n—+o 1 n—+oo

: 1 D T (N N o 1 1
Or, VneN', u) +u) =—,donc lim — = lim —*——" = lim (u}+1)=1 etainsi, u} ~—, donc u, ~ ——.
n n—+e N n—+oo u n—+oo n '%/H
n n

Enfin, la série de Riemann ZL = Z% diverge donc :
n

%/H

La série Xu_ diverge.
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Exercice 6 | Produit infini

a. Ona Vne N*’ u, >0 et —nel = (n+1)(l:+42_)1n(n+1) cxp ! 2 |~ ntll cXp ! 2 |
u, O T () 2 (n+1)

Alors, lim Han _ 0, donc d’apres la regle de d’ Alembert, Z u, converge, ce qui implique que lim u, =0.

n—+eo u, n—>+o

Ainsi :

(u,),.y converge vers 0 et la série ZUH converge.

ln(1+lj.
k
1

Or, %ln (1 +Ej ~ % et la série de Riemann Ziz converge, donc la série Z%ln (1 +%j converge.
n

n

b. OnaVneN, u, >0 et lnu, =

~ | —

k=1

. .. .. ¢
Ceci prouve que (Inu,) . converge vers une limite finie ¢ et donc que (u,) .. converge vers e >0.

Comme lim u, #0, on conclut immédiatement :

n—>+o

(u,),.y converge et la série ZUH diverge grossierement.
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Chapitre 15 - Algébre Linéaire - Entrainement

Dimension quelconque

Exercice 1 | Espaces vectoriels

Montrer que E est un K -espace vectoriel avec K=R ou C.

1) E =ensemble des fonctions 3-périodiques de R dans K.

2) E =ensemble des fonctions f de R dans K telles que V (x,y)e R?, f(x —2y)=f(2x+Yy).
3) E={fe D(R,K),{'(0)=0}.

4) E:{ueKN,VneN,un+1:un+2+un+u0}.

5) E:{ue KN,limuzuo}.

Exercice 2 | Espaces supplémentaires

1) On appelle E le R -espace vectoriel des suites réelles convergentes. On pose F={ue E,limu =0} et
G =ensemble des suites réelles constantes.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, puis que E=F®G.

2) On appelle E le C-espace vectoriel des suites complexes stationnaires, F 1’ensemble des suites
complexes nulles apcr et G ’ensemble des suites réelles constantes .

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, puis que E=F®G.

Exercice 3 | Familles libres

1) Vne N, onpose f (x)=e™. Montrer que la famille (f, ) _, est libre.

2) Vpe N, onnote u, lasuite telleque Vne N, u =sin (n_nj . La famille (up)peN* est-elle libre ?

p

Exercice 4 | Applications linéaires

Dans chacun des cas, montrer que u est une application linéaire, puis déterminer son image et son noyau.
D u:C">C* ;v (vy,v)).
2) u:C'(R,R) > C(R,R);f>f".
3) u:CR,R)->C(R,R);f+>FavecVxeR, F(x)= J-Oxf(t)dt.

Exercice 5 | Endomorphismes

Soit E un K -espace vectoriel (K=R ouC)et fe L(E).
1) Montrer que f (ker(f of))=kerf NImf .

2) Montrer que f of =0 si et seulement si Imf c kerf .
3) Montrer que si f* =f7, alors E =kerf”* @ker (f> —id) = ker (f —id) @ ker (f* +£?).
4) Soit ge L(E) tel que gof =f og. Montrer que le noyau et I’image de g sont stables par f.
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Exercice 6 | Projecteurs et symétries

Soit E un K -espace vectoriel et p et q deux projecteurs de E qui commutent.
1) Montrer que p—q est une symétrie si et seulement si p et q sont associés.

2) Montrer que p—q est un projecteur si et seulement si Imq < Imp.

Dimension finie

Exercice 1 | Espaces vectoriels, bases

Montrer que E est un K -espace vectoriel de dimension finie et donner une base de E.
1) K=R, E=Vect((1,2,3),(-1,0,2),(0,2,-3)).
2) KzR,Ez{(x,y,z,t)eR4,X+yzz+tetx—y+z—t20}.
3) K=C, E={(z,2)e C?3z+22'=0}.
4) K=R, E={fe DR,R),{'=2f}.
5) K=C, E={ue C"\Vne N,u,,, —4iu,,, —3u, =0},

Exercice 2 | Bases

Dans chaque cas, la famille donnée est-elle une base de E ?
1) (e.e,.e;) de E=R*® avec e, =(1,-12), e, =(-1-2,0) et e, =(3,-2,3).
2) (e,,e,.e;.e,) de E=R* avec e, =(,-1,2,1), e, =(-1,0,-2,0), e, =(0,1,-2,3) et e, =(1,L,1,1).
3) (e,e,.e;.e,) de E=R* avec e, =(,0,0,0), e, =(-1,0,-1,0), e; =(0,1,-2,1) et e, =¢, —2e, +3e,.
4) (f,g,h) de E=R,[x] avec f:x > (x+1)?, g:x=> xX+D(x=1) et h:x > (x—=1)%.

5) (f.g,h) de E=R,[x] avec fix &+, gix—> x+2)  eth:x>x>=2.

Exercice 3 | Espaces supplémentaires

1) Soit F= {(x, y,X),(X,y)€ Rz} et G= {(X,X,O), X€E R} . Montrer que F et G sont supplémentaires dans R?.

2) Onpose F= {(x, y,z,)e R*\x+y+z=y+z+t= 0} . Déterminer un supplémentaire de F dans R*.

Exercice 4 | Applications linéaires, noyaux, images, rang

I - Dans chacun des cas, montrer que u est une linéaire, puis déterminer son noyau, son image et son rang.
D uw:R >R (x,y,2) > (X+y,y+2Z,2+X).
2) u:R’ > R*; (X,¥,2) > (x+y+2z,x+2y+32,2x+3y+4z,3x +4y+5z7) .
3) u:R4—>R2;(x,y,z,t)H(x+y,z—t).

4) u:R,[x] > R,[x]; P> Q telle que Vxe R, Q(x)= 2xP(x) - x*P'(x).
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IT - Dans chacun des cas, déterminer le noyau, I’image et le rang de I’application linéaire donnée.
1) f:R’— R’ linéaire telle que f(e,)=¢, +e, +e;, f(e,)=3e¢,+2e, et f(e;)=¢, +3e; ol (e,,¢e,,€;) est
la base canonique de R’.
2) u:R*—>R? linéaire telle que u(e,)=f,+f,, u(e,)=f —f,, u(e,)=2f —3f, et u(e,)=3f —2f, ou
(e,,€,,€5,€,) estla base canonique de R* et (f,,f,) celle de R”.
3) u:R’—R* linéaire telle que u(e,)=f, +f,, u(e,)=f,+f, et u(e,)=f, +f, +f, +f, ol (e,,e,,e;) est

la base canonique de R’ et (f,,f,.f,,f,) celle de R*.

Exercice 5 | Endomorphismes

Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie ne N* et (f,g)e L(E)*.
1) Montrer que Imf +kerf =E < Imf @kerf =E.
2) Prouver que rg(f)—rg(gof)=dim(Imf nkerg).
3) On suppose qu’il existe un projecteur p tel que f =pof —fop.
a. Montrer que f(kerp)c Imp et Imp < kerf .
b. En déduire que f*=0.
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Indications

Dimension quelconque

Exercice 1 | Espaces vectoriels

La méthode est la méme dans tous les cas : prouver que E est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel
de référence (préciser cet espace, puis justifier que E est non vide et stable par combinaison linéaire).

Exercice 2 | Espaces supplémentaires

Dans les deux cas, la méthode pour prouver que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E est celle-ci-dessus
(attention dans la question 2, deux suites nulles apcr ne le sont pas forcément nulles a partir du méme rang).
Puis, pour prouver que E=F®G, montrer que FNG ={0,} et que toute suite de E peut s’écrire comme la

somme d’une suite de F et d’une suite de G. Cette décomposition est assez facile a conjecturer dans les deux
cas, sinon, on peut procéder par analyse-synthese (ce qui évite alors de prouver que FNG ={0}).

Exercice 3 | Familles libres

1) La famille (f,), . étant infinie, il faut montrer que toute sous-famille finie est libre. On justifier assez
facilement que qu’il suffit de prouver que Vne N, (f,,f,...f ) est libre. Attention, pour la rédaction : ne pas

confondre f et f (X) et ne pas oublier les quantificateurs.

2) Evaluer la suite u, et conclure !

Exercice 4 | Applications linéaires

Dans les trois cas, utiliser la définition pour montrer la linéarité.
Pour déterminer les noyaux, la méthode est standard. Pour les images, il faut conjecturer un peu ...

Indication : Les deux premieres applications sont surjectives mais non injectives ; la troisieme est injective mais
non surjective.

Exercice 5 | Endomorphismes

1) Procéder par double inclusion.

Montrer que f(ker(fof))ckerf MImf revient 2 montrer que f(ker(fof))ckerf et f(ker(fof))cImf

(cette deuxiéme inclusion est immédiate).

Pour montrer kerf NImf cf (ker(f of )), considérer x e kerf NImf , traduire les deux conditions et montrer
que x =f(z) avec (fof)(z)=0.

2) Simple et classique : on peut raisonner par équivalences.
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3) Pour la premiére égalité, on peut poser p=f> et remarquer que p est un ...

Pour la seconde égalité, procéder par analyse-synthese classique. Pour 1’analyse, considérer x € E , supposer la
décomposition x =x,+x, avec (X,,X,)€ ker(f —id)xker(f’+f*), puis calculer f*(x)+f’(x). Remarquer
que x, € ker(f —id) équivaut a f(x,)=x,.

4) Montrer que le noyau et I'image de g sont stables par f revient a prouver que f(kerg)ckerg et

f(Img) c Img . Cet exercice est simple (pour les images, écrire f(Img)=f(g(E))=fog(E)=...)

Exercice 6 | Projecteurs et symétries

Commencer par remarquer que p—q est linéaire et développer (p—q)> sans oublier que pq=qp.
Attention dans les deux cas, on veut une équivalence.

1) p—q estune symétrie & (p—q)° =id...

Pour le sens direct, ne pas hésiter a composer a p ou q I’égalité obtenue.
2) p—q estun projecteur < (p—q)°=p—q.

Pour la réciproque, ne pas oublier que ye Imp < p(y)=y.

Dimension finie

Exercice 1 | Espaces vectoriels, bases

1) E est par définition un sous-espace vectoriel de R?. Pour déterminer une base, étudier la liberté de la famille
des trois vecteurs engendrant E.

2) Par une suite d’équivalences, on peut trouver deux vecteurs €, et e, tels que E=Vect(e,e,). Ne pas
hésiter 2 utilisation la notation en colonne pour les vecteurs de R*.

3) C’est tres simple ici en utilisant la méme méthode que ci-dessus sans se laisser perturber par le fait que
K =C (le raisonnement est le méme que pour K=R).

4) C’est quasiment du cours sur les équations différentielles.

5) C’est quasiment du cours sur les suites récurrentes linéaires doubles.

Exercice 2 | Bases

Dans chaque cas, repérer la dimension de E et le nombre de vecteurs de la famille, puis étudier la liberté de la
famille. Pour les 4 et 5, attention a la nature des objets (cf. remarque dans les indications pour 1’exercice 3 en
dimension quelconque).

Exercice 3 | Espaces supplémentaires

1) Ne pas hésiter a écrire F et G comme des Vect d’un ou deux vecteurs fixés. Montrer que F et G sont
supplémentaires revient 2 montrer que F® G =R’ : il suffit ici de montrer que la famille formée par la réunion
des vecteurs trouvées ci-dessus (engendrant F ou G) est une base de R*.
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2) On peut trouver deux vecteurs e, et e, tels que F=Vect(e,,e,), donc F est un plan.

Dans R* (de dimension 4), tous les supplémentaires de F sont donc des plans. Pour en trouver un, il suffit de
trouver deux vecteurs e, et e, tels que (e,,€,,¢e;,€,) soit une base de R*.

Exercice 4 | Applications linéaires, noyaux, images, rang

I - Dans chacun des cas, montrer que u est une linéaire avec la définition. Les écritures sont assez lourdes, ne
pas hésiter a utilisation la notation en colonne pour les vecteurs : c’est plus clair et plus facile de s’y retrouver.

Pour le noyau, on se retrouve en général avec un systeéme simple. Le noyau étant connu, déterminer le rang (par
le théoreme du rang), et ensuite I'image en trouvant des u(...) qui donne le bon nombre de vecteurs
linéairement indépendants (le bon nombre étant le rang !).

Pour le 4, ne pas oublier que tout élément de R,[x] est de la forme x ax>+bx +c.

II - 1) Ne pas oublier que tout vecteur X de R’ s'écrit X = xe, + ye, +ze, avec (x,y,z)€ R’. Avec les images
des vecteurs de la base canonique et la linéarité, on peut exprimer alors I’image de X en fonction de x, y et z.

Les méthodes sont alors les mémes que plus haut.

2) et 3) Mémes indications en faisant attentions aux espaces de départ et d’arrivée qui sont distincts (et pas de
mémes dimensions, donc u ne peut en aucun €tre a la fois injective et surjective...).

Exercice 5 | Endomorphismes

1) Classique. On a une équivalence a prouver mais un sens est immédiat.

Ne pas oublier que Imf @kerf =Imf +kerf < Imf nkerf ={0} et ne pas oublier non plus le théoréme du
rang et la formule de Grassmann.

2) Considérer g:Imf — E; x > g(x), la restriction de g a Imf . Déterminer kerg et Img, puis appliquer le
théoréme du rang.

3) a. Ne pas oublier que ye Imp < p(y)=y et, pour la deuxieéme inclusion, remarquer que si p(y)=_2y,
alors y =p(%yje Imp...

b. Montrer que f* =0 revient 2 montrer que V x€ E, f>(x) =0. Ne pas oublier que E=Imp®kerp.
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Réponses

Dimension quelconque

Exercice 1 | Espaces vectoriels

1) Onaici E={fe F(R,K),VxeR,f(x+3)=f(x)}.
e Ec F(R,K) etla fonction nulle appartient a E, donc E est non vide.

o V(f,g)eE’et V(\,u)eK’*,ona VxeR :
(M +ug)(x+3) =AM (x+3) +ug(x +3) = AMf (x) +ug(x) = (Af +ug)(x).

Donc Af +uge E.

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de F(R,K), donc E est un K -espace vectoriel.

2) Onaici E={fe F(R,K),V(x,y)e R*, f(x-2y)=f(2x +y)}.
e Ec F(R,K) etla fonction nulle appartient a E, donc E est non vide.

o V(f,g)eE’ et V(A,w)eK’,ona VxeR :
(M +ug)(x =2y) =M (x = 2y) +ug(x —2y) = Af 2x +y) +ug(2x +y) = (Af +ug)(2x +y).

Donc M +uge E.

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de F(RR,K), donc E est un K -espace vectoriel.

3) E={fe D(R,K),f'(0)=0}.
e EcDR,K) etlafonction nulle appartient a E, donc E est non vide.
o V(f,g)e E’ etV (An)e K*, Af +ug est dérivable sur R et :
(M +ug)'(0) =Af'(0)+ug'(0) =Ax0+ux0=0.
Donc M +uge E.

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de D(R,K), donc E est un K -espace vectoriel.

4) E={ueK",VneNu, =u,,+u, +u,}.
e EcK" etlasuite nulle appartient 2 E, donc E est non vide.
e V(u,v)eE’etV(A,wekK?*,ona VneN :
(Au+pv), , =Au ., +uv, ., +Au +uv, +Au, +uv,
= MW, 1, U +(Vyy +V, +Vy) = A, HIY, = (Ru+py),,
Donc Au+uve E.

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de K", donc E est un K -espace vectoriel.
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5) E={ue K", limu=u,}.
e EcK" etla suite nulle appartient a E, donc E est non vide.
e V(uv)eE’ etV (AueK?, Au+uv converge et :
lim(Au+pv) =Alimu+plimv =2Au, +uv, = (Au+puv),.
Donc Au+uve E.

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de K", donc E est un K -espace vectoriel.

Exercice 2 | Espaces supplémentaires

1) On a vu dans le cours que F est un sous-espace vectoriel de E (toute combinaison linéaire de suites de limite
nulle est de limite nulle). Par ailleurs, G C E (une suite constante converge), 0y € G, et toute combinaison

linéaire de suites constantes est constante, donc G est un sous-espace vectoriel de E.

Alors :

¢ VYueFnNG, u est constante (ue G) donc Jae R tel que Vne N, u =a et limu=a=0 car ueF.
Ainsi, FNG={0,} et F+G=F®G.

¢ VueE,onalmu=/eRet VneN,u =v +w_ avecv, =u —letw =/.
Onalimv=/—/¢/=0donc veFet weG. Ainsi, ue F+G=F®G.

Finalement, on a bien E=F®G.

2) Ona E={ue C"\INeN,vn2N,u, =u.} et F={ue C"\3NeN,Vn2N,u, =0}.

On a Fc E (car toute suite nulle apcr est constante a partir du méme rang) et 0, € F.

De plus, V (u,v)e F? et Y (Awe C?, I(N,,N,)e N? tel que Vn2N ,u =0etVn2N_, v =0.

Alors, en posant N=max(N_ ,N ),ona Vn=N, u =v, =0,donc Au, +uv, =0 etainsi, Au+uveF.

Donc, F est un sous-espace vectoriel de E.

On montre comme dans la question 1 que G est un sous-espace vectoriel de E.

Alors :

¢ VYueFNG,uestconstantedonc Vne N, u, =u, (ueG)et INe N, Vn2N, u =0 (ueF).
Ainsi, uy=u,=0 et Vne N, u, =u,=0.Donc, FNG={0,} et F+G=F®G.

e VueE,3INeN telque Vn=2N, u, =uy.Posons Vne N, v. =u, —ug et w =u,.
On a immédiatement Vne N, u, =v_+w_et we G.Deplus, Vn=N, v . =u,—u, =0 donc veF.
Ainsi, ue F+G=F®G.

Finalement, on a bien E=F®G.
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Exercice 3 | Familles libres

1) Montrer que (f, ), est libre revient a montrer que toute sous-famille finie extraite de (f, ), est libre.

Autrement dit que V (nl,nz,...,np)e NP avec pe N", la famille (frll ,fnz ,...,fnp) est libre. Pour prouver cela, il
suffit de prouver que la famille (f,,f,,....,f) est libre avec N = max(nl,nz,...,np) (car toute famille extraite

d’une famille libre est libre). Ceci montre que pour prouver que (f ), est libre, il suffit de prouver que
VNeN, (f,,f,...fy) estlibre.

Prouvons ceci par récurrence sur N.

e Pour N=0,ona f,:x+>e” =1 donc f, est constante et non nulle donc (f,) est libre.
e Supposons que pour Ne N, la famille (f,f,,...,fy) est libre.
Soit alors (Ag, A, A, Ay, Ay, )€ RV tel que A fy + A f, +...+ A fy + Ay, fy, =0.
Onaalors VxeR :
Aoy O+ AL, (X) + o+ A F )+ A, frun (X)) =A, + A" +..+ A e™ +A,,e N =0.

Alors, lim ([Kofo (X)+ A6 () F oo+ A f (X) + A Fry ()] €7 ) =0, soit :

lim (Aoe™ N+ ke ™+ he + Ay, ) = Ay, =0.

X —>+oo

On a ainsi A, =0, donc A f, +Af, +...+ A f =0. Or, par HR, la famille (f,,f,,....,fy) est libre, donc
Ay=A, =...=A =0 etainsi:

Aofy + AL+ A A M Ay =0 = A=A =...=A =Ay, =0.
Donc, la famille (f.f,,...,f,fy,,) estlibre et la propriété est vraie au rang N+1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie V Ne N.

Ceci prouve que (f,),_, est libre.

2) Ona VneN, u, =sin (HTTC] =sin(nt)=0. Donc, u, =04 ce qui implique immédiatement que la famille

(u, )peN* n’est pas libre.

Exercice 4 | Applications linéaires

1) V(v,w)eC"xC" et V(A,u)e C*,ona:
uAv+pw) = ((Av+uw),, Av+uw), ) = (Avy + 1w, Av, + 1w, ) = AV, V) + (W, W) = Au(v) +Hu(w) .

Donc :

u est linéaire.

Ona VveCY, u(v)=(0,0) (vy.v))=(0,0) & v,=v,=0,donc:

keruz{ve C", v, =v, =0}
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Par ailleurs, V (a,b)e C?, soit ve C" telle que vo=a, v,=bet VneN telque n=2, v, =0.

On a alors clairement u(v) =(v,,v,) =(a,b) et ainsi, u est surjective, donc :

Imu=C?

2) Ici, u est linéaire par linéarité de la dérivation.

Ona VfeC'(R,R), u(f)=0 < f'=0 < fconstante, donc :

keru = ensemble des fonctions constantes .

Par ailleurs, V ge C(R,R), si f est une primitive de g, alors g =f'=u(f), donc, u est surjective, et :

Imu=C(R,R)

3) Ici, u est linéaire par linéarité de 1’intégrale.

Ona Vfe C(R,R), u(f) estla primitive de f qui s’annule en 0. Donc, si u(f)=F=0, alors F'=f =0. Ainsi,
u est injective avec :

keru ={0}

Par ailleurs, Vfe C(R,R),ona u(f)=Fe C'(R,R) et F(0)=0.
Réciproquement, V Fe C'(R,R) tel que F(0)=0, ona Vxe R, F(x) =J-OXF'(t)dt avec F'e C(R,R), donc
F=u(F") . Ainsi :

Imu ={Fe C'(R,R)\ F(0) =0}

Exercice 5 | Endomorphismes

1) Procédons par double inclusion.
e ker(fof)cE = f(ker(fof)) c f(E)=1Imf ;
e xeker(fof) & (fof)(x)=f(f(x))=0 & f(x)e kerf . Ainsi, f (ker(f of)) ckerf .

On a alors f (ker(f of)) c kerf NImf .

Réciproquement, V x e kerf N"Imf ,ona xe kerf donc f(x)=0 et xe Imf donc 3ze E, x=1(z).
Alors, ona f(x)=fof(z)=0 donc ze ker(f of) etdonc x =f(z)e f (ker(f of)).

On a alors kerf NImf < f (ker(f of)).

Finalement :

f (ker(f of))=kerf N Imf
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2) Ona:
fof=0 VXGE,fof(X)zf(f(X))zO < VxeE, f(x)ekerf < f(E)=Imf ckerf.

3) Si f*=f?, alors en posant p=f>e L(E), ona p’ =p donc p est un projecteur et E=kerp® Imp, soit :
E=kerf’ ®Imf”.

Comme id—f* =id—p est le projecteur associé a p, on a ker(id—f*) =Imf?> et avec ker(id—f?) =ker(f* —id),
on a bien :

E =kerf? @ker (f* —id)

Pour la deuxieme égalité, procédons par analyse-synthese.
Soit xe E.

Analyse :
Si E=ker(f —id)@ker (f* +£?), alors 3(x,,x,)e ker (f —id)xker (f* +£?) tel que X=X, +X,.
Ona:
e x,e€ker(f-id) donc f(x,)=x, (ce qui implique immédiatement que f3(xl)=fz(xl)=xl) ;
e x,eker(f’+f?) donc (f*+f*)(x,)=f’(x,)+f’*(x,)=0.

Alors, f2(x)=x, +f*(x,) et £'(x) =x, +f(x,) donc f*(x)+f(x) =2x, +£7(x,) +(x,) =2x,, soit :
X, :%(fz(x)+f3(x)) et X, =X —X, =X—%(f2(x)+f3(x))-

Ainsi, si la décomposition existe, elle est unique.

Synthese :

Posons X, =%(f2(x)+f3(x)) et X, =x—%(f2(x)+f3(x)):x—xl. On a immédiatement x =X, +x, et :
. f(xl)=%(f3(x)+f4(x)):%(f3(x)+f2(x))=x1 donc x, € ker (f —id) ;

. f3(X2)+f2(X2)=f3(x)—f3(x1)+f2(x)—f2(xl)=f3(x)+f2(x)—(f2(x)+f3(x))=0 et X, € ker (f* +£?%).

Finalement, on a bien :

E =ker (f —id) ® ker (f* +?)

4) On veut prouver que f(kerg) ckerg et f(Img)cImg.
e Vxekerg, g(x)=0 et g(f(x))=(gof)(x)=(fog)(x)=1(g(x))=1(0)=0 donc f(x)e kerg. Ainsi :

f(kerg) ckerg

® Onaf(Img)=f(g(E))=fog(E)=gof(E)=g(f(E))cg(E)=Img. Ainsi:

f(Img)cImg
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Exercice 6 | Projecteurs et symétries

Remarquons déja que p et q sont linéaires, donc p—q 1’est aussi et, comme p et q commutent :

(p-q)* =p’-pq—qp+q’ =p+q-2pq.
1) Ona:
p—q est une symétrie < (p—q)°=id & p+q-2pq=id.

Alors, si p+q—2pq=1id, on obtient en composant a gauche par p :
p’+pq-2p’q=p & pq=0=qp.
Et p+q—-2pq=id devient p+q=id, autrement dit, p et q sont associés.
Réciproquement, si p et q sont associés, alors q=id—p, donc pq=p@id—p)=p—-p>=p—-p=0et:
(p—q)’ =p+q—2pq =id.
Ainsi, si p et q sont associés, alors p—q est une symétrie.

Finalement, si p et ¢ commutent, on a bien :

p—q estune symétrie < p et q sont associés.

2) Ona:
p—q estun projecteur < (p—q)’=p+q-2pq=p-q < q=pq.
Alors, si q=pq, ona Imq=q(E)=pq(E) =p(Imq) c Imp, donc Imqc Imp.
Réciproquement, supposons que Imq < Imp . Alors, Vxe E :
qx)eImq = q(x)eImp = p(q(x))=q(x).
Ainsi, V xe E, pq(x)=q(x), soit pq =q et donc p—q est un projecteur.

Finalement, si p et ¢ commutent, on a bien :

p—q est une projecteur < ImqcImp.

Dimension finie

Exercice 1 | Espaces vectoriels, bases

1) Posons e, =(1,2,3), e, =(-1,0,2) et e, =(0,2,-3) .
On alors E = Vect(e,,e,,€,), qui est par définition un sous-espace vectoriel de R’.

Etudions la liberté de (e,,e,,€,). Soit (a,b,c)e R* tel que ae, +be, +ce, =0, soit :

1 -1 0 a—-b 0 a—-b=0 b=a
a|2+b| 0 +c| 2 =|2a+2c =0 & <2a+2c=0 & Jc=—a & a=b=c=0/
3 2 -3 |3a+2b-3c |0 3a+2b—-3c=0 8a=0

Ainsi, la famille (e ,e,,e;) est libre. Elle contient 3 vecteurs et dimR’ =3, donc c’est une base de R’ et :

E=R?
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2) E={(x.y.zz0eR*, x+y=z+tetx—y+z—-t=0}cR* et (0,0,0,0)e E.Ona V (x,y,z,t)e R* :

X |t 1 0
X+y=z+t X+y=z+t X=t y |z 0 1
(x,y,z,t)e E & =S =S = =| =t| +z
Xx—y+z—-t=0 X—y=t-z y=z2 Z |z 0 1
t |t 1 0
Donc, en posant e, =(1,0,0,1) et e, =(0,1,1,0),ona (x,y,z,t)e E & (X,y,z,t) =te, +ze,, donc :
E = Vect(e,,¢, ).
Ceci prouve que :
1 0
. 4 . . 0 1
E est un sous-espace vectoriel de R", de dimension 2 et de base (e,,e,) avec e, = 0 et e, = L
1 0

3) Ez{(z,z')e C2,3Z+22':0}CC2 et (0,0)e E. De plus, V (z,z')e C*,ona:
(z2)eE & 32+22'=0 o z'=—3§ & (z,z')z(z,—3§)=§(2,—3) & (2,2 Vect((2,-3)).

Donc, E = Vect((2,—3)) et ainsi :

E est une droite vectorielle dirigée par (2,—3).

4) Les solutions de 1’équation différentielle y'=2y sont les fonctions t > ke* avec ke R.
Notons f, :t+>e*. On aalors :
E={fe D(R,R), {'=2f}={kf ke R} = Vect(f,).

Donc :

E est une droite vectorielle dirigée par f_ :t+> e™.

5) E :{ue C"\VneN,u,,,—4iu,,, —3u, = O} est I’ensemble des suites complexes récurrentes lin€aires

doubles vérifiant Vne N, u_,, —4iu_,, —3u, =0.
L’équation caractéristique associée a cette relation est r* —4ir—3 =0 dont les racines sont i et 3i, donc :
VneN, u, =AM"+u(3i)" avec (A,u)e C*.
Enposant Vne N, a  =i" et b, =(3i)", ona ue E siet seulement si u=2Aa+ub avec (A,1)€ C?, donc :
E = Vect(a,b).

Donc :

E est un plan vectoriel de base ((i“ )ens (31" )neN) .
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Exercice 2 | Bases

1) Ona dimR’ =3 donc la famille (e,,e,,e;) est une base si et seulement si elle est libre.

Soit (a,b,c)e R’ tel que ae, +be, +ce, =0, soit :

1 -1 3 0 a—-b+3c=0
a|—-14+b|2+¢c|2=|0 & <a+2b+2c=0 & a=b=c=0.
2 0 3 0 2a+3c=0

Donc la famille est libre et ainsi :

(e,,€,,€;) estune base de R’.

2) Ona dimR* =4 donc la famille (e,,e,,e,,e,) est une base si et seulement si elle est libre.

Soit (a,b,c,d)e R* tel que ae, +be, +ce, +de, =0, soit :

1 -1 0 1 (0 a—-b+d=0 a=c+d
-1 0 1 1 (0 —a+c+d=0 b=a+d=c+2d
a +b +c +d| = = = =S
2 -2 -2 1 |0 2a—2b—-2c+d=0 —-2c—d=0
1 0 3 1 |0 a+3c+d=0 4c+2d=0

Donc e, +3e, —e, +2e, =0 et la famille est li€e et ainsi :

(e,,€,,€5,€,) n'est pas une base de R*.

3) Ona dimR"* =4 donc la famille (e,,e,,e,,e,) est une base si et seulement si elle est libre.

Or, e, =e, —2e, +3e, donc la famille est liée et ainsi :

(e,,€,,€5,€,) n'est pas une base de R*.

4) Ona dimR,[x]=3 donc la famille (f,g,h) est une base si et seulement si elle est libre.

Soit (a,b,c)e R* tel que af +bg+ch =0, soit Vxe R, a(x+1)* +b(x +1)(x —1) +c(x —1)> =0.
En particulier :

e pour X =1, on obtient 4a=0, soit a=0 ;

e pour x=—1, on obtient 4c=0, soit c=0 ;

e pour x =0, onobtient a—b+c=0, soit b=0 avec a=c=0.

Ainsi, a=b=c=0 donc (f,g,h) estlibre, d’ ol :

(f,g,h) estune base de R,[x].

a=-—c
b=-3c.
d=-2c
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5) Ona dimR,[x]=3 donc la famille (f,g,h) est une base si et seulement si elle est libre.

Ona VxelR :

f(x)=(x+1)> =x>+2x +1
g(x):(x+2)2 =x"+4x+4 = 2f(X)—g(X):X2—2=h(X).
h(x)=x>-2

Donc, h =2f —g et la famille (f,g,h) est liée, d’ou :

(f,g,h) n’est pas une base de R,[x].

Exercice 3 | Espaces supplémentaires

1) Notons (e,,e,,e,) la base canonique de R?. Remarquons que V (X,y,z)€ R?,ona:
* (x,5,2)eF & z=x & (X,y,2)=(X,y,x)=x(e, +e;)+ye,,donc F= Vect(e1 +e3,ez).
Les vecteurs e, +e, et e, n’étant pas colinéaires, F est un plan vectoriel (de dimension 2).

y=Xx
7=

* (x,y,2)eF & { & (X,y,2)=(x,x,0)=x(e, +e,), donc G=Vect(el+ez).

Donc G est une droite vectorielle (de dimension 1).
Soit (x,y,2)e FNG.
z=X
D’apres ce qui précede, on a alors 4y =X, ce qui donne immédiatement x =y =z=0. Ainsi :
z=0
FNG ={0}.

Alors, F+G=F®G c R’ et dim(F®G)=dimF+dimG =2+1=3=dimR’ donc :

F®G =R’

2) Fz{(x,y,z,t)e R4\x+y+z=y+z+t=0} donc :

X |X 1 0
x+y+z=0 Z=—X~— 0 1
(x,y,z,t)eE & 4 =S 4 = y: 4 =X +y
y+z+t=0 t=x Z |—X-y -1 -1
t |x 1 0

En posant e, =(1,0,—1,1) et e, =(0,1,-1,0),ona F= Vect(el,ez) et comme e, et e, ne sont pas colinéaires,
F est un plan vectoriel. Tout supplémentaire de F est donc un plan et pour en déterminer un, il suffit de
compléter (e ,e,) par deux vecteurs €, et e, en une base de R*. Pour que (e,,e,,€,,e,) soit une base de R*

(de dimension 4), il suffit que la famille (e,,e,,e;,e,) soit libre.

Posons simplement e, =(1,0,0,0) et e, =(0,1,0,0) (autrement dit, e, et e, sont les deux premiers vecteurs de

. 4 z . . z
la base canonique de R™) et étudions la liberté de (e,,e,,e;,€,).
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Soit (a,b,c,d)e R* tel que ae, +be, +ce, +de, =0, soit :

1 0 1 0 |0 a+c=0 c=-—a
0 1 0 1 |0 b+d=0 d=-b
a +b +c| +d| = = = & a=b=c=d=0.
-1 -1 0 0 |0 —a-b=0 b=-—a
1 0 0 0 |0 a=0 a=0

Donc, (e,,e,,e;,e,) estlibre, ce qui prouve que c’est une base de R*et E=F® Vect(e3,e4). Ainsi :

Vect ((1, 0,0,0),(0,1,0, 0)) est un supplémentaire de F dans R*.

Exercice 4 | Applications linéaires, noyaux, images, rang

I-1) V((x,y,2),(x.y,z))e R*xR* et V (A,u)e R* :

u(Ax,y,z)+u(x',y',z")) =u((Ax +ux Ay + 1y \ Az +uz'))
=(AX+UXx'+ Ay +uy Ay + Uy '+ Az+ Uz, Az + Uz '+ Ax + ux ')
=(AX+y)+RE+y )My +2) + Wy '+ 2), Mz +x) +W(z'+x "))
=AMX+Yy,y+z,z+X)+U(x+y,y+z,z+x")
=hu((x,y,2))+uu((x'y'z")

Donc :
u est linéaire.
Ona:
x+y=0 X=-y
u((x,y,z))=(x+y,y+z,z+x):(0,0,0) & y+z=0 & Jz=—y & x=y=z=0.
z+x=0 -2y=0
Ainsi :

keru={(0,0,0)}

Ainsi, u est injective et comme u e L(R?), uest surjective, donc :

Imu=R’ et rg(u)=3

2) V((x,y,2),(x.y,z))e R°xR* et V(A,p)e R* :

u(Ax,y,2)+u(x",y'z")) =u((Ax +pux Ay +py \Az+pz'))
AX +Ux '+ Ay +Uy '+ Az +uz' AMx+y+z)+u(x'+y'+z")
A Fux 2y +uy ) +3Az+pz) | AMx+2y+3z) Hu(x '+ 2y '+32))
20 +ux ) +3Ay + 1y Y +4Az+1uz) | AM2x +3y +42) + U(2x +3y '+ 4z
BAAX+ux ) +4Ay +uy ) +5(Az+uz") | ABx+4y+5z)+u3x'+4y'+5z")
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Donc :
X+y+z X+y'+z'
X+2y+3z X'+2y'+3z'
u(AMX,y,2)+(x,y,z"))=A + =au((x,y,2))+uu((x,y',z").
(Mx,y,2)+u(x 'y, 2") 2x+3y+dz P 2x e 3y 4z ((x,y,2))+u((x'y',z")
3x+4y+5z 3x'+4y'+5z'
Ainsi :

u est linéaire.

On a u((x,y,z)):(X+y+z,x+2x+3Z,2X+3y+4z,3x+4y+5z) =(0,0,0,0) revient a :

x+y+z=0
X |z 1 X 1
X+2y+3z=0 X+y+z=0 X=z
= = & |y=|—-2z=2z|-2 & |ye Vect||—-2|.
2x+3y+4z=0 y+2z=0 y=-2z
Z |z 1 z 1
3x+4y+5z=0
Donc :
1
keru = Vect| | -2
1

On a alors dim(keru)=1 donc, d’apres le théoreme du rang, dim(Imu)=dimR’ —dim(keru)=3-1=2.

Ona u((1,0,0))=| _ et u((0,1,0))=| . Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc :

1
2
3
4

w Ny = -

Imu = Vect et rg(u)=2

b

1
2
3
4

w Ny = -

3) V((x,y,2,1),(x,yzt))e R*xR* et V(A p)e R* :
u(?»(x,y,z,t)+u(x',y',z',t)):u((kx+ux',ky+uy',kz+uz',kt+ut'))
=(Ax+ux '+ Ay + Uy Az +pz'—At—put')
=AMxX+y,z—t)+u(x'+y',z'-t")
= ((x,y,z,0))+pu((x,y',z't))

Donc :

u est linéaire.

Ona:
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X |xX 1 0
x+y=0 =—X -X -1 0
u((x,y,z,t))z(x+y,z—t)=(0,0) =S y y =S y: =X +z
z—t=0 t=z z |z 0 1
t z 0 1
Ainsi :
1 |0
-11]0
keru = Vect ,
0
0 |1

On a dim(keru)=2 donc, d’apres le théoréme du rang, rg(u)=dimR*—dim(keru)=4-2=2=dimR’.

Comme u est & images dans R?, on peut conclure que u est surjective et :

Imu=R* et rg(u) =2

4) ¥V (P,P,)e R,[x]xR,[x] et ¥V (A,u)€ R?, posons u(P)=Q,, u(P,)=Q, et u(rAP, +uP,)=Q.
OnaVxeR :
Q(x) = 2x(AP, + P, )(x) — x> (AP, + WP, ) '(x) = 2x (AP, (x) + 1P, (x)) — x* (AP, '(x) + 1P, '(x))
=1 (2xP,(x) = x"P, '(x) ) + 1L (2xP, (x) = x”P, '(x)) = AQ, (X) + 1Q, (x)

Donc Q =AQ, +uQ,, soit u(AP, +uP,) =Au(P)+pu(P,) et ainsi :

u est linéaire.

Soit VPe R,[x] tel que Vxe R, P(x)=ax’+bx+c.Si u(P)=Q,ona VxeR :
Q(x) =2xP(x)—x’P'(x) = 2x(ax* + bx +¢) — x*(2ax + b) = bx* + 2cx .
Alors :
Pekeru & VxeR, Qx)=bx’+2cx=0 < b=c=0 & VxeR, P(x)=ax".

Ainsi :

keru=Vect(A) avec A:x > x°.

On vient de voir que VPe R,[x], si Vxe R, P(x)=ax’+bx+c alors Vxe R, u(P)(x)=bx’+2cx, soit
u(P)=bA+2cB avec A:x > x” et B:x > x. Donc, Imu < Vect(A,B).

Or, dim(keru)=1, donc dim(Imu)=dim(R,[x])—dim(keru)=3-1=2=dim(Vect(A,B)). Ceci prouve

que :

Imu = Vect(A,B) avec A:x+>x’ et B:x > x, et rg(u)=2.
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Il-1) Soit X =xe,+ye, +ze,€ R*.Ona:
f(X)=0 & xf(e)+yf(e,)+zf(e;)=0
& x(e, +e,+e;)+yQGe +2¢e,)+z(e, +3e,)=0
& (x+3y)e, +(x+2y+z)e, +(x+3z2)e; =0
x+3y=0

Xx=-3z
& x+2y+z2=0 & { & X=1z(-3e +e, te;)
y=z

x+3z2=0

Donc :

kerf = Vect(—3e, +e, +€,)

On a alors dim(kerf)=1, donc rg(f)=dim(R’)—dim(kerf)=3-1=2. Comme f(e,) et f(e,) ne sont pas

colinéaires, on peut écrire Imf = Vect (f (e,).f (e3)) . Ainsi :

Imf = Vect(3e, +2e,, e, +3e,) et rg(f) =2

2) Soit X =xe, +ye, +ze,+te,e R*.Ona:
u(X)=0 < xu(e)+yu(e,)+zu(e;)+tule,)=0
& x(f, +1f,)+y(f, —f,)+z(2f, -3f,)+t(3f, —2f,) =0

& (x+y+2z+30)f +(x—y-3z-20f, =0

1 1
X+y+2z+3t=0 x=525t
o ytzaz o 2 2
x—y—=3z-2t=0 5 5
y=——z——t
2 2

o X =§(el ~Se, +2e3)—%(el +5e,—2e,)

Donc :

keru = Vect (e, —5e, +2e,, €, +5¢, —2¢, )

On a alors dim(keru)=2, donc rg(u)=dim(R*)—dim(keru)=4-2=2=dim(R?).

Comme ImucR?*,ona:

Imu=R? et rg(u) =2

3) Ona Imu = Vect(u(e,), u(e,), u(e;)). Or u(e,)+u(e,) =u(e,), donc Imu = Vect(u(e,), u(e,)).

Comme u(e,)=f, +f, et u(e,) =1, +f, ne sont pas colinéaires, on obtient :

Imu = Vect(f, +f,, f, +f,) et rg(u)=2




PCSI

On a alors dim(keru) =dim(R*)-rg(u)=3-2=1. Or, comme u(e,)+u(e,)=u(e;),ona:
u(e,)+u(e,)—u(e;)=u(e, +e,—e;)=0.

Donc, e, +e, —e, € keru qui est une droite, donc :

keru = Vect (e, +e, —¢,)

Exercice 5 | Endomorphismes

1) Onveut Imf +kerf =E < Imf @ kerf =E . Le sens réciproque est immédiat.
Supposons que Imf +kerf =E. Alors :
dim(Imf +kerf) =dim(Imf)+dim(ker f) —dim(Imf nkerf) =dimE.
Or, d’apres le théoreme du rang, dim(Imf)+dim(kerf) =dimE , donc dim(Imf nkerf)=0, soit :

Imf nkerf ={0}.
Ceci implique immédiatement que :
Imf +kerf =Imf @kerf =E.

2) Appelons g larestrictionde ga Imf.Ona g:Imf - E ;x> g(x) et:
e xekerg & xelmf et g(x)=g(x)=0 & xelmf et xekerg & xelImfnkerg.

Donc kerg =Imf nkerg.

e Img=g(Imf)=g(Imf)=g(f(E))=(gof)E), soit Ing =Im(gof).

Le théoreme du rang appliqué a g donne dim(Imf) =dim(ker g) + dim(Img) , soit :
dim(Imf) = dim(Im f Nker g)+dim(Im(gof)) .

C’est-a-dire :

rg(f) —rg(gof) =dim(Imf Nkerg)

3) a. Vxekerp,ona:
f(x)=pof(x)=fop(x)=p(f(x))~f(p(x)) =p(f(x))-f(0)=p(f(x)).

Donc p(f(x))=f(x), soit f(x)e Imp. Ceci prouve que :

f (kerp) c Imp

V xeImp,ona p(x)=x donc:
£(x) = pet () —F op(x) = p(£(0)) =F (p(x)) = p(F(x))~F(x) = f<x>=%p(f<x>):p6f<x>j.

Alors, f(x)e Imp, donc p(f(x))=f(x) etavec 2f(x) =p(f(x)), on obtient f(x) =0, soit x € kerf .

Ceci prouve que :

Impckerf
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b. Comme E=Imp®kerp,ona VxeE, x=x,+Xx, avec x,€ Imp et x, € kerp. Alors :
fz(x)zfz(xi)+fz(xk).

Comme x, € Imp ckerf,ona f(x,)=0 donc f(x,)=0.

Comme f(x,)e f (kerp) cImp ckerf,ona f(f(x,))=0, soit f*(x,)=0.

Ainsi, VxeE, f*(x)=04+0=0 et donc :

f2=0
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Chapitre 16 - Polynomes - Entrainement

Exercice 1 | Vocabulaire

Soit ne N'. Quel est le degré, le coefficient dominant et le terme constant de chacun des polyndmes suivants ?

P=(X+D"-(X-1)" Q=X*+1)"=(X*-D" R=(X"+1)’-(X"-1)

Exercice 2 | Bases de R [X]

Dans chaque cas, montrer que la famille F =(P,,P,,P,,...,P,) est une base de R [X].
1) Vke[on], P =X"+X""+..+X+1.

2) Vke[0,n], P =X"+X""+. +X".

Exercice 3 | Equations

Résoudre dans R[X] les équations d’inconnue(s) P et Q (le cas échéant) :
1) P+P"=2XP'.
2) P+Q=PQ.

Exercice 4 | Application linéaire avec des polynomes

Soit ne N'.
1) Soit f I’application définie sur R [X] telle que V Pe R [X], {(P)=(X+D)P(X+1)-XP(X).

Montrer que f est un endomorphisme de R [X]. Déterminer le noyau et I'image de f.

2) Méme question avec VPe R [X], f(P)=(X+1)P'-P.

Exercice 5 | Suite de polynomes

On définit la suite (P,),_, par P,=1, P,=2X et Vne N, P, =2XP , —X’P,. Déterminer les P, .

Exercice 6 | Division euclidienne

Effectuer la division euclidienne de P =X’ +2X’ — X par Q dans les différents cas suivants :

a. Q=X e. Q=X-X’+1
b. Q=X’ f. Q=X°'-X*'+X*-1
c. Q=X’-X g Q=X’-(i+DX+i

d Q=X'-X*+1
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Exercice 7 | Divisibilité

1) Déterminer tous les polyndmes unitaires de R[X] divisibles par X* —1 et divisant X* —1.
2) Méme question mais dans C[X].

3) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ae R pour que X*+a divise X° +aX’—X+a.

4) Méme question mais avec a€ C.

Exercice 8 | Factorisation

Déterminer sur C et R la décomposition en facteurs irréductibles de P pour :

a. P=X’+X*-4X-4 b. P=X" -1 c. P=X*>-2(cos0)X+1 d P=(X*+X+1>+1

Exercice 9 | Ordre de multiplicité

Donner 1’ordre de multiplicité de 1 dans P=nX"" —(n+1)X" +1 avec ne N".

Exercice 10 | Systeme

X+y+z=0
Résoudre dans R’ le systetme { x> +y’ +z> =4.

xyz=-1
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Indications

Exercice 1

Développer P, Q et R avec le bindome.

Exercice 2 | Bases de R [X]

1) Famille échelonnée en degrés.

2) Evaluer P, —P,, pour ke [0,n—1], puis montrer que Vect(P,,P,,P,,...,P,) = Vect(1,X,X?,...,X").

Exercice 3 | Equations

1) Chercher les solutions sous la forme P = Zaka en distinguant les cas n<1 et n >2.
k=0

2) Remarquer que P et Q jouent le méme rdle et que P+Q=PQ < Q=P(Q-1) = PIQ ...

Exercice 4 | Application linéaire avec des polynémes

1) Attention, ne pas oublier de justifier I’aspect « endo » dans endomorphisme. Pour cela, on peut remarquer
que f est 2 images dans R [X] si et seulementsi V ke [[0,n], {(X*)e R, [X].

Pour déterminer le noyau et I'image de f, remarquer Imf = Vect(f (), f(X),f(X?),....f (X“)) et considérer la
famille des f(X").
2) Ici, il est simple de justifier que f est a images dans R [X].
Pour le noyau, évaluer f(P) avec P = Zaka et déduire de f(P)=0 des relations liant les a, .

k=0
Pour I’image, remarquer que la famille (1,X+1, (X+1)2,(X+1)3,...,(X+1)“) est une base de R [X] et que
Imf = Vect(f(1),f(X+1),f(X+1)*),f(X+1)),...f (X+D")).

Exercice 5 | Suite de polynéomes

Calculer les 6 ou 7 premiers termes de la suite, conjecturer une formule, puis la prouver par récurrence.

Exercice 6 | Division euclidienne

Les a, b et f sont immédiats. Pour les autres cas, on a toujours Q=X*—.... Ecrire alors X*=Q+... et

remplacer X* dans P.
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Exercice 7 | Divisibilité

1) Procéder par analyse-synthése. Remarquer qu’une solution du probléme s’écrit P=(X*-1)Q avec Q
unitaire et que X* —1=(X*-1)(X*>+1) donc Q divise X*+1.

2) Méme chose que ci-dessus, amis dans C[X], X*+1 a quatre diviseurs unitaires.

3) X*+a divise X’ +aX’—X+a si et seulement si le reste de la division euclidienne de X’ +aX*> —X +a par
X*+a est nul.

4) Le fait que a puisse étre complexe change-t-il quelque chose ici ?...

Exercice 8 | Factorisation

Dans la plupart des cas, il est plus facile de commencer par factoriser dans C (tous les polyndmes sont scindés)
en trouvant les racines de P, puis d’associer les éventuelles racines non réelles et conjuguées pour obtenir la
factorisation dans R .

a. Il y a une racine évidente.
b. Racines cinquiemes de 1’unité.

c. C’estun trindme.

d. Ecrire P=(X*+X+1)*> —i*, puis utiliser 1’identité remarquable a* —b>.

Exercice 9 | Ordre de multiplicité

Calculer P' sous forme factorisée.

Exercice 10 | Systeme

Remarquer que X, y et z jouent le méme role dans le systéme et que V (X,y,z)e R’, x, y et z sont les racines de
X-X)X-y)X-2)=X’—(x+y+2)X* +(xy+ yz+2zx)X —Xyz.

Pour calculer xy+yz+zx, développer (x+y+z)>.
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Réponses
Exercice 1
Ona:
n n N n n-k : n n—-k k : n k n—-k N n n-k
P=(X+1)"=(X=D)"="| "[X"F =3 X"HED =Y =D X =2 Y X
k=0 k k=0 k k=0 k k=0 k
k impair
Soit :
n
P=2nX""+2| |[X"  +..+|1=-(=D"" |nX+|1-(=D"|.
(3) [1=D"" [nX+[1=(=1)" ]
Donc :

P est de degré n—1, de coefficient dominant 2n et de terme constant 1—(—1)".

Alors, comme Q =P(X?)=2nX>""2+ 2@} X2 4 4 [1 — (=" ] nX2 + [1 - (—1)“] :

n

Q est de degré 2n—2, de coefficient dominant 2n et de terme constant 1—(—1)".

Enfin, R = (X" +1)* = (X" 1) = (X* +2X" +1) - (X" —2X" +1) =4X", donc :

R est de degré n, de coefficient dominant 4 et de terme constant 0.

Exercice 2

1) Ona Vke [[O,n]], degP, =k donc F est une famille échelonnée en degrés de n+1 polyndmes de R [X],

donc c’est une base de R [X].
2) Sin=0,alors Py =1 et F'=(P,) est bien une base de R [X].

Sin21,alors P, =X" et Vke[0,n—-1], P, -P,_, =X*, donc :

+1

Vect(P,,P.P,....P, P, )= Vect(P,—P,P -P,,P,~P,,...P,_, P P )= Vect(1,X,X*,..X"",X") =R [X].

n-1°"n

Ainsi, F est génératrice de R [X] et comme elle contient n+1 polyndmes, c’est une base de R [X].

Exercice 3

1) Commencgons par chercher les éventuelles solutions de degré au plus 1, donc de la forme P=aX+b.

Onaalors P+P"-2XP'=—aX+b=0 donc a=b=0 et P=0 (et le polyndme nul est bien solution).

Cherchons maintenant les éventuelles solutions P de degré n > 2, soit P = z aka .
k=0
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On a alors :

P+P"-2XP'=) a X"+ k(k—Da, X" -2X> ka, X"
k=1

k=2

k=0
n-2

=Y [(k+2)(k+Da,,, -2k —-Da, ] X" -(2n-Da, X" - (2n—-3)a, X"
k=0

Donc P+P"=2XP' si et seulement si :

k+2)k+Da,,,—(2k-Da, =0 Vke[[O,n-z}] A ak:(k+2)(k+1)

{(211 ~Da, =(2n—3)a,_, =0 a,=a, ;=0
2k—1

a,, Vke[0n-2]

Ceci donne immédiatement a, =0, Vke [[O,n]] donc P=0.

Ainsi :

La seule solution est le polynome nul.

2) Remarquons déja que (0,0) est solution et que si (P,Q) est solution, alors si P=0, Q=0 et
réciproquement.

Soit alors (P,Q) une éventuelle solution telle que P#0 et Q#0.0Ona:

P+Q=PQ {P:Q(P_D — QIPetPIQ
= e .
Q=PQ-1)

Donc, P et Q sont associés, soit Q =AP avec Ae R". Alors :

P+Q=PQ & A+1)P=AP’ < (AP-(A+1D))P=0 < AP—(A+1)=0 (car P#0) & P:%.

Ainsi, P est constant et Q aussi avec P = 1+% et Q=AP=1+A.

Réciproquement, si P et Q ont la forme ci-dessus, on a :
P+Q :1+l+1+k: 2+l+k
A A

1 1 1 1
PQ=(1+M)1+)=1+A+—+A—=2+—+A
Q=1+ )(+k) + +k+ o +k+

Donc P+Q =PQ.

Remarquons que si A=—1, on retrouve P=Q =0 et finalement :

Les solutions sont les couples (P,Q) = (1 +%,1+ kj avec Ae R".
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Exercice 4

1) V(P,QeR [X] et V(AueR”:
f(AP +pQ) = (X+D(AP +pQ)(X+1) = X (AP +pQ)(X)
=(X+D[AP(X+1)+uQ(X + 1] - X[AP(X) +uQ(X)]
=AX+DP(X+1)+u(X+1)Q(X +1) = AXP(X) —uXQ(X)
=A[(X+DPX+1) - XPX) ]+ [(X+DQX +1) = XQ(X)] = Af (P) + uf (Q)
Donc f est linéaire.

De plus, Vke [[O,n]], ona:

i=0 1

k k k k+1 k+1 3 k+1 i
£(X5) = (X+DX+D* -XX* =(X+D*" =X :2( _ jX‘.

Donc f(X*) est un polyndme tel que degf(X*)=k <n, soit f(X*)e R [X].

Ceci prouve que f est a images dans R [X], donc que :

f est un endomorphisme de R, [X].

On vient de voir que V ke [0,n], degf(X*) =k, donc (£(1),f(X),f(X?),...f(X")) est une famille échelonnée
en degrés de n+1 polyndmes de R [X], donc c’est une base de R [X]. Comme I’image par f d’une base (la

base canonique) de R [X] est une base, f est un automorphisme et donc :

kerf ={0} et Imf =R [X].

2) VPeR [X], (X+1)P'e R, [X] donc f(P)e R [X]. Deplus, V (P,Qe R [X]* et V(A,u)e R :
f(AP+pQ) = (X+1)(AP+uQ)' — (AP +uQ)
= (X+DAP'+pQ") — (AP +pQ)
=AMX+DP'+u(X+1)Q'—=AP-uQ
=A[(X+DP'-P]+p[(X+DQ'-Q]=Af (P) +uf (Q)

Donc f est linéaire et ainsi :

f est un endomorphisme de R [X].

Ona VP=)aX"eR,[X],ona:
k=0

£(P) = Zn:akf(Xk) = Zn:ak [k(x +1X-! —X“]—aO =>a, [(k—l)Xk + ka—I] —a,

n n n n—1
=Y (k—Da, X" +> ka, X""' =) (k—Da, X"+ (k+Da,, X"
k=0 k=1 k=0 k=0

= (Il — 1)3.an + nz_l [(k - 1)ak + (k + l)ak+1 ] Xk
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Alors, f(P)=0 quand (n—1)a, =0 et Vke [[O,n]], (k=Da, +(k+Da,,, =0, soit :

—a,+2a,=0

2a,=0

a,+3a,=0 a,=2a,
. & & P=a,(X+2).
: a,=a;=..=a,_ =a =0

(n—=2)a,_ +na, =0

(n-Da, =0

Ainsi :

kerf = Vect(X+2)

Remarquons que (1,X+1,(X+1)*,(X+1)*,....(X+1)") est une base de R, [X], donc :
Imf = Vect (f(1),f(X+1,f(X+D*),F(X+1)),...f (X+D")).
Or, Vke[0.n], f((X+D")=(k-1)(X+1)*, donc:

Imf = Vect (—1,0,(X+ 1), 2(X+1)’,...(n =X +1)").

Soit :

Imf = Vect (1,(X+ 17, (X+1),...(X+D")

Exercice 5

Ona P, =1, P =2X et:
P, =2XP, - X°P, =3X?
P, =2XP, - X’P, =4X’
P, =2XP, - X’P, =5X"
On conjecture que Vne N, P =(n+1)X". Prouvons-le par récurrence double sur n.
e D’apres ce qui précede, la propriété est vraie pour n =0 et n=1 (et méme pour n compris entre O et 4).
e Pour ne N, supposons la propriété vraie aux rangs n et n+1. Alors :
P, =2XP  -XP,
=2X[(n+2)X™ [-X*[(n+DX"]  par HR
=(2n+4)X"? —(n+1)X""?
=(n+3)X""
=[(n+2)+1]X"*?
La propriété est donc vraie au rang n+2.

La propriété est initialisée et héréditaire donc vraie ¥V ne N, soit :

VneN, P =(n+D)X".
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Exercice 6

a. P=X(X*"+2X*-1)+0  (quotient = X* +2X*—1 et reste = 0).

b. P=X*(X’+2X)-X (quotient = X’ +2X et reste = — X).

c. P=Q(X*+1)+2X (quotient = X +1 et reste = 2X) .

d. P=XQ+3X’-2X (quotient = X et reste =3X° —2X).

e. P=Q+3X’-X-1  (quotient=1 et reste =3X" - X -1).

f. P=0Q+X +2X’-X (quotient = 0 et reste = P) .

g. P=(X*+i+3)Q-iX*+(4i+1)X+1-3i (quotient = X* +i+3 et reste = —iX* + (4i +1)X +1-3i)

Exercice 7

1) Soit P un polyndme unitaire de R[X] divisible par X*—1 et divisant X* 1.
Comme PIX*~1,0na degP<4. Alors, comme X*—1/P,ona:

P=(X*-1)Q etavec degQ<2.
Comme P est unitaire, Q I’est aussi.
Enfin, comme X*—1=(X*-1)(X*+1) et P=(X*-1)Q divise X*~1,0na:

QIX*+1.

Or, X*+1 est irréductible dans R[X], donc les seuls polyndmes unitaires divisant X*+1 sont 1 et X*+1.
Ainsi, P=X*-1ouP=(X*-1)(X*+1)=X"*-1.

Réciproquent, X>—1 et X*—1 sont bien solutions du probléme, donc les polyndmes unitaires de R[X]
divisibles par X*>—1 et divisant X* -1 sont :

X*—1et X*—1.

2) Le raisonnement est le méme que dans la question précédente, sauf que dans C[X], X*>+1 n’est pas

irréductible, mais s’écrit X* +1=(X+1)(X—1). Alors, avec les notations de la question précédente, on a :
Q=1o0ou Q=X-i ou Q=X+i ou Q=X*+1.

Et ainsi, les polyndmes unitaires de C[X] divisibles par X* —1 et divisant X* —1 sont :

X =1, (X=-D)(X*=1), (X+i)(X*-1) et X*—1.

3) La division euclidienne de X’ +aX*—X+a par X’ +a s’écrit :
X’ +aX’-X+a=(X—aX+a)X*+a)+ (@’ -)X+a-a’.

Or, X* +a divise X’ +aX*>—X +a si et seulement le reste de cette division est nul, soit (a* —1)X+a—a’*=0.
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Ainsi :

> s ) R , a’-1=0 a=loua=-1
X“+a divise X°’+aX"—-X+a & (a"-DX+a—-a"=0 S < a=l1.
a—aZ:O a=loua=0

Finalement :

X% +a divise X° +aX*—X +a si et seulement si a=1.

4) Ici, le raisonnement est le méme et le résultat aussi !

Exercice 8

a. P=X+DX-2)(X+2) sur C et R.

2T 2W .47 .47

b. P=(X-1)(X-e ) X—-e 5)X-e)X-e 5)surC.
P=(X—1){X2—2c05(%jX+1}{X2—2cos(%jX+l} sur R.

c. P=(X-e")(X-¢e") sur C.

P est irréductible sur R, sauf pour =0 [27], alors P =(X —1)*, et pour 8 =7 [27], alors P = (X +1)°.
d P=X+1-)X+1)(X+1+1)(X—1) sur C.

P=(X*+2X+2)(X*+1) sur R.

Exercice 9

Onadéja P(1)=n—(n+1)+1=0 donc 1 est bien racine de P. On a :
P'=n(n+DX"-n(n+DX"" =n(n+DX""(X-1).
Donc 1 est d’ordre 1 dans P' (et 0 d’ordre n—1). Ainsi :

1 est d’ordre 2 dans P.

Exercice 10

V (x,y,z)€ R’, x, y et z sont les racines de (X—x)(X—-y)(X-2)=X’—(x+y+2)X* +(xy+yz+2zx)X —Xyz.
De plus :
(xX+y+2) =x>+y +2° +2(xy +yz+2X) & xy+yz+zx=%[(x+y+z)2—(xz+y2+z2)]
Alors :
x+y+z=0 X+y+z=0
X’+y'+72° =4 & {xy+yz+zx=-2.
xyz=-1 xyz=-1
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Et (x,y,z)e R’ est solution du systéme si et seulement si X, y et z sont les racines de X° —2X +1.
Or, 1 est une racine évidente de ce polynome, et :

X =2X+1=(X-D(X*+X-1).

—1+4/5 o —1-+/5
2 2

, donc les solutions du systéme sont :

Les racines de X*+X—1 sont

| =5 —1—\/§j (1 ~1-5 —1+\/§]

2 2 2 2
e e e R B e R B
2 b b 2 b 2 b 9 2

—145 -1-+5 1} (—1—@ ~1++5 1)

2 2 2 2
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Chapitre 17 - Matrices et systemes linéaires - Entrainement

Exercice 1 | Calculs sur les matrices

1 10
1) Soit A=|0 1 1
0 0 1
a. Déterminer toutes les matrices M e M, (R) telles que AM =0, .
b. Déterminer toutes les matrices M e M, (R) telles que AM =A.
c. Déterminer toutes les matrices M e M, (R) telles que AM =M.
d. Déterminer toutes les matrices Me M, (R) telles que AM =MA .

e. Calculer A" pour tout ne N.

2) Soit A 2(
2

3
j . Montrer que A*+3A—41, =0,, puis en déduire A" pour tout ne N,

3) Déterminer les matrices M e M, (C) telles que M? =(‘M)>.

01 O
4) Soit A=|1 0 —1|.Déterminer toutes les matrices M e M, (R) telles que :
01 0

a. 2AM+ 'MA soit symétrique.
b. 2AM+ 'MA soit antisymétrique.

Exercice 2 | Matrices et applications linéaires

1) Onnote B, =(g,,¢,,€,) la base canonique de R’ et u I’endomorphisme de R* canoniquement associé a :

2 -1 -1
A=-2 1 1
0 1 1

Déterminer les images et le ou les antécédent(s) (s’il y en a) des vecteurs de B, .

2) Pour chaque application linéaire u donnée, déterminer la matrice de u dans les bases canoniques des
espaces considérés.

a. u:R*—>R? (X, Y,Z,) > (X+y+z,2t—Xx, y+3t).
b. R >R :(X,y,2) > (X+y+2Z,X-y+7,X+y+7).

c. uw:R[X]>R,[X]:P—P+XP'+X’P".

2,1°

I 1
d u:M,(R)>M,(R):M+—> AM+ ‘MA avec A:( | J. On prendra (E,,E, ,,E, ,E,,) comme

base canonique de M, (R).
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e. u:R’ >R’ est la symétrie par rapport au plan d’équation x+y=0, parallelement a la droite
dirigée par le vecteur a =(1,1,—1).

3) Pour chaque matrice A donnée, déterminer ker A et ImA .
1 2

I -1 2 0O -1 1 2
a. Az(f ‘11) b. A:(_21 ‘12) ¢ A=| 2 -1 1| dA=[-12 0 1| ea=9 7
-3 1 0 0 -1 -1 -1
-1 -1
4) Dans chaque cas, montrer que la famille B donnée est une base de 1’espace E considéré, donner P, la
matrice de passage de B, a B, puisde B a B,.
a. E=R%et B=(e,e,,e,) avec e, =(1,—-L1), e, =(-11,0) et e, =(0,L1).
Donner la matrice B de I’application u de la question 2.b dans la base B .
b. E=R,[X] et B=(P,P,,P,,P,) avec P, =(X+i—2)’ pour i=1,2,3 ou4.

Donner la matrice B de I’application u de la question 2.c dans la base B.

E=M,(R) et B=(A,,A,,A.,A),) A—OlA—loA—llA—11
C. =M, e_1’2’3’43‘7601_11’2_11’3_01’4_10-

Donner la matrice B de I’application u de la question 2.d dans la base B .

Exercice 3 | Inversibilité

1) Pour chaque matrice A donnée, dire si la matrice est inversible et donner son inverse s’il y a lieu.

0O -1 1 2
1 0 1 1 0 -1
2 -1 -1 2 0 -1
a. A= b. A= 2 -1 1 c. A= 2 -1 -1 d A=
1 1 0O -1 -1 -1
-1 1 2 -1 -1 2
-1 2 0 1
1 I A
2) Soit A=|A—1 —1 —1|. Déterminer les valeurs de Ae R pour que Ae GL,(R). Pour ces valeurs,
0 2A 1

calculer A™'. Existe-t-il des valeurs complexes de A qui rendent A non inversible dans M, (C) ?

1 0 1
3) Soit A={3 1 O].
0 -1 2

Montrer que A’ —4A”+5A+1,=0. En déduire que A est inversible et donner A™' en fonction de A.
4) Dans chaque cas, montrer que 1’application linéaire u donnée est un automorphisme de E.
u(g,) =¢,+2¢, —¢,
a. E=R’etiu(e,)=2¢ +2e, ou B =(g,¢,,¢&,) estlabase canonique de E.
u(e,)=¢, —2¢,
b. E=R%et u:E—-E:(x,y,2) > (X+y+2z,x-2y—-272,Xx—y+3z).
c. E=R,[X]etu:E—=E:P—=2XP(X+1) —X’P'+P" (ot P(X+1) est la composée, pas le produit).



PCSI

Exercice 4 | Rang et échelonnage

Déterminer le rang des matrices A suivantes, puis donner la matrice échelonnée réduite par lignes équivalente
par lignes :

3 -2 1 1 -11 a 2 -1
a. A= 2 -1 1 b. A= 1 -1 1 c. A=| 2 -1 —a|avecaeR
-1 1 2 -1 1 1 -1 1 2
0 -1 1 2 1 0 0 -11
-1 2 0 -1 1 1 -1 -1 0
d A= e. A=
o -1 -1 -1 0 -1 1 0 O
-1 2 0 1 1 -1 1 -1 1

f. A=I,+E, +E, avec Ac M,(R) et (i,jk)e[Ln]’ telque i<j et k<j.

Exercice 5 | Systemes

Résoudre les systemes suivants :

2Xx—y+z=2 X+y=z+t 2x+y=1 );+y1+21:1
a. {X+2y—-z=-2 b. yy+z=t+x c. <3x—-2y=4 avec Le R d < —+—+—=-1
—X+y+2z=2 X+z=y+t S5x+3y=2A Y

x2+y2+22=3
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Indications
Exercice 1
a b c
1) a. Considérer M=|d e f |, puiscalculer AM.
g h 1

b. Utiliser la question précédente, avec M —1,.
cetd. Poser N=A-1;.

e. Calculer les puissances de N, puis en remarquant que I, et N commutent, utiliser la formule du
bindme pour n=2.

2) Calculer A, puis A®+3A—41,.
Etablir que Vne N, A" =(=1)"[ (a, +(~1)")I,—a,A | avec a,,, =4a, +(=1)".

a o
Poser alors b, =—> et calculer b ,, —b, pour déterminer les a_ .
4n n+ n n

a b . 2 t 2
3) Poser M = d , puis calculer M~ et (‘M)".
c
a b c
4) Dans les deux questions, poser M=|d e f |.
g h i
a. Introduire B=2A-"A.
b. Introduire C=2A+"'A.
Exercice 2
1) Pour les images, ¢’est immédiat.
X 1
Pour les antécédents éventuels de €, résoudre A| y |=| 0 |. De méme avec €, et €,.
z 0

2) Dans chaque cas, les coordonnées des vecteurs de la base canonique sont les coefficients des colonnes de la
matrices de u.

Pour la dernieére (la symétrie), on pourra déterminer une base du plan vectoriel donné, puis exprimer les
vecteurs de la base canonique dans cette base complétée par le vecteur a.

3) On rappelle que ker A et Im A sont respectivement le noyau et I'image de I’application linéaire de R" dans
RP canoniquement associé a A (identifier n et p). Pour le noyau résoudre AX =0 avec Xe€ R" ; pour I’'image,
utiliser le théoréme du rang pour trouver sa dimension, puis trouver une base (par exemple une famille libre
ayant le bon nombre de vecteurs parmi les colonnes de A).
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4) Dans chaque cas :
e La famille B contient le bon nombre de vecteurs, donc pour montrer que ¢’est une base de E, il suffit de
vérifier qu’elle est libre ou que Vect(B)=E = Vect(B,).
® Les colonnes de P= Plfi contiennent les coordonnées des vecteurs de B dans la base B, . Il faut donc
écrire les vecteurs de B en fonction de ceux de B, .
e Ona Py =P'. On peut aussi utiliser la technique ci-dessus en écrivant les vecteurs de B, en fonction

de ceux de B.

e On peut utiliser la formule B=P 'AP ou calculer les coordonnées dans la base B des images des
vecteurs de B.

Exercice 3 | Inversibilité

1) Pour montrer qu’une matrice carrée est inversible (ou pas), on a plusieurs méthodes :

e Déterminer le noyau de I’endomorphisme canoniquement associé.
e (alculer son rang.
e Déterminer I’espace engendré par ses vecteurs colonnes.

¢ La transformer en une matrice échelonnée.
Toutes ces méthodes reviennent a faire la méme chose : déterminer le rang (ou la dimension du noyau).
Parfois, on peut voir une combinaison simple linéaire nulle des colonnes : I matrice n’est alors pas inversible.

Le plus rapide souvent sera le calcul de déterminant vu dans le chapitre suivant.

Une matrice 2xX2, A :(a
c

d -b
matrice A~ =#( j

j, est inversible si et seulement si ad—bc #0 et dans ce cas, son inverse est la

ad—bcl—-c a
Pour calculer I’inverse d’une matrice A inversible, on peut :
e passerde A a I par une succession d’opérations élémentaires sur les lignes ;

e résoudre le systtme AX =Y ou X et Y sont des vecteurs colonnes, X étant I’inconnue et Y un vecteur
parametre. L’expression X = A™'Y de la solution permet de trouver A™".

[ ]
2) Transformer A en une matrice échelonnée en distinguant le cas ou A est nul. Pour la suite, cf. ci-dessus.

3) Calculer A’ et A’, puis A’ —4A”+5A +1, . Ensuite, remarquer que —(A> —4A+5L)A=1,...

4) Dans chaque cas, écrire la matrice de u dans la base canonique de E, puis montrer que cette matrice est
inversible (donc que 1’endomorphisme u est bijectif) en la transformant en une matrice triangulaire supérieure
par opérations sur les lignes.

Exercice 4 | Rang et échelonnage

Application directe du cours. On pourra déterminer la matrice échelonnée réduite par lignes équivalente par
lignes a A avant de donner son rang.

Ne pas hésiter a échanger des lignes pour mettre un pivot simple (1 pour ne pas le citer) en haut a gauche.
Pour la ¢, considérer trois cas : a=—3, a=3 et a° #9.

Pour la derniére, écrire la matrice et considérer deux cas: i=k et i k.
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Exercice 5 | Systemes

Systeme de Cramer standard.
Attention : 3 équations et 4 inconnues : il faut choisir un parametre.

Attention : 3 équations et 2 inconnues : 1’existence d’une solution éventuelle dépend de la valeur de A.

Considérer x, y et z comme les racines de (X—x)(X-y)(X-z) et
1 l.,.l— Xy +yz +zx

X 'y z Xyz

/e o o

remarquer que

et X>+y>+z2° =(x+y+2)  —2(xy+yz+12X).
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Réponses
Exercice 1 | Calculs sur les matrices
010
1) Posons N={0 O 1|.Onaalors A=L,+N.
0 0O
a b c d e f
Dans les questions a, b et ¢, on considere M=|d e f |e M;(R).Ona NM=|g h 1i].
g h i 0 0O
a. Ona:
a+d b+e c+f
AM=0, & (L+NM=M+NM=0, & (d+g e+h f+i|=0,.
g h 1
Soit :
M=0,
b. Ona:
AM=A & AM-1,)=0, & M-1,=0,.
Soit :
M=1,
c. Ona:
d e f
AM=M & (A-L))M=NM=0, < |g h 1 |=0,.
0 0O
Soit :
a b c
M=|0 0 O]avec (a,b,c)eR’.
0 00
d. Ona:
d e f 0 a b
AM=MA & (L+NM=M(;+N) & NM=MN < |g h i(=|0 d e|.
0 0O 0 g h
Soit :

a b c
M=|0 a b|avec (a,b,c)e R’.
0 0 a




PCSI

e. Comme A=L +N et I, et N commutent, on peut utiliser la formule du bindme, Vne N :

A = (I, +N)’ :Zn:(EJNk .

k=0

De plus, N* = et N°=0,,donc Vn>2,0na:

A =3 IN =[N NNe = aN M D
ik 0 1 2 2

Remarquons que A’ =1, et A' =A =1, +N, donc la formule ci-dessus reste vraie pour n=0 et n=1.

S O O
S O O
S O =

Ainsi, Vne N :
010 . 0 0 1
A"=T,+n[0 0 1|2V o o
0 00 0 00
Soit, Vne N :
n(n-1)
1 n 5
A"=]0 1 n
0 0 1

5 10 -9 -2 3 1 0 i ) .
2) Ona A" +3A-41, = 6 7 +3 5 1—4 0 1 , ce qui donne immédiatement :

A?+3A-41, =0,

On aalors A* =41, —3A, donc :
A’ =4A-3A%=— (121, -13A)
A*=13A%-12A =521, -51A
A’ =52A-51A =— (2041, —205A)
On peut alors conjecturer que Vne N, A" =(-1)" [(aln +(=D")L, —anA} ou a_ est un nombre. Pouvons-le
par récurrence sur n.
e La propriété est vraie au rang 0 car A’ =1, =(—1)° [(a0 +(=DNHI, —aOA] avec a, =0.

e Supposons la propriété vraie a un rang ne N, soit A" =(—1)" [(aln +DI, - anA] . Alors :
A" =A"A=(=1)"[(a, +(-D)"),—a,A A =(=1)"[ (a, +(-)")A-a, A" |
=(=1)"[ (@, +(=D")A—a, (41, -3A) |= (= 1)""| 4a,I, - (4a, + (= )")A |

Donc, A" =(=1)"" [(a
n+1.

DD —anHA} avec a_, =4a +(—1)" et la propriété est vraie au rang

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie Vne N.
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Reste a déterminer les a,.Onavuque a,=0et Vne N, a , =4a +(-1)".

(GM

4n+1 ’

Posons b, = =b, +

Alors Vne N :

Donc Vne N :

a =4"b_ = 4 1_(__1j _A-CED
5 4 5

Remarquons que cette formule reste vraie pour n =0 et finalement, Vne N :

A1) H%( Dnjlz %A}

Ceci se récrit, Vne N :

w1 n n
A :g[(4+(—4) )L +(1-(-4) )A]

b 2 2
3) Posons M=(a dje M,(C). On a alors Mzz(a *be b(a+d)j et ‘M)Z—(a1 the cla+d) .
c

cla+d) d’+bc “{b@+d) d’+be
Donc :

M?=('"M)* & ba+d)=c(a+d) & b=c ou a+d=0.
Ainsi :

2 stagnl _(a b _(a b 3
M =('M)" & M= ou M= avec (a,b,c,d)e C°.
b d c —a

4) Ona 'CAM+ 'MA)=2'M'A +'AM, donc 2AM + ‘MA est symétrique si et seulement si :
2'M'A+'AM=2AM+ 'MA & 'MQ2'A-A)=RA-'AM < 'M'QA-'A)=QR2A-"AM.
Donc, 2AM + '"MA est symétrique si et seulement si :

“(2A-'A)M)=(2A-"'A)M & BM est symétrique avec B=2A— ‘A,

01 O a b c d e f

OnaB=|1 0 -3|,doncsi M=|d e f|,onaBM=|a-3g b-3h c-3i|et:
0 3 O g h i 3d 3e 3f
e=a-—3g a=e+3g

BM est symétrique & <f =3d & <f=3d
c—3i=3e c=3(e+1i)
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Finalement :

e+3g b 3(e+1)

Les matrices M telles que 2AM + 'MA est symétrique sont les matrices M =| d e 3d
g h

b. De la méme fagon que plus haut, 2AM + 'MA est antisymétrique si et seulement si :

2'M'A+'AM=-(2AM+'MA) & (CM)=-CM avec C=2A+"A.

0 3 0 a b c 3d 3e 3f
OnaC=|3 0 —-1|,doncsiM=|d e f|,onaCM=|3a-g 3b-—h 3c—i|et:
01 0 g h i d e f
3d=3b-h=f=0 d=f=0
) L 3e=—Ba-g) h=3b
CM est antisymétrique <
3f =-d g=3a+3e
3c—i=—e i=3c+e
Finalement :
a b c
Les matrices M telles que 2AM + 'MA est symétrique sont les matrices M = 0 e 0
3a+3e 3b 3c+e
Exercice 2 | Matrices et applications linéaires
1) Ona:

u(g,) =(2,—2,0) et u(e,)=u(e;)=(-1,1,1).

X 2X—-y—1z 1 2x—y—-z=1
Si (x,y,z) estun antécédentde € ,ona A|y |=|—-2x+y+z |=|0|,s0it < —2x+y+z=0.
zZ y+z 0 y+z=0

Ce systéme n’a pas de solution (les deux premieres équations sont incompatibles), donc :

€, n’a pas d’antécédent.

2x—-y-z=0
De la méme fagon avec €,, on obtient < —2x+y+z=1 qui n’a pas de solution, donc :
y+z=0

€, n’a pas d’antécédent.
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X 0 2x—-y—-z=0 1
Si (x,y,z) estun antécédentde €,,ona A|y |=|0|,soit {—2x+y+z=0 & X_E
z 1 y+z=1 z=1-y

Ce systeme n’a pas de solution (les deux premieres équations sont incompatibles), donc :

Les antécédents de €, sont les vecteurs de la forme (%, y, 1— yj avec ye R.

2) a. Notons B =(e,,e,,e,,¢e,) labase canonique de R* et B, =(g,,¢,,€,) celle de R*. On a alors :

u(el)zu((l,0,0,0))=(1,—1,0)
u(e,) =u((0,1,0,0)) = (1,0,1)
u(e3)zu((O,O,l,O))Z(l,O,O)
u(e,) =u((0,0,0,1)) =(0,2,3)
Donc :
1 1 10
Mgz ()={-1 0 0 2
0O 1 0 3

b. Notons encore B, = (¢,,€,,€,) la base canonique de R’. On a alors :
u(g) =u((1,0,0))= (111

u(e,) =u((0,1,0))=(1,-1,1)
u(e;) =u((0,0,1))=(1,1,1)

Donc :
1 1 1
MBC w=1 -1 1
1 1 1

c. Notons B, =(1,X,X?,X’) la base canonique de R,[X]. On a alors :

u(h) =1
u(X)=2X
u(X’)=5x>
u(X*)=10x’

Donc :

1 00 O

M, (u) = 020 0
‘ 005 0
0 0 0 10
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d. Notons B, =(E,,E,,,E, ,E,,) labase canonique de M,(RR). On a alors :

1 1)1 0) ‘(1 0)1 1 2 1
= + = =2E,,+E,, -
-1 1Jlo o 0 0)l-1 1) (-1 0 * ’

Donc :
2 00 0
111
My W=l 1 4
000 2

e. Notons encore B, = (g,,€,,€,) la base canonique de R’, F le plan d’équation x+y=0 et D= Vect(a) avec

a=(L-1)=¢ +¢€,—¢€,.Onaalors :

X X X 1 0 X

yeF & x+y=0 & |y=|-x=x|-1+z|0=x(g, —¢,)+ze;, & |ye Vect(g, —¢,,¢,).

z z |z 0 1 z
Ainsi, F=Vect(g, —¢€,,¢€,;). Comme €, € F, on aimmédiatement :
u(e,) =¢,.

Remarquons que (€, —¢€,)+¢€, +(g, +&, —€,) = 2¢, donc &, =%[(81—82)+83]+%a et:

1 1
u(g,) =—[(g,—¢,) +¢,]-—a=¢,-¢,.
2 2
Comme ¢, —¢,€ F,ona u(g, —¢,)=¢ —¢,, soit :

u(e,)=u(g,)+€,—€ =¢€,—¢,.

Alors :
0 -1 0
Mgz (w)=|-1 0 O
1 1 1

3) a. A=My (u) avec u:R* >R*.Ona:

L) = (5 e e

Ainsi, u est injectif, donc bijectif car ¢’est un endomorphisme de R*. Alors :

ker A ={0} et ImnA =R
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b. A=My (u) avec u:R* 5 R*.Ona:
X 2 =2)\(x 0 2x-2y=0 X 1
A = = = & x=y & =x| .
y -1 1 )\y 0 -x+y=0 y 1
Ainsi, ker A = Vect ((1, 1)) .

On a alors rg(A)=1 et ImA = Vect ((2, - 1)) (on aurait pu remarquer immédiatement que les deux colonnes de
A sont opposées). Alors :

ker A =Vect((1,1)) et ImA = Vect((2,-1))

c. A=M, (u) avec u:R’ > R*. Ona:

X I -1 2)\(x 0 x—y+2z=0 3 X 1
=3x
Alyl=l 2 -1 1] yl=l0] & 2X—y+Z:0(:){y_ o |yl=x|3].
2) =3 1 o)lz) lo “3x4y=0 L= . |

Ainsi, ker A = Vect((1,3,1)).

On a alors rg(A)=2. Les deux dernieres colonnes de A n’étant clairement pas proportionnelles, on peut écrire
ImA = Vect((-1,-1,1),(2,1,0)).

Avec (-1,-1,1)+(2,1,0)=(1,0,1), on a plus simplement Im A = Vect ((1, 1,-1),(,0, 1)) et ainsi :

ker A = Vect((1,3,1)) et ImA = Vect((1,1,—1),(1,0,1))

d. A=My (u) avec u:R* - R’ . Ona:

X X X 0
0 -1 1 2 0 Cy+z42t=0  [x=0 )
Al =11 2 0 —1]|V]=|o] @ J—x+2y-t=0 e lt=2y o |7|=y .
Z Z Z -
0 -1 -1 —1 0 Cy—z-t=0 2=-3
t t y y t 2

Ainsi, ker A = Vect ((0, 1,-3, 2)) .
On a alors rg(A)=3=dimR’ donc ImA =R’ Finalement :

ker A = Vect ((0,1,—3,2)) et InA =R’

e. A=M, (u) avec u:R* > R*. Ona:
Les deux colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc Im A = Vect ((1, 0,2,-1,2,—-1,1,—- 1))

On a alors dim(ker A) =0 donc ker A ={0}.

Finalement :

ker A ={0} et ImA = Vect((1,0,2,—1),(2,-1,1,— 1))
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4) a. Soit (a,b,c)e R tel que ae, +be, +ce, =0, soit :

1 -1

a|—1+b| 1 +¢c|1=|0 &

1 0

0 |0 a-b=0

1 10 a+c=0

—a+b+c=0 © a=b=c=0.

Ainsi, B est libre. Comme E =R? est de dimension 3 et B contient 3 vecteurs :

On a alors immédiatement :

1 -1 0
P=P;=|-1 1 1
I 0 1
Notons B, = (g,,€,,€,) la base canonique de R*. On a:
e, =€ —¢&,+¢, g =—¢e —2e,+e,

e, =—¢ +€, & (& =—¢ —¢,+e,

B est une base de E=R".

e, =¢€,+§&, g, =e, +e,
Donc :
-1 -1 1
P'=P}=|-2 -1 1
1 1 0

L’ application u de la question 2.b est u: R’ 5 R’ :(x,y,z2) = (X +y+2z,X—y+2z,Xx+y+2z).Ona:

u(e,)=(1,3,1)=¢, +3¢, +&, =—3e, —4de, +4e,

u(e,) =(0,-2,0) =—2¢, =2e, +2e, —2e,
u(e;) =(2,0,2) =2¢, +2¢, =—2e, + 2e,

Donc :

B

-3 2 0
=Myu)=|-4 2 -2
4 -2 2

Avec A =M, (u), on peut vérifier que I’on a bien B=P “'AP.

b. Ona,pouri=1,2,30u4, P=(X+i-2)", soit :

P =(X-1) =X’ -3X*+3X -1
P, =X’
P,=(X+1)’ =X’ +3X* +3X +1
P, =(X+2)’ =X’ +6X*+12X +8

=

3X2+1:%(P3—Pl)
; 1
X +3X=E(P3+P1)

3X2+6X+4=%(P4—P2)

X’ =P,

1=é(—P1+3P2—3P3+P4)
1
X = (R =2P,+P)

1
XZ:E(—2P1—3P2+6P3—P4)

X* =P,
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On peut exprimer les vecteurs de B, = (LX,X*,X’) la base canonique de R,[X] en fonction de ceux de B,
donc :

‘B est une base de E.

De plus, on a immédiatement :

-1 0 1 8 -3 3 -2 0
3 0 3 12 9 -6 -3 18
p=p} - p—pt L
©1=-3 0 3 18 -9 3 6 O
1 1 1 1 3 0O -1 0

L’application u de la question 2.c a pour matrice dans B, :

1 0 0 O
A=M, (u) 0 2 0 O
= u =
5 005 0
0O 0 0 10
Avec B=P 'AP, on obtient :
17 0 -5 -4
11 60 60 36 6
B=M,(u)=—

6|l—-21 0 33 60
4 0 -4 -2

c. Onprend B =(E,E ,,E, ,E,,) labase canonique de M,(R).
En remarquant que A, +A,+A,+A,=3(E,, +E ,+E, +E,,), onafacilement :

E,, :é(— 2A, +A,+A+A))
A= E1,2 + E2,1 + Ez,z 1
A, = E ,+E, +E,, E, :g(Al —2A,+A5+Ay)

A; =B +E; +Ey, E, —L(A +A,—2A,+A,)
A, = El,l + El,z + Ez,l -3

E,, =%(A1+A2+A3—2A4)

On peut exprimer les vecteurs de B, en fonction de ceux de B, donc :

‘B est une base de E.

De plus, on a immédiatement :

01 1 1 2 1 1 1
101 1 1 -2 1 1

P=P? = etp'=ph =L
Tl 101 3011 -2 1
1110 111 -2
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L’application u de la question 2.d a pour matrice dans B, :

2 0 0 O
A=M, (u) 1 1 1
= u)= )
& -1 11 -1
0O 0 0 2
Avec B=P 'AP, on obtient :
2 0 0 O
N e e
= u =
’ 1 3 3 1
O 0 0 2
Exercice 3 | Inversibilité
1) a. Ona 2x1—(-1)x1=3#0 donc A est inversible et :
N
3\-1 2
b. Ona:
1 0 1 1 0 1 1 0 1
R R e e e N B e e (U
-1 1 2 0 1 3 0o 0 2

Les trois coefficients diagonaux sont non nuls, donc A est inversible.

X:l(3a—b—c)
X a x+z=a f
L’équation A|y |=| b | serécrit <2x—y+z=b , qui donne y=5(5a—3b—c).DonC:
z c —-X+y+2z=c 1
z=—(—a+b+c)
2
3 -1 -1
A’l—l 5 -3 -1
2
-1 1 1

¢. On remarque que la somme des deux premieres colonnes donne I’opposée de la troisieme, donc :

A n’est pas inversible.
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d. Transformons A en une matrice échelonnée réduite et tentons directement 1’inversion, en mettant en

parallele la matrice identité initialement.

0 -1 1 231 o o0 o0 -1 2 0 -1\fo 1 0
/-1 2 0 -1f(0 1 00| o, [0 -1 1 21 00
1o -1 -1 =10 0 1 0 0 -1 -1 —1lo0 0 1
-1 2 0 1J0lo 0 0 1 -1 2 0 1Jlo 0 o
-1 2 0 -1)fo 1 0 0
Lyclol, |0 -1 1 21 0 00
0 -1 -1 =1{lo 0 1 0
0 0 0 2Jlo -1 0 1
-1 2 0 -1)fo 1 o0 o
Lelyl, |0 -1 1 21 0 0 0
LyeL,/2 0 0 -2 =3|l-1t 0 1 o0
0 0 0 1Jlo =12 0 112
-1 2 0 oo 12 o 112
LieLsl, 0 -1 1 of| 1 1 0 -1
L L,-2L
LiiL;ng 0 0 -2 0f|l-1 =32 1 32
0 0 0 1Jlo -12 0 112
1 =2 0 0\Yfo -12 0o -112
Le-, |0 1 -1 0ff-1 -1 0 1
L —-L
L§:_L32,2 0 0 1 ofl12 314 -12 -3/4
0 0 0 1Jlo =12 0o 112
1 =2 0 0\ 0o —-12 0 -1
Lelygl, |0 1 0 0ff-1/2 -1/4 -1/2 1/4
0 0 1 Of| 12 34 -172 -3/4
0 0 0 1JL 0o -12 0 112
1 00 0\ -1 -1 -1 0
Lelsa, |01 0 0|f-12 —1/4 —1/2 14
0 01 Ol 12 314 -—12 -3/4
000 1)L O =12 0 12
Ainsi, A est inversible et :
-4 —4 -4 0
R -2 -1 =2 1
4/ 2 3 -2 -3
0 -2 0 2
2) b. Ona:
1 1 A 1 1 A
A=| A=l —1 —1|—cb®DL Jo 5 __aa-1
0 2a 1 0 2\ 1

- o O O
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Alors :
1 1 0
e Si A=0, A=|—-1 —1 —1]|n’estpas inversible (car ses deux premiéres colonnes sont identiques).
0o 0 1
e Si A=0:
1 1 A I 1 A
0 —A —1-A(-D) |—=2e g _4 —1-AG-D)
0 2)1 1 0 0 -\ -2A+1)

Donc A est inversible quand 21> —2A+1# 0, ce qui est vrai pour tout réel A. Dans ce cas on obtient :

2A—-1  2A7—-1  A-1
- 1 AT —A+1
2AMA-=1) —2A -\

s 1
CAQRA =20 +1)

Le trindme 2A° —2A+1 n’a pas de racine réelle mais deux racines complexes, donc :

Il existe deux valeurs complexes de A qui rendent A non inversible dans M, (C).

1 -1 3 -2 -4 7
3) Ona A’=| 6 1 3|etA’=| 9 -2 12|, etonobtientbien A’—4A’+5A+1,=0.
-3 -3 4 -12 -7 5

La relation ci-dessus peut se récrire :
—~A +4A’-5A=1, & (—A’+4A-SI)A=1,.

Ceci prouve que :

A est inversible avec A™' =— A’ +4A -5I,.

4) Remarquons préalablement que 1’énoncé dit que les applications données sont linéaires donc il n’est pas
demandé de le prouver.

a. Avec les images des vecteurs de la base canonique B, de E=R”, on peut immédiatement écrire la matrice
de udans B, :

e .

1 2 0
My =2 0 1
-1 2 =2
On a alors :
1 2 0 1 2 0 1 2 0
2 0 1 | SV [ NLC Sl SiC TN i, R |
1 2 -2 0 4 -2 0 0 -1

Dans la dernieére matrice, les trois coefficients diagonaux sont non nuls, donc M, (u) est inversible, soit :

u est un automorphisme de R’.
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b. Ona VvV (x,y,2)e R, u((x,y,z))=(x+y+z,x-2y—z,x—y+3z).
Alors, en notant a nouveau B, =(g,,€,,€,) la base canonique de E, on a :

ue) =u((1,0,0))=(1,1,1)=¢, +¢, +&,
u(e,) =u((0,1,0))=(1, - 2,— 1) =¢, —2¢, —¢,
u(gy) =u((0,0,1))=(1,—-1,3) =g, —&, + 3¢,

Alors, la matrice de u dans B, est :

111
M, (=|1 -2 -1,
1 -1 3
Et:
111 111 L1 11
I -2 -1 RSl -3 2| TR L0 o3
1 -1 3 0 -2 2 0 0 1073

Dans la dernieére matrice, les trois coefficients diagonaux sont non nuls, donc M, (u) est inversible, soit :

u est un automorphisme de R’.

c. En notant a nouveau B, =(l, X,X?) la base canonique de E=R [X],ona:

u(l) =2X
u(X)=2X+X*
u(X?)=2+2X+4X*

Remarquons que les trois images sont bien dans R,[X], donc u est bien un automorphisme de E.

Alors, la matrice de u dans B, est :

00 2
My (w=|2 2 2
01 4
Et:
00 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2|2l g o 2]2eb yig 1 4.
01 4 01 4 00 2

Dans la dernieére matrice, les trois coefficients diagonaux sont non nuls, donc M, (u) est inversible, soit :

u est un automorphisme de R,[X].
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Exercice 4 | Rang et échelonnage

a. Ona:
3 -2 1 -1 1 2 -1 1 2
2 -1 1|28 2 1 1| —RERaEs 0 1S
-1 1 2 3 -2 1 0 1 7

Dans la derniere matrice, les trois coefficients diagonaux sont non nuls, donc :

rg(A)=3
Puis :
-1 1 2 1 -1 -2 1 -1 0
L «-L L «L+2L
0 1 L31<—L3/12 0 1 5 L;<—L12—5Lz 0 1 0
0O 0 2 0O 0 1 0 0 1
Donc :
AEI3
b. Ona:
1 -1 1 1 -1 1
L,«<L,-L L, oL
1 -11 L§FL§+L; 0O 0 O 2
-1 1 1 0O 0 2
On obtient deux pivots (non nuls), donc :
rg(A)=2
Puis :
1 -1 1 1 -1 1
0o 0 2 L,«L,/2 0 0 1 L «L-L,
0O 0 O 0O 0 O
Donc :
1 -1 0
A~10 0 1
L
0O 0 O
c. Ona:
a 2 -1 -1 1 2 -1 1 2
2 -1 —a |28 2 -1 —a|—REEEE| 00 1 4-a
-1 1 2 a 2 -1 0 a+2 2a-1
On obtient deux ou trois pivots (non nuls), et :
A) 2 sia’=9
rg(A) =
3 sia’#9

R o O

L, «<L+L,

-1 1
0 2
0 0
-1 0
0 11.
0 O

L; < L;—-(a+2)L,

o O
O = =
[\ TR, T )

0
01 0].
0 01

-1 1 2
0 1 4-a

0 0 a’-9
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Considérons trois cas :

e a=-3.Alors:

11 2 11 2 -1 0 =3 LY
0 1 d-al|=[0 1 7|——==50 1 7 |——=5/0 1 7
0 0 a-9) (0 00 000 v
Donc :
10 5
A~l0 1 7
L
000
o a=3. Alors:
1120 (-11 2 Lol Lo
0 1 4-al=lo 1 1|l | o ¢ (lbe==L g 1 1
0 0 a>-9) (0 00 0 00 R
Donc :
10 -1
A~{011
L
00 0
e a’#9.Alors:
S IR 110
0 1 4-a L; < Ly/(a?-9) 0 I 4-a Lzl;lt;:l(:‘z—ls% 0 10
0 0 a2-9 0 0 1 0 01
100 100
L L-L, o 1 ol—2<=M /o 1 o
0 0 1 00 1
Donc :
Al
d. Ona:
0 -1 1 2 -2 0 1 P
b2 0 per, b2 00 peoy Job 2 00 -l
0 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 —1 -1
o o 1 1 2 0 -1 1 2
L -2 0 -1 1 -2 0 -1
ety 000 0 =2| Lo, [0 <1 12
LeLT g 0 -2 -3 0 0 =23
0 -1 1 2 0 0 0 -2

On obtient quatre pivots (non nuls), donc :




1 -2 0 O
0O 1 -120
0O 0 -2 0
0 0 0 1

L, 1,20,
L« Li+3L,

PCSI
Alors :
Donc :
e. Ona:

S — O O

— o O O

Ly« Ly+L,
L,<L,7L,

J
=

1
-1

0
0

0
0
0

L,«L,-L,
L,<L, L

1
-1 0
0 O

1

-1
-1

0
-1

1

1

0
1
-1
-1

1
1
0
1

On obtient trois pivots (non nuls), donc :

0 O
I -1 0

1
0
0
0

-1
-1

0

3

-1
0
0
0

-1

rg(A)

1 0 O

L,«L,-L, {

Puis :

S O - O

| S <@ <O
© | <@ <
S - O O

— o O O

L,«<L,+L,
L, «L-Ls

-1

1 0 O
1
0
0

R
S O — O
—

;] S o o
—
O_OO
o~ o o
—_ o o o
N
13
<

Donc :
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f. Ona:

Considérons deux cas.

1 cas:i=k. Alors :

Puis, en échangeant L; et L;,,, puis L, et L

Donc :

1
0

1 0 0
0o . . 1 . |« lignei
: 1
A=|:
: 1 1 . |« lignej
: .0
0 0 1
T T
colonne k colonne j
O v eer eee e 0 1 0
. E 0 . .
| | i |« lignei : 1
. : LieLi-L; : .
I . 1 " i« lignej : 0
.0 :
0 1 0
T T
colonne i colonne j
i+2» et ainsi de suite jusqu’a échanger L, et L, on obtient :
1 0 0
0o . .1 : |« ligne i
: 1 0 :
: -0 : |« ligne j
: |
0 0 0
1 0
0 1 i |« lignei
: 0
rg(A)=n-1 et A~L~ : 0 1 i |« ligne j
: .0
: ’ 1
0 0 0
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2™ cas:izk. Alors :

1 0 .- 1 0 - 1 0 -
0 . 1 ¢ |« lignei 0 . 1 0 . .
: . : 1 P 1
A= RN LiLiL, Lebl .
-1 ¢ |« ligne j 0 I : 0
0 T | 0 0 0 -
T T
colonne k colonne j
Donc :
rg(A)=n et A~L~In
Exercice 5 | Systemes
a. Ona:
2Xx—y+z=2 3x+y=0 X+2(=3x)-9x=-2 7x =1
X+2y-z=-2 & x+2y-z=-2 & qy=-3x & qy=-3x
—-X+y+2z=2 3y+z=0 z=9x z=9x
Donc :
(Xyz):(l _3 2]
2 2 7’ 777
b. Ona:
X+y=z+t X+y—z=t I 1 -1)\x 1 X 1 0 1
ytz=t+x & (—x+y+z=t&< |-1 1 1 =t|l|& |y =%1 1 0
X+z=y+t X—y+z=t I -1 1 )\z 1 z 01 1
Donc :
(x,y,z)=(t,t,t) avecte R
b. Ona:
o5
y=1-2x 7
3x-2y=4 & {3x-2(1-2x)=4 & ng
5x+3y=A 5x+3(1-2x)=A =3
N o . 6 . 5 .. .
Donc, le systeme admet une solution si et seulement si 3—A = Pt soit A= E Ainsi :
6 5

Si A ¢g, il n’y a pas de solution et si kzg, alors (x,y) = (— -=

777

J
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d. Ona:
X>+y +z2° =(X+y+z)’ —2(xy+yz+zx) et l+l+l:w.
Xy z Xyz
Donc :
x+y+z=1 x+y+z=1 x+y+z=1
l+l+l:1 = wzl o lxyz=-1
Xy z Xyz
xy+yz+zx=-1
X4y +7°=3 (x+y+z)’ —2(xy+yz+zx)=3

Or, x, y et z sont racines de (X —x)(X-y)(X—2)=X"—(x+y+2)X*+(xy+yz+2zx)X —xyz, donc :

x+y+z=1
1 1 1 . 3 2
—+—+—=—-1 & x,yetzsontracines de X" — X" —-X+1.
X y z
X2+y2+z2=3
Enfin :
XX -X+1=X*X-D-X-D=X*-DX-D=X+D(X-1>.

Donc les racines de X® —X* —X+1 sont — 1 et 1 (double) et ainsi :

Les triplets solutions sont (—1,1,1), (I,—1,1) et (1,1,—-1).
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Chapitre 18 - Déterminants - Entrainement

Exercice 1 | Calculs
) ) -2 1 3 -2
-4 2 2 s s 2 -2 1 3 1
a.| 1l -1 =2 b. c.|1 -2 -2 1 3
-2 -b2 3001 -2 -2 1
3 2 1 1 -2 1 =2
1 3 1 -2 =2
Exercice 2 | Inversibilité de matrice

Dans chacun des cas suivants, calculer le déterminant de Ae M, (R) sous la forme la plus factorisée possible

et donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b et ¢ (le cas échéant) pour que A soit inversible.

a—b-c 2a 2a a b b -a
-b b
a. A=| 2b —a+b-c 2b b. A=|? a
b a a -b
2c 2c —a—b+c b —a a b
1 sina sin2a a 0b 0
. . 0 0O b
c. A=|1 sin2a sin3a d A= a
_ _ b 0 a0
1 sin3a sinda 0b 0 a
Exercice 3 | Déterminants d’ordre n
Calculer les déterminants d’ordre n suivants :
0 2 n-3 n—-2 n-1
a+b ab 0 - e 0
1 1 n—-4 n-3 n-2
. 1 atb ab O
2 1 0 . n-4 n-3 0 1 +b
a A =| i g : b. A, =| : o
: 0 ab 0
n-3 n—-4 0 1 2 .
: 1 a+b ab
n-2 n-3 n—-4 1 0 1
0 0 1 a+b
n-1 n-2 n-3 2 1 0
alOoO1l101--0101
100000---0000
00alo0l--0101 a b b b
101000---0000 1 a b b :
¢. Ay;=[101010--000 0| avecn pair. d.A4=:1, b.l')
000000 --a101 : 1 a b
101010---1000 1 1 1
000000 ---00a'll
1010101010
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Exercice 4 | Déterminants d’endomorphismes

Calculer le déterminant des endomorphismes u donnés.
a. u:R*>SR* (X, Y,Z,0) > (X+y+z, y+z+t z+Ht+ X, t+HX+Y).
b. uw:R[X]>R,[X]:P (6X+2)P-2(X+1)°P'+(X+1)’P"—X"P".

c. w:M,(R)y->M,(R):Mr ‘M.

Exercice 5 | Systemes

Résoudre les systemes suivants, suivant la valeur de parametre m :

x+y+z—-t=1

mx+2y—z=1 xX+y+mz=m
X—y—z+t=m
a. x+2y—z=m b. yx+y—z=1 c. s
X—y+z—t=m

x+my+z=0 x+my—z=1

)c+y—z+t:m3

Commencer par calculer sous forme factorisée (s’il y a lieu) le déterminant de la matrice associée au systeme.



PCSI

Indications

Exercice 1 | Calculs

a. On peut commencer par C, <~ C,+C,+C,, puis C, < C, -C;.
b. On peut faire C, <~ C, -C, et C, <~ C, —C,, puis observer les deux dernicres colonnes.

c. Commencer par C, < C, +C, +C, +C,, puis soustraire la premiere ligne aux autres pour développer par
rapport a la premiere colonne.

Exercice 2 | Inversibilité de matrice

a. Commencerpar L, <L, +L,+L,.

b. On peut faire C,«C,-C, et C, «C,+C,, puis factoriser par 2 les deux dernieres colonnes, puis
C,«C -C,et C,«C,+C;,puis C, «C,+C, et C, « C,+C,, puis factoriser par a+b les colonnes
adéquates.

c. On peut faire L« L,-L,, puis L, <~ L,—L, et utiliser la formule donnant sina—sinb sous forme

factorisée. Avec la formule 2cosacosb =cos(a+b)+cos(a—b), on s’en sort bien apres.

d. Commencer par C, <~ C,+C, +C, +C,, puis factoriser par a+b, puis L, <~ L. —L, pouri=2,3,4.

Bien entendu, dans tous les cas, A est inversible si et seulement si det A #0.

Exercice 3 | Déterminants d’ordre n

a. Retrancher chaque colonne a la suivante, puis L, <~ L. +L_ pouri=12,3,..,n—1.

b. Poser A, =A,(n). Deux développements bien choisis donnent une relation de récurrence linéaire double.

On sera amené a considérer deux cas: azb et a=b.

c. Poser n=2p et A, =A (p). Faire L, <~ L, —alL, et L, <~ L. —L, pour 1=4,6,8,...,2p, puis échanger les
deux premieres colonnes. Deux développements successifs permettent alors d’obtenir une relation tres simple
entre A;(p) et A,(p—1).

d. On retranche la premiere colonne a toutes les autres, puis la derniere ligne a toutes les autres sauf la
premiere. On développe par rapport a la premiere colonne, puis quand b # a, poser :

b-a b-a -+ b—a b-a
1 a-l1 b-1 -+ b-1 b-a
uy=—r| 0 a-l P
(b—a)") . b-1 b-a
0 -« 0 a-1 b-a .,

n-1
PORT a—1
avec u, =1 et établir que u, —u,__, =( bj .
a_

On obtient alors u, par télescopage. Attention, il faut considérer a part le cas ou b=1 et ne pas oublier de
traitre le cas b=a.
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Exercice 4 | Déterminants d’endomorphismes

Dans chaque cas, déterminer les images par u des vecteurs de la base canonique B, de I’espace considéré, puis

la matrice M, (u). Le déterminant de u est alors celuie M, (u).
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La matrice A est inversible si et seulementsi a+b+c#0.

Réponses
Exercice 1 | Calculs
-4 2 2 0 2 2 0O 0 2 5 1
a|l -1 -2 = -2 -1 =2 = |-2 1 =2 :2‘ ‘——16
C,C+C,+C,4 C,«C,-C, 6 1
3 2 1 2 1 6 1 1
-1 2 -1 2 -1 2 0 0 -1 2 0 O
2 1 -2 -1 2 1 -4 -2 2 1 -1 -1 .
b. = = =0 (car les colonnes 3 et 4 sont égales).
-2 -1 2 1 |GeC—¢ =2 -1 4 2 -2 -1 1 1
C,«C,—C,
1 -2 1 =2 1 -2 0 0 1 -2 0 O
-2 1 3 1 -2 1 1 3 1 =2 1 1 3 1 -2
-2 =2 1 3 1 1 -2 1 3 1 0 -3 -2 2 3
C. 1 -2 =2 1 3 = 1 -2 -2 1 3 = 0 -3 -5 0 5
C,«C,+C,+C,3+C, Li«L,-L,
3 1 -2 -2 1 1 1 -2 -2 1 |pwri=2345/0 0 -5 -3 3
1 3 1 -2 =2 1 3 1 -2 =2 0o 2 -2 -3 0
-3 -2 2 3 0 3 2 =2 0 1 2 =2
-3 -5 0 5/ _ |3 -5 0 5| _ |-3 0 0 5
0 -5 -3 3|L«L-L,| 0 =5 =3 3 |« | 0 -2 =3 3
2 =2 =30 2 =2 =3 0 2 -2 -3 0
1 2 =2 1 2 =2 5 3 { 5 1 5
=3-2 -3 3 (=2]0 0 5 23[—2 -3 j+2><5
-2 -3 -2 - -2 -
-2 -3 0 -2 -3 3
=1
Exercice 2 | Inversibilité de matrice
a. Ona:
a—-b-c 2a 2a a+b+c a+b+c at+b+c
detA=| 2b —a+b-c 2b = 2b —a+b-c 2b
L L+L,+L,
2c 2c —a—b+c 2c 2c —a—-b+c
1 1 1 1 0 0
=(a+b+c)|2b —a+b-c 2b s C(a+b+c) 2b —a—-b-c 0
26,0
2c 2c —a—-b+c |GGG 2c 0 —a—-b-c
=(a+b+c)’
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b. Ona:
a b b -—-a a b 0 0 a b 0 O a b 0 0
detAza_bb a _ a —b 2b 2a_ a —b b a _ 4OOba
b a a - b C3C5-C, b a 0 O b a 0 O C,«C,-C, b a 0 O
C, «Cy+C) G Cy+Gy
b —-a a —a 2a 2b b —-a a 0 0 a b
a+b b 0 0 1 b 0 O 1 b 0 0
0 0O a+b a 0 01 a 0 0 1 a
_ =4(a+b)’ = 4(a+b)’
C,«C+C, |a+b a 0 0 1 a 0 O|L,«L,-L, 0 a-b O 0
CyCy+C, LyeLy-L,
0 a+b b 0 0 1 0 0 0 b-a
1 b 0 O
00 1 0 1 a 01
a
=4(a+b)*(a—b)’ =4(a+b)’(a—=b)’|1 0 0 |=—4(a+b)’(a—b)’
010 O 1 0
0 0 -1
00 0 -1
=4(a+b)*(a—b)’
La matrice A est inversible si et seulementsi bzt a.
c. Ona:
1 sina sin2a 1 sina sin 2a 1 sina sin 2a
det A=|1 sin2a sin3a = 1 sin 2a sin 3a = |0 sin2a-sina sin3a-sin2a
Ly<L,;-L, L,e<L,-Ly

1 sin3a sin4a 0 sin3a-—sin2a sin4a-—sin3a

sin2a—sina sin3a-—sin2a

sin3a—sin2a sin4a—sin3a

= 2sin2%(2cos3—2acos7?a—2cos2 %j = 2sin2%(cos5a+cos 2a—cos5a—1)

2cos3—asinE 2cos2sini
2 2

S5a . a 7a . a
2cos—sin— 2cos—sm§

0 sin3a-sin2a sin4a-—sin3a
Sa

cos—
2

Ta
COS—

2

. ,a .
- 4s1n2§sm2 a

. ) . ) . .. a ) <
La matrice A est inversible si et seulement si smE #0 et sina#0, c’est-a-dire a#0 [r].

d. Ona:
a 0 b O a+b 0 b O 1 0
0 0O b +b 0O b 1
detA=|" *° = arh e =(a+b)| °
b 0 a 0]|¢«C+C+C+C,la+b O a O 1 0
0O b 0 a a+b b 0 a 1 b
10 b 0 a -b b
0 a -b b
=(a+b)la-b =(a+b)a-b)|]0 1 O
@+b)a-b)| o |=@+b)ia-b)
0 b -b a b —b a

=(a+b)(a—-b)@@*-b*)=(a+b)’(a—b)’

La matrice A est inversible si et seulement si b#* a.

b 0 1 0 b 0
0 b 0 -b b
= (a+b) *°
a 0] LeLn-L 0 0 a-b O

pouri=2,3,4
0 a 0O b -b a
a b
=(a+b)(a—b) b
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Exercice 3

Déterminants d’ordre n

a. En retranchant chaque colonne a la suivante, on obtient :

0

1

2
n-3
n—2

n-1

1
-1
-1
-1
-1
-1

1
1
-1

-1
-1

-1
-1
-1

Puis en faisant L, <~ L, +L_pour 1=1,2,3,...,n—1, on obtient :

Soit :

n—1
n
n+1
2n—4
2n-3

n—1

0
-2
-2
-2
-2
-1

0
0

-2
-2
-1

1

-1
-1

-2
-1

A =(=D""(n-1)2"

b. En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient :

a+b ab 0
1 a+b ab
0 1 a+b
Az (Il) =l . 0
0

0

1

0

0

ab 0

a+b ab
1 a+b

=(a+b)

n

a+b
1
0

ab
a+b

0

1
0

ab
a+b
1

-1

0
ab
a+b

n-1

ab
1

0
a+b

Puis, En développant le second déterminant par rapport a la premiere ligne, on obtient :

A,(n)=(a+b)

Donc :

La suite (A,(n))

ne

atb ab 0
1 a+b .
0o ab
: 1 a+b
0 0 1

0

ab
a+b

—ab

n-1

a+b
1
0

ab
a+b

A,(n)=(a+b)A,(n—1)—abA,(n—-2).

N vérifie donc une relation de récurrence linéaire double.

0

ab
a+b

0

ab

a+b

L’équation caractéristique associée est r* —(a+b)r+ab =0 dont les racines sont a et b.

Considérons alors deux cas.

0
ab

n-2

a+b

ab
a+b

n—1
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1 cas: a#b. Alors, A,(n)=2a" +ub" avec :

A,(l)=Aa+ub=a+b y
-b
a+b ab a
A,(2)=2a’+ub’ = ‘z(a+b)2—ab=a2+ab+b2 b
1 a+b ==
a—
Donc :
an+1_bn+1
A(n)=—
() a—-b
2" cas: a=b. Alors, A,(n)=(An+p)a" avec:
A,(D)=A+pa=2a
2 2 = A=p=1
A, =h+wat=| " ¢ =322 :
2a
Donc :
A,(n)=(n+1a".
Finalement :
an+l_ n+l
— quanda#b
A,=9 a-b 1
(n+Da" quanda=b

c. Posons n=2p. En faisant L, <~ L, —al, et L, <~ L. —L, pour i=4,6,8,...,2p, on obtient :

aloO101--0101
100000---0000
00al101--0101
101000---0000
0000a1l--0101
Ay=AP)=[101010:-0000| =
000000 --a101
101010---1000
00000O0---00a'l
101010---10102p
En échangeant les deux premicres colonnes, on obtient :
100101 -
010000 -
00al10T1-
001000O0-
0000al-
Ay=AP)==[001010-
0000O0O0 -
001010 --
0000O0O0 --
001010 --

JeloNeNal =

NeNolNeleNoNo)

B T R S

_—O = ..

JeleoNololel S

SO OO -

= O = OO
PO OO = O -

—_—O = O e

SO O = .

SO OO .-

OO O O OO
B R R S

—_ OO .-
S = O = .

— e OO0 OO

—_o = O -

10101
0--0000
10101
0--0000
10101
00000
0--al101
0--1000
0--00al
0---1010zp

2p
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En développant deux fois de suite par rapport a la premiere colonne :

La suite (A,(p))

Ainsi :

pe

d. On retranche la premiere colonne a toutes les autres :

On retranche la derniere ligne a toutes les autres sauf la premiere :

On développe par rapport a la premiere colonne :

A,=a

b-a
a—1
avec d, =| 0

a-1 b-1
0 a-l1

0

b—a
b-1
b-1

a—1

alol---0101
1000--0000
00al---0101
1010--0000
A =A(p)=—|: : :: RS =—A;(p-1
0000 --al0°1
1010--1000
0000 --00al
10101010,
. estdonc géométrique de raison — 1, donc :
— p-1 — p-1]a 1 — p-1
A,(p) =D AM =D g 1=EDTED.
A, =(=1)°
a b-a b-a b—a
1 a-1 b-1 b-1 b—1
1 0 -1 :
A= T
0 . b-1 b-1
: : . 0 a-1 b-l
1 0 0 0 a-l1
a b-a b-a b—-a b-a
0 a-1 b-1 b-1 b-a
0 O -1 . :
L D
: : b-1 b-a
0 0 “. 0 a-1 b-a
0 o0 0 a-l
b-1 b-a b—-a b-a b-a b-a
: : a-1 b-1 b-1 b-a
1 . . _ -1 1
b-1 b-a| +(=D""| 0 a-l : : =a(a-D" +(-D""d,_,
a-1 b-a : . b-1 b-a
0 a-l| | 0 0 a-l b-a]
b-a
b—a
I etd =b-a.
b—a
b-a
n
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Dans d, , on retranche la premiere colonne aux autres, sauf la derniere :

b-a 0 -+ 0 Db-a
a—1 b-a -+ b—a b-a
d =0 a-l : :
: b-1 b-a
0 -« 0 a-1 b-a .,
On développe par rapport a la premiere ligne :
b-a b-a --- b-a b-a a—1 b-a --- b-a b-a
a—1 b-1 -+ b-1 b-a 0 a-1 -+ b-1 b-a
d =(Mb-a) 0 a1 "~ : +=D""(Mb-a)lo o : :
: ’ . b-1 b-a : . . a-l1 b-a
0 -« 0 a-1 b-a - 0 -0 0 a-l -
Soit :
d, =(Mb-a)d,  +(- D"'(b-a)a-D"".
) d
Si b#a,posons u, = *—.Onad =b-a,donc u =1et:
(b—a)
(a_ljn—l
un_un—1:
a—b
Donc :
k-1 k
n n a—l n—1 a—l
Z(uk—uk_l)=2( j S u, = ( j+ul.
k=2 i=\a—b mLa—b
Et:

n—1
o sib;tl,un:a—_l (a—lj —1|+1, soit :
b-1|{a-b

n __ b-a n n
d =u_(b—a) —E[(b—a) ~(1-a)" .
® sib=1,u, =n,soit:
d =u,(b-a)"=n(l-a)".
Enfin, si b=a, la premiere ligne de d_ est nulle, donc d_ =0 et les formules ci-dessus restent valables.

Alors, avec A, =a(a—1)""+(-1)""'d_,,ona:

b—-a
a@-D""+=D"—=| (b—a)" ' =(1—-a)"" and b #1
A, =)2@7D oo [b-ay=d-a)™ | qu
a@a=D""+(=D)"™ (n-D(1-a)"" quand b=1

Soit :

b(a—1)"—(a—b)"
A4 = b_l
(a+n—-D@-D"" quandb=1

quand b#1
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Exercice 4 | Déterminants d’endomorphismes

a. Notons B, = (g,,¢,,€,,¢,) la base canonique de R*.On a:

u(g,)=(1,0,1,1)=¢, +¢, +¢, 1110
ue,)=>1,1,0,1)=¢,+¢,+¢ 01 11
( 2) ( ) 1 2 4 — MB (ll): .
u(e;,)=(,1,10)=¢, +¢, +¢, ¢ 1 011
u(g,)=(0,L1,1)=¢, +¢, +¢, 1 1 01
Et:
1 1 10 3110 3 1
01 1 1 31 11 0 O
detu=det(MB (u))z = =
¢ 1 0 1 1l|aecH++G+c,(3 0 1 1 p];)iu:];iz_;lét 0 -1
1 1 0 1 31 01 0 O

En développant par rapport a la premiere colonne puis par rapport a la premiere ligne :

0O 0 1
-1 0
detu=3|-1 0 1|=3 1
0 -11
Finalement :
detu=3

b. Notons B, =(1,X,X*,X’) la base canonique de R,[X]. On a alors :

u(l)=6X+2 2 =2 2 0
u(X)=4X2—2X—2 6 -2 2 6
) . = M@= :
u(X)=4X"+2X+2 ¢ 0O 4 0 12
u(X?) =8X*+12X* +6X 0 0 4 38
Donc :
2 =2 2 0 2 =2 2 0 4
6 -2 2 6 0 4 -4 6
detu:det(MB(u))z = =2/4 0
¢ 0 4 0 12|L<L-3L(0 4 0 12 0 4
0O 0 4 8 0 O 4 8
1 -1 3 1 -1 3 | 6
=2x4x4x2|1 0 6 = 64/1 0O 6 :64‘ ‘
Ly«L;+L,; 1 7
0O 1 4 1 0 7
Soit :

detu =64

12
8

—_ = = O
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c. Notons B, = (E1,1’E1,2,Ez,1,Ez,z) la base canonique de /M, (R). On a alors :

u(El,l) =E, 1000
u(E,,)=E,, 0 010
M, (u) = .
u(E, ) =E,, ¢ 01 00
u(E,,)=E,, 0 0 01
Donc :
1 00O 1 00 O
0 010 01 00
detu=det(MB (u))= = -
¢ 0O 1 0 0|aec (0 O 1 O
0 0 01 0 0 0 1
Soit :
detu=-1
Exercice 5 | Systemes
m 2 -1
a. La matrice associée au systemeest | 1 2 —1]et:
1 m 1
m 2 -1 m—1 0 O 5 {
1 2 -1 e 1 2 -1 :(m—l)‘m 1‘:(m—l)(m+2).
1 m 1 1 m 1
Il y a trois cas.
1% cas : m=1. Le systéme se récrit :
x+2y-z=1 e
x+2y—z=1 2x+3y=1 2
x+2y—-z=1 & 0 s 5,1 = !
+y+z= -2z= -
x+y+z=0 R yoes z=2—

Les solutions sont :

2°™ cas : m=—2. Le systeme se récrit :

-2x+2y—-z=1

x+2y—z=-2 =2y+1
xX+2y—-z=-2 & { YL = {Z y

2x=-2 x=-1
x=2y+z=0

Les solutions sont :

(-1, y,2y+1) avec ye R
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3%™ cas: m#1 et m#—2. Alors, le systtme est de Cramer et :

mx+2y—z=1 (m=Dx=1-m x=—1 x=—1
X+2y—z=m & <x+2y-z=m & qz=2y-m—1 & z=1-m
x+my+z=0 2x+(m+2)y=m (m+2)y=m+2 y=1

La solution est :

(~1L,1,1-m)

I 1 m
b. La matrice associée au systemeest |1 1 —1]et:
1 m -1
1 1T m 0 0 m+l1 1 1
1 1 -1 L1<—E—Lzl 1 -1 :(m+1)1 m‘:(m+1)(m—1).
1 m -1 1 m -1
Il y a trois cas.
1¥" cas : m=1. Le systéme se récrit :
x+y+z=1
{yzl—x
x+y—-z=1 &
z=0
x+y—-z=1

Ainsi :

Si m=1, les solutions sont (x,1—x,0) avec xe R

2°™ cas: m=—1. Le systéme se récrit :

x+y—-z=-1
x+y—z=1
x—y—z=1

Les deux premieres équations permettent de conclure que le systeme est incompatible donc :

Si m=—1, le systeme n’a pas de solution.

M cas: m#letm#—1. Alors, le systeme est de Cramer et :

x=m(-1z2)
xX+y+mz=m xX+y+mz=m xX+y+mz=m .
x+y—z=1 S J—z—-mz=1-m S s(m+Dz=m-1 S :m—_l
m+
(m=1)y—-(m+)z=1-m y=0

x+my—z=1 my—z—y—-mz=1-m

Ainsi :

0, —

Sim#1letm=#—1, lasolution est (2—’%, m—lj.
m+1 m+1
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-1 -1 1

c. b. La matrice associée au systeme est L at

[ G G —

Le déterminant de cette matrice est nul car les deux dernieres colonnes sont opposées.

La somme des deux premieres équations du systeme donne 2x=m+1 et celle des deux dernieres donne
2x=m"(m+1).Donc, si m*(m+1)#m+1, le systéme est incompatible. Et :

m*m+)=m+1 & M -Dim+)=0 & m=loum=-1.

Ainsi :

Si m” #1, le systéme n’a pas de solution.

Si m=1, le systeme se récrit :

x+y+z—-t=1 x+y+z—-t=1 _,
x—y—z+t=1 2x=2 -
S S x=1
x—y+z—t=1 -2y=0
y=0
x+y—z+t=1 2x+2y=2
Ainsi :
Si m=1, les solutions sont (1,0,7,¢) avec re R.
Si m=—1, le systéme se récrit :
x+y+z—t=1 +y+z—t=1
yre e z=t+1
x—y—z+t=-1 2x=0
S < 9x=0
x—y+z—t=1 -2y=0
y=0
x+y—z+t=-1 2x+2y=0

Ainsi :

Si m=—1, les solutions sont (0,0,7+1,¢) avec te R.
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Chapitre 19 - Espaces Préhilbertiens et Euclidiens - Entrainement

Exercice 1 | Produits scalaires

Dans chaque cas suivant, montrer que (-1-) est un produit scalaire sur I’espace E donné.
a. E=R’et V(x,y)e E* avec x = (X, X,,X3) et y=(y,,¥,,¥;) :
(xly)=2x,y, +3x,y, +2X,y, +2X,y, + 2X, ;.
b. E=R,[X] et V(P,QeE*, (PIQ=PMHQ)+P'MHQ'M+P"MQ"().

c. E=L@R") et V(u,v)eE?, (uIv)=Z< u(e,)lv(e;)> ou (e,,e,,....e,) estlabase canonique de R" et
i=1

<-|-> est le produit scalaire canonique de R".

Exercice 2 | Inégalités

Dans chaque cas, prouver les inégalités données.
n 1 B n
1) Z—an avec (a,,a,,...,a,)e (R,)" tel que Zai =1.
i=1 94 i=1

2) \/X+y+\/y+z+x/z+x S\/6(X+y+z) avec (x,y,z)e(R+)3.
v (nm+D)Y
k’ > .
i

Hny (E]S«/(n+l)2“.

Exercice 3 | Orthogonalité

1) Soit E=R?, D la droite dirigée par x, =(1,—1,1) et F= Vect(x,,x,) avec x, =(1,1,1) et x, =(1,0,1).
a. Déterminer FND* pour le produit scalaire canonique.
b. Déterminer FND* pour le produit scalaire défini dans la question a de I’exercice 1.

Déterminer les vecteurs orthogonaux a X, a la fois pour le produit scalaire canonique et pour le
0
produit scalaire défini dans la question a de I’exercice 1.

2) Dans chaque cas suivant, déterminer I’orthogonal du sous-espace F de 1’espace E donnés pour le produit
scalaire (-|-) mentionné.

a. E=M,(R), F=5,(R), le sous-espace des matrices matrice symétriques de E et (-1-) est le produit
scalaire canonique de E.

b. E=L(R"), F= Vect(id, ) et (-1-) est le produit scalaire de la question ¢ de I’exercice 1.
c. E=R,[X], F= {P e R,[X],P(0)= 0} et (-1-) est le produit scalaire de la question b de I’exercice 1.

d. E=C(0;1],R), (fIg):Llfg et F=C'([0;1],R).
3) Soit E=C([-1;1],R) muni du produit scalaire (f g)= I_llfg. Soit (f,g)e E*. Montrer que si f est paire et

g est impaire (ou le contraire), alors elles sont orthogonales. Etudier la réciproque.
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Exercice 4 | Orthonormalisation

1) Soit E=R* muni du produit scalaire usuel. On note B, =(e,,e,,€;,€,) la base canonique de E et on
considere la famille B =(f,f,.f,,f,) avec f =(0,1,1,1), f,=(10,11), f,=(110,1) et f,=(1110).
Vérifier que B est une base de E, puis orthonormaliser B par la méthode de Gram-Schmidt.

2) Orthonormaliser la base canonique B, =(1,X,X*) de R,[X] pour le produit scalaire de la question b de
I’exercice 1.

3) Donner une base de R*, orthonormée pour le produit scalaire défini dans la question a de I’exercice 1.

Exercice 5 | Projections orthogonales, distances

1) On reprend les notations de la question 1 de I’exercice 3 et on appelle p,. la projection orthogonale sur F.

a. Déterminer la matrice de p, dans B, .
b. Calculer d(x,+x,,F).

2) Dans R,[X] muni du produit scalaire canonique, calculer la distance de X?+12a Vect(X*-X,X*-1).

3) Caleuler inf [ (€ —at—bydt.

(a,b)eR?
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Indications

Exercice 1 | Produits scalaires

Dans les trois cas, revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que (-1-) est une forme bilinéaire, symétrique
définie et positive.

Exercice 2 | Inégalités

Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" muni du produit scalaire canonique. Pour deux vecteurs

2
(X Xpree X)) €L (Y}, Y00y, ), 0N Q (ZXiYij S(foj(ny]
=l =1 il

1 1 1
1) Appli le résultat ci-d & (1A ,4/2y ey , .
) Appliquer le résultat ci-dessus a (y/a,,+/a, a,) et (\/a_l \/Z \/ZJ

2) Poser x,=x+Yy,X,=y+2z,X, =Z+X.

3) Poser x, = kK2Vk et Vi = Jk, et se rappeler de Zk et Zk3 .

k=1 k=1
(n
4) Poser x, = [kj ety =1.

Exercice 3 | Orthogonalité

1) a. Commencer par traduire 1’appartenance d’un vecteur (Xx,y,z) a F, puis a D* (avec le produit scalaire
canonique).

b. Comme ci-dessus (mais avec le produit scalaire défini dans la question a de 1’exercice 1 pour I’appartenance
a D*). Remarquer que la condition d’appartenance a F est la méme car ne met pas en jeu le produit scalaire.

c. Traduire I’orthogonalité x, a d’un vecteur (x,y,z) pour chaque produit scalaire. Les vecteurs recherchés
doivent remplir les deux conditions.

2) a. Rappeler le produit scalaire canonique dans M, (R) et considérer une base de S,(R). Une matrice
appartient 2 S, (R)" si et seulement si elle est orthogonale a tous les vecteurs de cette base.
b. Traduire ’appartenance 2 F* d’un élément u de L(R") par (ul id;,) =0 et considérer la matrice de u dans

la base canonique de R".

c. Remarquer que F=Vect(X? X) et donc que Pe F* si et seulement si (P1X?)=(P1X)=0, puis évaluer
ces deux produits scalaires.

d. Pour f e F*, considérer ® la primitive de f qui s’annule en 0, puis pour tout ge C'([0;1],R), évaluer (f | g)
a I’aide d’une intégration par parties. Remarquer aussi que quand g décrit C'([0;1],R), g' décrit C([0;1],R).

3) Tres simple en se rappelant que 1’intégrale d’une fonction impaire sur [—1;1] est nulle. Pour la réciproque
éventuelle, chercher un contre-exemple.
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Exercice 4 | Orthonormalisation

Dans tous les cas, utiliser Gram-Schmidt en deux étapes : construire d’abord une base orthogonale, puis
normaliser. Calculer préalablement les produits scalaires deux a deux des vecteurs de la base de départ permet
de gagner du temps apres et de minimiser les risques d’erreur.

1) Pour montrer que B =(f,,f,,f,,f,) est bien une base, on peut calculer det,, (f,,f,.f;.f,).
2) Voir plus haut.

3) Orthonormaliser la base canonique.

Exercice 5 | Projections orthogonales, distances

1) a. Déterminer F- (quelle est sa dimension ?), évaluer pg(X,), pr(x,) et pp(x,) oll x, est un mystérieux
vecteur bien choisi, puis remarquer que X, =€, +e, +€,, X, =€, +e, et X, =... pour calculer p.(e,), px(e,) et

pr(e;) enfonctionde e, €, et e,.

b. Ona d(x,+x,,F)=IIx, +x, —pp(x, +X,) Il avec x, =¢, —e, +e,. Utiliser la question précédente.

2) En posant F= Vect(X*-X,X’—1) et P=X*+1, on cherche d(P,F)=l| P—p.(P)Il ou p; est la projection
orthogonale sur F. On a p,.(P) =a(X’ —1)+b(X*-X) et P-p.(P)e F*...

3) Se placer dans E = C([0,1],R), muni du produit scalaire (f1g)= I:fg .

En notant h:t > t* et F I’ensemble des fonctions affines sur [0,1], ona inf Ol(t2 —at—b)’dt =d(h,F)’.
(a,b)eR?

On peut alors utiliser la méme méthode que dans la question précédente.
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Réponses

Exercice 1 | Produits scalaires

a. Ici, (-1-) est bien a images dans R et est clairement symétrique (le résultat ne change pas si on intervertit les
x ety). De plus, V (x,x',y)€ E* avec x =(X,,X,,X;), X'=(x'",,x,x"5) et y=(y,,¥,,¥5) et V(A,p)e R* :

AX +ux'1y) =2(hx, +pux ')y, +3(Ax, +Ux "))y, + 2(AX; +Ux'y)y; + 2(Ax; +Ux'y)y, + 2(Ax, +ux',)y,
=M2x,y, +3%,Y, +2%,¥; +2X,Y, +2X,y,) 2Ky, +3% Y, Y, +2X Yy, +2X 5y, +2X 1, Y5)
=Axly)+ux'ly)

Donc, (-1-) est linéaire a gauche, donc bilinéaire par symétrie.
Enfin, V x =(x,,X,,X;)€ E,ona (x1x)=2x7 +3x5 +2x; +4x,X; = 2X] +X; +2(X, +X;)’.
Donc, (x1x)>0 et:
x1x)=0 & 2x/=x.=2(x,+%,)’=0 & x,=x,=x,+x,=0 & x,=x,=x,=0 & x=0.

Ainsi, (-1-) est une forme bilinéaire, symétrique définie, positive, donc c¢’est un produit scalaire.

b. Ici, (-1-) est clairement symétrique et bilinéaire (par linéarité de la dérivation).
VPeE, (PIP)=P1)*+P'1)*+P"(1)> >0 et:

(PIP)=0 & P()*’+P'(1)*+P"(1)*=0 < P)=P'(1)=P"1)=0 < P=0
car 1 est racine d’ordre au moins 3 et P est de degré au plus 2.

Ainsi, (-1-) est une forme bilinéaire, symétrique définie, positive, donc c¢’est un produit scalaire.

c. Ici, (-1-) est clairement symétrique (par symétrie de <-|->) et bilinéaire (par bilinéarité de <-1->).
VueE, (ulu)=Y <u(e)lule)>=Y llue)I*=0et:
i=1 i=1

(ulu)=0 & iuu(ei)nzzo & llue)ll=...=llue,)I=0 < u(e)=..=u(e,)=0 < u=0

i=1

car (e,,e,,....,e, ) estune base de R".

Ainsi, (-1-) est une forme bilinéaire, symétrique définie, positive, donc ¢’est un produit scalaire.

Exercice 2 | Inégalités

Rappelons que dans R" muni du produit scalaire canonique, I’'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux
vecteurs (X,,X,,...,X,) et (¥,,¥,,....¥,), S écrit :
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1) Onappliquelerésultatci—dessus21(\/Z,\/Z,...,\/Z) et( I , ! e ! ],cequidonne:

Ja, 4/a, a,

(B (28

Soit, avec Zn:ai =1, Zn:l2n2.

i=1 i-1 &

2) Posons X, =x+y,X,=y+z,X;=z+X. On a X, +X,+X;=2(x+y+z). D’apres le résultat donné plus
haut, on a :

IZ::\/X_:\/X_I+\/Z+\/X—3S\/(IZ:‘\/X_2J(IZ:12):\/W

Soit :

\/X+y +\/y+z +z+x S\/6(X+y+z) .
3) Enposant x, = kzx/E ety, = \/E , dans le résultat donné en préambule, on obtient :
n 2 n 2 n n n n
(B i) (0] o S| £ |- (£r ) £
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n 2
Soit, avec Zk:M et Zk3:(n(n+l)j :
k=1 2 k=1 2

(n(n+1)j4< iks nn+) g k5>(n(n+1)j3
2 B k=1 2 k=1 B 2 .

4) D’apres le résultat rappelé plus haut, on a :

R TR R R

o, Z(Ej:(lﬂ)“ =2 donc Y (E) <Jm+n2.

k=0

Exercice 3 | Orthogonalité

1) a. Ona (x,y,z)e FN D" si et seulement si (x,y,z)e F et (x,y,z) L x,, soit ((X,y,z)l(l,—l,l)):O

Or:
X 1 1 x=a+b
(x,v,2)e F & |y=a|l+b|0 avec (a,b)e R* & <y=a avec (a,b)eR’ & x=z.
v/ 1 1 z=a+b

Remarquons que x =z est une équation cartésienne du plan F.
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Alors :
X
X=7Z =
(x,y,z)eFrﬁDl =S = x=z & |y=x|2.
(x,y,z)l(l,—l,l))=0 x—y+z=0 !
z
Donc :

FAD* = Vect((1,2,1))

b. On a toujours ici :

® (Xx,y,z)eF sietseulementsi x=z ;

* (x,y,z)e D" si et seulement si ((x,y,z)|(1,—1,1))=0, mais avec le produit scalaire défini dans la

question a de I’exercice 1, ceci donne ((x,y,z)|(1,—1,1)) =2x -3y +2z-2z+2y =2x -y =0.

Ainsi, le résultat est le méme que dans la question précédente :

FND* = Vect((1,2,1))

c. Soit (x,y,z)e R’. D’aprés la question a, (x,y,z) est orthogonal & x, pour le produit scalaire canonique
quand x—y+z=0 et, d’apres la question b, (x,y,z) est orthogonal a x, pour le produit scalaire de la question
a de I’exercice 1 quand 2x -y =0.

Ainsi, (X,y,z) est orthogonal a x, pour les deux produits scalaires quand x—y+z=0 et 2x—y =0, soit

(x,y,2)=(x,2x,x) etdonc:

L’ensemble des vecteurs orthogonaux a x, pour les deux produits scalaires est Vect((1,2,1)).

'

) a b a' b’ , :
2) a. Rappelons que pour tout (A,B)e M, (R)" avec A= d et B=| | it le produit scalaire
c c
canonique est (AIB)=aa'+bb'+cc'+dd'.
Rappelons de plus que F=5,(R)= Vect(EM,Ezyz,Ezy1 +E132) est un sous-espace de dimension 3 de M, (R),

donc F* est de dimension 1 et :

X 0O b
A:(: djeFJ‘ p— (AlEl,l):(AlEZ,Z):(AlEZ,l+E1,2):0 & a=d=b+c=0 & A:(_b Oj

Autrement dit, Ae F* si et seulement si Ae A,(R) (’ensemble des matrices matrice antisymétriques de E),
donc :

F'=A,(R)

b. Si B=(e,.e,,....e,) estlabase canonique de R", on aici:

ueFt & (ulid,,)=>Y <u(e,)le,;>=0.

=1
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En posant My (u) =(a;;), on a alors pour tout j entre 1 et n, u(e;)=a, e, +a, e, +...+a e, et comme la base

canonique est orthonormée pour le produit scalaire canonique, on a <u(e;)le; >=a,;.

Ainsi, ue F* si et seulement si Zaj,j =0, soit Tr(MB (u)) =Tr(u)=0 (Tr est la trace). Donc :
j=1

Ft ={ue L(R")\Tr(u) =0}

c. Onaici V (P,Q)e E?, (P1Q)=P(0)Q(0) +P'(0)Q'(0) +P"(0)Q"(0) et:
F={Pe R,[X],P(0) =0} = Vect(X?,X).
Donc :
Ft ={Pe R,[X],(PIX?)=(PI1X)=0}={Pe R,[X],2P"(0) =P'(0) =0} ={Pe R,[X],P"(0) =P'(0) = 0}..

Or, pour Pe R,[X], P"(0)=P'(0) =0 si et seulement si P est constant, donc :

F! est I’ensemble des polyndmes constants.

d. Ici,ona:
FL={fe E\Vge F,(flg):O}:{fe E\Vge Cl([O;l],R),j;fg:O}.
Soit f € F*-. Notons @ la primitive de f qui s’annule en 0. On a alors V ge C'([0;1],R) :
[[fg=oMen)- [ @g'=0
0 0 '

Pour g:x+>1, ceci donne ®(1)=0, donc V ge C'([0;1],R), _[Olcbg'zo, autrement dit, Vhe C([0;1],R),

L: dh=(®|h)=0, soit e E* ={0}. Ainsi, ® =0, donc f =0. Comme la fonction nulle est dans F+,on a:

F={0}

3) Soit (f,g)e E* tel que f est paire et g est impaire (ou le contraire). Alors, fge E et fg est impaire, donc

j_llf g =0, soit (fIg)=0. Ainsi, les fonctions f et g sont orthogonales.

Réciproquement, considérons :

0 sur[-1,0] x sur[—-10[
f:x—> X B>
x sur [0,1] 0 sur[0,1]

Ona (f,g)e E* et fg=0, donc (flg)= J-_llfg =0 et f et g sont orthogonales. Par contre, f et g ne sont ni paires

ni impaires. Donc, la réciproque est fausse.

Exercice 4 | Orthonormalisation

Dans tous les cas, on utilise Gram-Schmidt en deux étapes : d’abord on construit une base orthogonale, puis on
orthonormalise.
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1) Enposant f =e, +e,+e;+e,,ona, pour toutientre 1 et4, f, =f —e, et:
dety (f,,f,,1;,f,) =dety (f —e¢,.f—e,,f —e,;,f —¢,) =det, 3f,f —e,,f —e;,f—¢,)
=3dety (f,f —e,,f —e;,f—e,)=3dety (f,—e,,—¢;,—¢,)
=3dety (e,,—¢e,,—e;,—¢,) =—3dety (¢,,¢,,¢;,6,) =—3

Le déterminant n’étant pas nul, B = (f,f,,f,,f,) est bien une base de E.

Remarquons que pour tous i et j distincts entre 1 et 4, ona (f; If;) =2 et IIf; ll= J3.

1 1
e Onpose €, :mfl :ﬁfl'
1

® Oncherche g, =af, +bf, tel que (g, ;) =0, soit 3a+2b=0.
1
On prend g, =2f —3f,.Ona llg, lI=+/15 eton pose €, =——g,.
p g, 1 2 g, P 2 \/Egz
® Oncherche g, =af, +bf, +cf, tel que (g, If,)=(g,I1f,)=0, soit 3a+2b+2c=2a+3b+2c=0.
1
_g .
V357

® On cherche g, =af, +bf, +cf, +df, tel que (g, If,)=(g,If,)=(g,If;)=0, soit

On prend g, =2f, +2f, -5f, . Ona llg, Il = J35 eton pose €, =

3a+2b+2c+2d=2a+3b+2c+2d=2a+2b+3c+2d=0.

On prend g, =2f, +2f, +2f, -7f, . Ona Il g, lI=/63 et on pose g, :%&1.
On obtient finalement la base orthonormée :
€ —Lf —L(e +e,+e,)
1 \/§ 1 \/g 2 3 4
1 1
e, =——2f -3f)=——(—3e,+2e,—e.—¢,)
2 \/E 1 2 \/B 1 2 3 4
(¢,.€,,8,,€,) avec ) {
e, =——(2f +2f, —5f,)=——(—3e, —3e, +4e,—¢,)
3 \/g 1 2 3 \/g 1 2 3 4
1 1
e, =——2f +2f, +2f, - 7f,) =——(—3e, —3e, —3e, + 6¢,)
4 \/@ 1 2 3 4 \/@ 1 2 3 4

2) Onaici V (P,Q)e E*, (PIQ)=P(1)Q() +P'1Q'M)+P"(1)Q"(1), donc :
UDH=11X)=1I1X») =1, XIX)=2, (XIX*)=3 et (X*1X*)=09.

|
e Onpose P=—1=1.
POSE S =)

® Oncherche P, =a+bX tel que (P, 11)=0, soit a+b=0.
Onprend P,=X-1.0nalllP,II=1.

e Oncherche P, =a+bX+cX* tel que (P,11)=(P,1X)=0, soit a+b+c=a+2b+3c=0.
Onprend P, =X’ -2X+1.0OnallPlI=2.
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On obtient finalement la base orthonormée :

1
LX-1,—(X=1)?
(? 72( )j

3) V((x,y,2),(x.y,z))e R*°xR*,ona ((x,y,2) | (x',y'z) =2xx"'+3yy '+ 222"+ 2zy ' +2yz'.
Si B, =(e,,e,,e;) est la base canonique de R*, ona:

(e le))=(e,le;)=(e;le;)=2, (e, le,)=(e le;)=0 et (e,le,)=3.
On orthonormalise la base canonique.

1 1
® Onpose €, :mel =$el.
1

1 1
e Comme (e, le,)=0,onpose &, =——e, =—¢€,.
(e, ley) p 2 ||62||2 \/52
® Oncherche e', =ae, +be, +ce, tel que (e';le,)=(e';le,)=0, soit 2a=3b+2c=0.

L

1
On prend e'; =2e,—-3e,.Ona lle', =6 eton pose €, =—=e'; =—=(2e, —3e;).
Jo U 6

On obtient finalement la base orthonormée :
1

(%el,%ez, \/g (2e, —363)j

Exercice 5 | Projections orthogonales, distances

1) a. Rappelons que si B, =(e,,e,,e,) est la base canonique de R’, on a x, =¢, +e,+e,, X, =¢,+e, et
F=Vect(x,,x,). p; est la projection orthogonale sur F, donc parallelement 2 F*- (qui est une droite car F est
un plan). On a x=(a,b,c)e F* si et seulement si (x,1x)=(x,1x)=0, soit a+b+c=a+c=0. Donc,

1L _ —
F~ =Vect(x,) avec x, =¢, —e;.

Pour construire la matrice de p, dans B. = (e,,e,,e;) la base canonique de R’, il faut calculer les images de

e, e, ete, par pp. Ona p.(x,)=X,, pp(X,) =X, et pp(x,)=0, soit :
pr(e, te,te;)=¢, +e, +e, 1
e,) =pp(e;) =—(e +e
pr(e,+e;)=e +e; Pr(€) = Pe(e;) 2( 1+es)
pF(el_e3):0 pF(ez):ez

Alors :

Yo 0 Y%
My (pp)=|0 1 0
Yo 0 Y%

b. Ona x,=¢,—¢, te, et:

d(x, +x,F) =lIx,+ X, = pp (X, +x ) 1=l X, + X, = pp(X,) =P (X)) 1= X, = pp(X ) Il
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Avec les résultats de la question précédente, on obtient :
1 1
Pr(Xy) =pr(e,) —pr(e,) +prle;) :E(el +e,)—e, +§(e1 +e,)=¢,—¢,te; =X,.

Donc :

d(x,+x,,F)=0

Remarquons que ceci veut dire que x,€ F, ce que I'on aurait pu voir immédiatement en remarquant que

X, = 2X, —X;.

2) Posons F=Vect(X*-X, X’ 1) et P=X"+1.

On cherche alors d(P,F) =IIP—p.(P)Il ou p; est la projection orthogonale sur F.

Comme R,[X] est de dimension 4 et F de dimension 2, F* est de dimension 2.

Ona p.(P)=a(X’~1)+b(X* - X) et P—p.(P)e F*, donc (p.(P)-PIX*-X)=0 et (p(P)-PIX’~1)=0.

2b—-1=0
Avec p.(P)—P=aX’+(b-1)X’-bX—a-1, ceci donne , S0it b=—a=1
2a+1=0 2

Alors, pF(P)—Pz—%(X3 +X*>+X+1), donc d(P,F)=IIP—pF(P)II=%\/1+1+1+1 , Soit :

d(P,F) =1

3) Plagons-nous dans E =(C([0,1],R), muni du produit scalaire (f |g)= L)l fg.
Notons h:tr> t* et F I’ensemble des fonctions affines sur [0,1]. F est un sous-espace de E eton a :

inf [ (€ —at—b)*dt =d(h,F)*.

(a,b)eR

Procédons comme dans la question précédente. On cherche d(h,F)> =llh—p.(h)II> ol p, est la projection

orthogonale sur F, avec p.(h):t> at+p et h—p.(h)e F*, donc h—p.(h) est orthogonale & t+>1 et t>t,

soit :
1, 1 1 _
[, (€ -at-p)di=0 35,4 B=0 a=1
! 11 1 B—1
(" —at—PB)tdt=0 2 la-2B=0 ===
.[0 273 26 6

Ainsi, h—p.(h):tt —t+é et :

1Y | 1 1, 1 1
d(h,F)® =llh—p.(h) II’= 1(t2—t+—j dt = (t4+t2+——2t3+—t2——tjdt:—.
(0.5 Pr(h) IO 6 IO 36 3 3 180

Finalement :

inf [ (€ —at—b)’dt =——
(a,b)eR2J 0 180
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Chapitre 20 - Probabilités - Entrainement

Exercice 1 | Lois de probabilité

1) Soit Q={x,, X,,..., X, } un univers probabilisé fini. Déterminer la loi de probabilité sur € sachant que :

a. Vke[Ln], p({x,}) est proportionnel a k.

b. Vke[Ln-1], p({ x,,x,,,}) est proportionnel a k et n est pair.

2) Pour ne N', montrer que p ({k}) = ﬁln (1+%j définit une loi de probabilité sur Q = |I1, n]].
n(n+

Exercice 2 | Calculs de probabilité - Lois usuelles

1) Dans un magasin, on trouve cycliquement des guimauves 1 jours sur 2 et de la réglisse 1 jour sur 3.

Par une belle journée d’été, Marcel est pris d’une folle envie de guimauve et de réglisse. Il se rend dans
le magasin susmentionné. Quelle est la probabilité qu’il trouve les deux ? qu’il en trouve un seul des
deux ? qu’il reparte bredouille, n’ayant rien trouvé ?

2) Lors d’un colloque européen, 10 intervenants vont prendre la parole : 3 Allemands, 3 Britanniques, 2

Francais, 1 Suédois et 1 Italien. Le colloque dure deux jours avec 5 orateurs par jour. Si les horaires des
10 interventions sont choisis au hasard, déterminer la probabilité des événements suivants.

e Les pays représentés une seule fois passent les premiers.

¢ Les deux Frangais parlent le méme jour.

Un Allemand prend toujours la parole juste avant un Britannique.

e e Suédois parle avant les deux Francais.

3) Un couple a trois enfants : est-il plus probable qu’il ait 3 gar¢ons, ou un garcon et deux filles ?

4) Un QCM comporte dix questions pour chacune desquelles quatre réponses sont proposées, dont une

seule est exacte. On ne doit proposer qu’une réponse a chaque question.
a. Combien y-a-t-il de grilles-réponses possibles ?

b. Marcel remplit la grille au hasard. Quelle est la probabilité qu’il ait au moins 6 bonnes réponses ?

Exercice 3 | Conditionnement et indépendance

1) Chaque soir, Marcel va au bistrot avec une probabilité de 1/4. S’il y va, il aura mal a la téte le lendemain

avec une probabilité de 1/3. S’il n’y va pas, il aura mal a la téte le lendemain avec une probabilité de
1/50. Un jour donné :

a. quelle est la probabilité que Marcel ait mal a la téte ?
b. sachant que Marcel a mal a la téte, quelle est la probabilité qu’il soit allé au bistrot la veille ?

2) Dans un étang il y a des gardons et des brochets. Paul péche a la mouche et prend deux fois plus de

gardons que de brochets, alors qu’Alex, avec sa canne a lancer, attrape autant de gardons que de
brochets. Alex est un pécheur expérimenté : il péche trois fois plus de poissons que Paul. Les poissons
péchés sont conservés dans le méme vivier. On observe au hasard un des poissons péchés, c’est un
brochet. Calculer la probabilité pour que ce soit Alex qui 1’ait péché.
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3) On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés. Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors
d’un lancer vaut 0,5.

a. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle est la
probabilité que ce dé soit pipé ?

b. Soit ne N". On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le
chiffre 6. Quelle est la probabilité p, que ce dé soit pipé ?

c. Déterminer lim p, . Interpréter ce résultat.

n—+oo

4) Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. On en tire une au hasard et on considere les
évenements :
A = «laboule obtenue porte un numéro pair »

B = «la boule obtenue porte un numéro multiple de 3 ».

a. Les évenements A et B sont-ils indépendants ?
b. Reprendre la question avec une urne contenant 13 boules.
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Indications

Exercice 1 | Lois de probabilité

1) Dans les deux cas, écrire ce que veut dire la proportionnalité donnée et utiliser la somme de toutes les

2)

probabilités élémentaires (= 1). Attention dans le second cas, on a le n probabilités a déterminer et le
coefficient de proportionnalité , donc n+1 inconnues, mais seulement n équations. On pourra exprimer

le résultat a 'aide de p({ x,}).

Revenir a la définition !

Exercice 2 | Calculs de probabilité - Lois usuelles

1)

2)

3)

4)

Définir deux évenements, puis ce que 1’on cherche en fonction de ces deux éveénements. Attention, il
faut bien interpréter le mot « cycliquement ».

Cing pays sont représentés, mais les 10 intervenants sont distincts et a placer dans 10 créneaux horaires
distincts. Les emplois du temps sont équiprobables. Préciser le modele. Commencer par dénombrer les
cas possibles (le nombre d’emplois du temps possibles), puis dans chaque cas, construire un emploi du
temps tenant compte de la contrainte en dénombrant le nombre de possibilités a chaque étape de cette
construction (par exemple, placer les Francais, puis les Allemands si nécessaire, etc...)

Le sexe de chaque enfant est indépendant de celui des autres et a chaque naissance, la probabilité

d’avoir une fille est % .

a. Quel est le modele simple ?

b. Si Marcel remplit la grille au hasard, chaque réponse est indépendante des autres et il a 1 chance sur
4 de répondre juste. Quelle est la loi pour 10 réponses ?... Attention : « au moins »...

Exercice 3 | Conditionnement et indépendance

1)

2)
3)

4)

Définir des évenements, traduire 1’énoncé, puis pour a. appliquer loi des probabilités totales et pour b.
appliquer la formule de Bayes.

Méme principe que I’exercice ci-dessus. Attention, la traduction des hypotheses est un peu délicate.

Toujours le méme principe. Attention, a la question b, remarquer qu’une fois que le dé est choisi, les
lancers sont indépendants les uns des autres.

Calculer P(A), P(B) et P(AnB), puis revenir a la définition.
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Réponses

Exercice 1 | Lois de probabilité

1) a. Ona Vke[Ln], p({ x,}) =ak avec a fixé. Alors :

< N n(n+l): _ 2
;p({xk})—aék—a—z 1 = a .
. 2k
Ainsi, Vke[Ln], p({x,}) = RS

b. Ona Vke[Ln-1], p({ x,.x,,,}) =ak avec a fixé. Alors, Vke[L,n—1] :
P({ Xk+l}):p({ Xk’Xk+l})_p({ xk}):ak—p({ Xk})‘

Une récurrence simple permet alors de prouver que V ke [2,n] :

ot xk})=E@a—<— D*p({x,}).

Avec n pair, soit n =2p, on obtient :
p-1

kZI:,P({ Xk})ZiZ::P({ X, )+ 2. p({ xzm}):i[ia—p({ Xl}):l+2|:ia+p({ Xl})}=a(zp:i+piij:apz.

i=0 ol
o 1 4 L.
Donc Zp({ X, })=1 donne a=—=—-. Ainsi, Vke [2,n] :
k=1 n

pZ

p({xk})=n¥tE(§j—<—ka({xl})-

2) Vke[Ln],ona 1<1+%Sl+n donc O<1n(1+%j£ln(1+n),d’ot1 0<p({k})<1.Et:

Zn:p({k})=zn: ! ln(1+lj ! i[ln(kﬂ)_lnk]:M:l_

k:l “n(n+1) k) In(n+l)= In(n+1)

Donc, on a bien une loi de probabilité sur Q@ =[1,n].

Exercice 2 | Calculs de probabilité - Lois usuelles

1) Définissons les évenements :
A = « Marcel trouve de la guimauve » et B = « Marcel trouve de la réglisse ».
On cherche les probabilités A "B (Marcel trouve les deux), (A UB)\(ANB) (Marcel trouve un seul

des deux) et A UB (Marcel n’en trouve aucune).

D’apres I’énoncé, on a p(A) :% et p(B) :%.
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De plus, I’apparition de le guimauve et de la réglisse est cyclique. Donc, si un jour, les deux sont en
magasin, I’occurrence suivante d’un tel événement aura lieu aprés un nombre de jours multiple de 2 et
de 3, soit de 6, donc :

1
ANB)=—.
p( ) p
1 1 1 2
On a alors p(AuB):p(A)+p(B)—p(AmB)=5+§—g:§,donc:

| -

* p((AUB)\(ANB))=p(AUB)-p(ANB)=

W | N
| =

. p(AuB)zl—p(AuB):l_ézé_

Remarquons que soit Marcel trouve les deux, soit un seul des deux, soit aucun des deux (et aucune de
ces situations de peut étre réalis€ en méme temps qu’une autre), donc ANB, (AUB)\(ANB) et

A U B forment une partition de ’univers associé a cette expérience.
On a bien p(ANB)+p((AUB)\(ANB))+p(AUB) :é+%+%:1.

2) Cinq pays sont représentés : L’Allemagne (A), le Royaume-Uni (RU), la France (F), la Suede (S) et

I’Italie (I). Seuls, la Suede et I’Italie n’ont qu’un intervenant.

Comme il y a 10 intervenants, il y a 10! emplois du temps possibles. Si les horaires des interventions
sont choisis au hasard, ces emplois du temps sont équiprobables.

e Si les pays représentés une seule fois (Suede et Italie) passent les premiers, I’emploi du temps peut
commencer par S-I-... ou [-S-... et il y a 8! facons de placer les 8 orateurs suivants. Il y a donc
2x8! possibilités et la probabilité de cet évenement est :

_2x8! 1
100 45°

e Siles deux Frangais parlent le méme jour, il y a deux cas : ils parlent le 1° jour ou le 2™

Comme il y a 5 interventions le premier jour, on a A; =5x4 =20 possibilités de placer les deux

Francais, puis a nouveau 8! facons de placer les 8 autres orateurs. Donc, il y a 20x8! possibilités
que les deux Frangais par le 1% jour. Il en va bien entendu de méme pour le second cas (les deux
Francais par le 2™ jour), donc il y a 2x20x8! possibilités en tout et la probabilité est :

2x20x8! 4
p:—:

10! 9

® Si un Britannique passe systématiquement aprés un Allemand, le dernier intervenant allemand
passera au plus tard en 9°™° position.
Commencons par choisir la position des Allemands : ils sont 3 pour 9 créneaux horaires possibles,
doncilya A =9x8x7 possibilités.
Les 3 Britanniques prenant la parole juste apres les Allemands, ils doivent occuper les 3 créneaux
horaires juste apres les Allemands : il y a 3! possibilités.
Enfin, il reste a placer les 4 derniers orateurs dans les 4 positions restantes : il y a 4! possibilités.

Finalement, on a en tout 9x8Xx7x3!x4! possibilités et la probabilité est :

_9x8xTx3!x4! 1
P 10! 50
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e Placons d’un coup le Suédois et les deux Francgais. Pour cela, choisissons 3 postions parmi les 10

possibles (sans tenir compte de l’ordre) : il y a (3J=120 possibilités. Pour chacune de ces

possibilités, le Suédois doit étre en 1% et les 2 frangais ensuite : il y a donc 2 possibilités (un
Francais d’abord et 1’autre ensuite ou vice-versa), donc 120x2 possibilités pour placer le Suédois et
les deux Francais.

Enfin, il reste 7 créneaux horaires dans lesquels placer les 7 orateurs restants : il y a 7! possibilités.

Finalement, on a en tout 9x8x7x3!x4! possibilités et la probabilité est :

120x2x7! 1
p:—:

10! 3

3) A chaque naissance, la probabilité d’avoir une fille est % et le sexe de chaque enfant est indépendant de

celui des autres. Une naissance est donc une expérience de Bernoulli et la succession de 3 naissances un

schéma de Bernoulli. Le nombre de filles suit alors une loi binomiale de parametres % et 3. Alors :

3 2
e La probabilité d’avoir deux filles et un garcon est p = (zj (%j % =§ .
- o L (1Y 1
e La probabilité d’avoir trois garcons (soit O fille) est p = ol 2 = re

Ainsi, il est plus probable d’avoir un garcon et deux filles.

4) a. 11y a 10 questions et pour chaque question, il y a 4 réponses possibles. Il y a donc 4' grilles-

réponses possibles.

b. Marcel remplit la grille au hasard, chaque réponse est indépendante des autres. Comme une seule
réponse est correcte sur les 4 proposées, il a, a chaque question, 1 chance sur 4 de répondre juste.

Nous avons a nouveau un schéma de Bernoulli et le nombre de bonnes réponses suit une loi binomiale
de parametres 1 et 10. La probabilité que Marcel ait au moins 6 bonnes réponses est la somme des

probabilités qu’il ait exactement 6 bonnes réponses, ou exactement 7, ou 8, ou 9 ou 10, soit :

TR -

Exercice 3 | Conditionnement et indépendance

1) Pour un jour donné, définissons les évenements :

A = « Marcel est allé au bistrot la veille » et B = « Marcel a mal a la téte ».

1 1 1
Ona p(A)=—, B)y=—c¢et p.(B)=—.
p(A) 1 p.(B) 3 pz(B) 0

a. On cherche p(B). D’apres la loi des probabilités totales :

~ 1.1 3.1 59
P(B)=P(A)P,(B)+P(A)p;(B)=—X—+>x—=——=0,1.
(B) =P(A)P, (B) +P(A)p; (B) = X2+ X r=—0
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b. On cherche p;(A). D’apres la formule de Bayes :

P(AP,(B) 50 _

BA="38 59

0,85.

2) Pour un poisson péché donné, définissons les évenements :
e A =«Alex a péché le poisson » (donc A = « Paul a péché le poisson »).
e B = «le poisson est un brochet » (donc B = « le poisson est un gardon »).

Comme Paul prend deux fois plus de gardons que de brochets, sur 3 poissons péchés, 2 sont des gardons
et 1 est un brochet. Ainsi, si Paul est le pécheur, la probabilité qu’un brochet soit péché est 1/3, d’ou :

1
P,(B)=—.
< (B) 3
Comme Alex attrape autant de gardons que de brochets, on a de méme :
1
P,(B)= 5
Alex péche trois fois plus de poissons que Paul, donc sur 4 poissons péchés, 3 le sont par Alex. Dot :
3
P(A)=—.
(A) 2

On cherche, la probabilité Alex qui ait péché un poisson, sachant que c’est un brochet, soit P;(A).

Ona:
3,1
p (A)= PAIPB) P(A)P, (B) __ 42 _9_
3 (A) = = = =511 1-1;° 081
P(B)  P(A)P,(B)+P(A)p,(B) 3,1 1 1711
4 2 4 3
3) a. Définissons les événements :
o A =«ledéestpipé » avec P(A) = %
1 1
e B =«leb6sort»avec PA(B):E et PK(B)=E.
On cherche P,(A) :
1
P(A)P, (B) 275 1
B(A)= A “T.1 3.1 2
P(A)P,(B)+P(A)p;(B) L, L > 1 2
4 2 4 6
b. Notons B, = «le 6 sort n fois ». Les lancers étant indépendants, on a P, (B,) =2—1n et P;(B,) :6%.

Alors, comme ci-dessus :

1 1
B B P(A)P, (B,) 5
P, =Py, (A)= A 1T 1 3 1. 1
P(A)P,(B,)+P(A)p;(B,) L, 1 > 1
4 2" 4 6" 3!
c. Ona lim p, = lim 11 =1.
n—+oo n—>+oo1+ 3n_l

Ceci est dii au fait qu’il est beaucoup probable d’obtenir 6 avec un dé pipé qu’avec un dé standard.
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4) a. Surles 12 boules, 6 portent un numéro pair, donc P(A) = 5 .
Sur les 12 boules, 4 portent un numéro pair, donc P(B) = g

Sur les 12 boules, 2 portent un numéro pair (6 et 12), donc P(A N B) :% .

On a P(A)xP(B) —% é =P(ANB), donc A et B sont indépendants.

L»-)lr—A

b. De la méme fagon, P(A) = % P(B) = % et PLANB) = % .

4
Ona P(A)xXP(B) = %x— * l =P(ANB), donc A et B ne sont pas indépendants.

13 13
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Chapitre 20 - Variables Aléatoires - Entrainement

Exercice 1 | Lois de probabilité

1)

2)

3)

4)

On dispose d’un dé a six faces (numérotées de 1 a 6) pipé, tel que la probabilité d’apparition d’un chiffre
entre 1 et 6 est proportionnelle a ce chiffre. On lance ce dé trois fois de suite et on appelle X le nombre de
valeurs distinctes obtenues a I’issue des trois tirages. Déterminer la loi de X.

Jouer au loto consiste a cocher 6 numéros dans une grille en comportant 49 (version simplifiée). Une grille
est gagnante deés que I’on a coché 2 bons numéros parmi les 6 numéros gagnants. Un joueur remplit une
grille sept jours de suite. Donner la loi de probabilité du nombre de grilles gagnantes.

On choisit simultanément 4 ampoules dans un lot de 20 ampoules dont 3 sont défectueuses. Déterminer la
loi de la variable aléatoire donnant le nombre d’ampoules défectueuses obtenues.
Soit X une variable aléatoire réelle telle que X(Q)=[-n,n] avec ne N, suivant une loi uniforme.

X0 7o

Déterminer les lois de Y =
2n

Exercice 2 | Espérance, variance, écart-type

1)
2)

3)

4)

5)

6)

Calculer I’espérance et la variance des variables aléatoires introduites des exercices précédents.

Soit X une variable aléatoire telle que X(Q)={-2,-1,0,1,2}, E(X)=E(X’)=0, E(X*)=1 et E(X*)=4.
Déterminer la loi de X et sa variance.
On lance une piece truquée telle que pile apparait deux fois plus souvent que face.

e Si pile sort, on lance un dé standard non pipé. On obtient un chiffre n compris entre 1 et 6. On choisit
alors au hasard, n nombres entiers distincts compris entre 1 et 20. On gagne 3 € par multiple de 3
obtenu et on perd 1 € pour les non multiples de 3 obtenus.

e Si face sort, on choisit 3 cartes au hasard dans un jeu standard de 32 cartes. On note c le nombre de
carreaux obtenus. On choisit alors au hasard ¢ nombres entiers distincts compris entre 1 et 15. On
gagne 3 € par entier pair obtenu et on perd 1 € pour les entiers impairs obtenus.

Quel gain peut-on espérer a 1’issue de 1’expérience ?

a. On tire simultanément 5 cartes d’un jeu standard de 52 cartes. On note H le nombre d’honneurs (valets,

dames, rois, as) obtenus. Calculer I’espérance et 1’écart-type de H.
b. Méme question mais si on tire les 5 cartes successivement et avec remise.

Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres n et p. On pose Y = ‘——p‘ .
n

a. Justifier que E(Y) <{/E(Y?).

b. En déduire que pour tout réel € >0, P( X
n

\Jpd-p)
>e | < —.
8} edn

Soit X une variable aléatoire d’espérance p et de variance 6.

1
Prouver que pour tout réel o> 0, P(uL—00 <X <1+ 00) 21-—.
(04
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Exercice 3 | Couples de variables aléatoires

1) Soient ne N,n>2, et XetY deux variables aléatoires réelles indépendantes, a valeurs dans |I1,n]] suivant

toutes deux une loi uniforme.
a. Déterminer laloide X+Y.
b. Déterminer la loi de XY pour n=4.
2) On considere deux variables aléatoires réelles X et Y telles que X(Q)=Y(Q) =|Il,n]] et pour tous i et j
compris entre 1 et n, on a P(X =1, Y = j) =aXiXj ou a est une constante.
a. Déterminer la valeur de a.
b. Déterminer laloide Y.
c. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

d. Calculer P(X=Y).

3) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que X suit une loi binomiale de
parametres n et p (avec n =2), et Y suit une loi uniformes avec Y(Q)= [[0, n]] .

Déterminer 1’espérance et la variance de la variable aléatoire Z=X+Y>.



PCSI

Indications

Exercice 1 | Lois de probabilité

Dans tous les cas, calculer toutes les probabilités et vérifier a la fin que la somme vaut bien 1.
1) Commencer par calculer la probabilité d’apparition de chaque face (la somme des 6 probabilités fait 1).
Déterminer les valeurs possibles de X, puis lister les fagcons d’obtenir chacune de ces valeurs.

2) Commencer par calculer la probabilité d’avoir une grille perdante (O ou 1 bon numéro), puis gagnante par
différence. Remarquer alors que les grilles des différents jours sont indépendantes les unes des autres et que
I’on a donc une loi de probabilité classique.

3) Déterminer les valeurs possibles du nombre d’ampoules défectueuses obtenues. Pour calculer la probabilité
de chacune de ces valeurs, remarquer que le modele est ici celui d’un tirage simultané (donc sans ordre et sans
remise) et que les issues sont équiprobables.

4) Déterminer la probabilité de chaque valeur de X, puis les valeurs possibles de Y et Z. Attention pour Z, la
fonction carrée n’est pas injective.

Exercice 2 | Espérance, variance, écart-type

1) Reprendre les résultats obtenus dans I’exercice 1 et utiliser les formules de cours.
Pour calculer la variance, il est en général plus rapide d’utiliser la formule V(X)=E(X*)-E(X)>.
Pour les dernieres variables Y et Z, utiliser les formules de transfert.

2) Les données fournissent un systeme de quatre équations a quatre inconnues P(X=-2), P(X=-1),
P(X=1) et P(X=2). Pour calculer, P(X=0), ne pas oublier que la somme des probabilités vaut 1. Pour la

variance, V(X)=E(X?*)-E(X)* donne le résultat immédiatement.
3) On a P(pile) =% et P(face) = % Introduire des variables aléatoires.

e G = gain en euros a I'issue de I’expérience. On cherche E(G).

e N = chiffre obtenu sur le dé quand on a tiré pile (N prend ses valeurs dans |I1, 6]]) ; quand N=n, on

pourra noter k le nombre de multiples de 3 obtenus apres le choix des n nombres entre 1 et 20 (quelles
sont les valeurs possibles de k, a n fixé ?).

e C = nombre de carreaux obtenus quand on a tiré face (C prend ses valeurs dans [[0,3]]) ; quand C=c,

on pourra noter p le nombre d’entiers pairs obtenus apres le choix des ¢ nombres entre 1 et 15 (quelles
sont les valeurs possibles de p, a ¢ fixé ?).

Calculer alors la valeur g, ou g de G pour (n,k) ou (c,p) fixé, puis les probabilités :

Ppile(N = n) ’ P(pile)U(N:n) (G = gn,k) ’ Pface (C = C) et P(face)U(C:c) (G = gc,p) .
Alors :

6 n 3 [
E(G) = P(plle) X Z |:Ppile (N = n)z gn,kP(pile)U(N:n) (G = gn,k )j| + P(face) X Z |:Pface (C = C)Z gc,pP(face)U(C:c) (G = gc,p)
n=1

k=0 c=0 p=0
4) Noter H = le nombre d’honneurs obtenus. Evaluer H(€2). On cherche E(H) et 6(H).

a. Etablir la loi de H et utiliser les formules connues (le calcul peut s’avérer long).

b. Reconnaitre une loi connue.
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5) a. Pensera V(X)=E(X*)-E(X)* !
b. Utiliser I'inégalité de Markov sur Y.

6) Utiliser I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev en posant a =06 >0.

Exercice 3 | Couples de variables aléatoires

1) a. Evaluer P(X=1), P(Y=)) et P(X=1,Y =) pour les valeurs adéquates de i et j.
Si Z=X+Y,évaluer Z(Q) et pour calculer P(Z=k) = z P(X=1)N(Y=)).

i+j=k

1<i,j<n

Attention, il faudra distinguer deux cas : k<n+1 et k>n+2.
b. Comme n =4, on peut passer en revue tous les couples (i, j) possibles pour obtenir XY (). Le calcul des
probabilités correspondantes se faut comme dans la question précédente.

2) a. Ondoitavoir » P(X=i,Y=j=1.

1<i,j<n
b. Pour tout je |Il,n]], ona P(Y =)) :ZP(X =1,Y=]j).
i=1
c. Remarquer que X suit la méme loi que Y, puis évaluer P(X =1)xXP(Y =j).
d. PX=Y)=) P(X=i,Y=i).
i=1

3) Pour E(Z), exploiter la linéarité de 1’espérance.
Pour V(Z), utiliser V(Z)=E(Z*)-E(Z)* avec Z>=X>+2XY’+Y*, exploiter 2 nouveau la linéarité de

I’espérance pour simplifier I’expression. Pour le calcul de E(Y"), reprendre la formule de Zk4 vue dans les
k=1

TD du chapitre 15.
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Réponses

Exercice 1 | Lois de probabilité

1) Comme on lance le dé trois fois, les valeurs possibles de X sont 1, 2 et 3.

Les faces du dé sont numérotées de 1 a 6, et pour tout k entre 1 et 6, la probabilité d’apparition de k quand on

lance le dé est p, =ak . Comme p,+p, +...+p,=1,0na al+2+3+4+5+6)=1, soit a:% et p, =30

3
La probabilité que le chiffre k sorte 3 fois de suite est alors (%} et donc :

P(le):Z(%j =%.

On obtient X= 2 si un méme chiffre, i, sort 2 fois et un autre chiffre Js sort 1 fois. De plus ilya3 ordres

. 2 .
L xi, donc :
21 21

gt

On obtient X =3 si 3 chiffres distincts, 1, j et k, sortent chacun 1 fois, de probabilité EXEX% donc :

P(X = 3):26“26:2{5 E E} Fz 12 JZk :Fz 12 j21-i-}j)

i=1 =1 k=1 i=1 =1

j#i k#i,j J# k#i,j i
6 6 6
:%z i Z (Zl_i)j—jz)—(Zli—Ziz) :%z{ ((21_1)6x7 6X7X13—(211—2i2)ﬂ_
21 i=1 j=1 21 = 6
6
=%Z(3501—421 +2it) =20
i=1

Remarquons que I’on a bien P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=1.

Finalement, la loi de probabilité de X est :

X 11213
IREOIC
PAor 21| 21

49
2) Le nombre total de grilles possibles est ( 6 J

49-6

43
6 J:( 6 J et le nombre de grilles

Le nombre de grilles ne contenant aucun des 6 numéros gagnants est (

9-6 43
contenant exactement un des 6 numéros gagnants est 6( 5 J= 6( 5 j .
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43 L6 43
6 5)  13x37x41x43 848003

(49) T 6xTx11x46x47 998844’
6

Alors, la probabilité de ne pas avoir une grille gagnante est

la probabilité d’avoir une grille gagnante est :

_ TXx13x37x41x43 _ 150841
6x11x46x47x49 998844

Si on joue 7 jours de suite :

150841
998844

Le nombre de grilles gagnantes suit une loi binomiale de parametres n=7 et p=

3) Sion note X la variable aléatoire donnant le nombre d’ampoules défectueuses obtenues parmi les 4 choisies,
ona X(Q)=[0,3].

20
Le nombre total de choix de 4 ampoules parmi les 20 est ( 4 j et ces choix sont équiprobables.

Pour tout entier k compris entre O et 3, le nombre de facons d’obtenir exactement k ampoules défectueuses

3Y 17
(parmi les 3 en tout) et donc 4 —k ampoules non défectueuses (parmi les 17 en tout) est (kj(4 kj'

FJ( ! J
k )\4-k !
La probabilité est alors P(X =k) = = 2x16

= . On obtient la loi :
(20) 95xk!(3-k)!(4-k)!(13+k)!

4
X| 0 1 2 3
280818 1
P157 | 19| 95 | 285
Remarque : On vérifie que 1’on a bien §+§+i+L =1.
57 19 95 285

4) La variable X peut prendre 2n+1 toutes équiprobables (car la loi est uniforme), donc pour tout k € [[— n, n]],

ona P(X=k)= ! .
2n+1
Ona Y(Q)= O,L,i,i,..., 2n -1 ,1 ¢ et toutes ces valeurs sont équiprobables, donc :
2n 2n 2n 2n
k 1
Pour tout ke[[0,2n]], PY=—|= .
2n 2n+1

Ona Z(Q)= {O, 1, 4,9,...,n2} et toutes les valeurs non nulles sont équiprobables (chaque k? étant obtenu quand
X vaut £ k)., donc :

2

Pz=0)= ntl

et, pour tout ke [Ln], P(Z=k*) =

2n+1
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Exercice 2 | Espérance, variance, écart-type

1) En reprenant les résultats obtenus dans 1’exercice 1, on a :
¢ Pour la premiere variable, X = nombre de valeurs distinctes obtenues a 1’issue des trois tirages.

BX) = 4210310 5117

21 21 21 21 7
V(X) = E(X)~E(X)’ = o+ 4104910 250 50
20 21 21 49 147

e Pour la deuxieme variable, N = nombre de grilles gagnantes (qui suit une loi binomiale de parametres
150841 )

n=7etp=
P= 508844

E(N)=np=7x150841 150841 ~1.06
998844 142692

150841 848003
V(N) = np(l—p) = 7 x ~0,90
(N)=np(l=p) = T e e aa ™ 908344

e Pour la troisieme variable, X = nombre d’ampoules défectueuses obtenues.

E(X) :§+2i+3L:§
19 95 285 5
8 1 9 _204

V(X)=E(X2)—E(X)2=§+4_ g -~ 7 _
19 95 285 25 475

e Pour les trois dernieres variables, X, Y et Z.
E(X)=0

X+n
E(Y)—E( o j—ZE(XH =

1
2 2

2 2 n(n"‘l)
E(Z):ZkP(sz)— z

V(X) =E(X*)— E(X)? =E(z) = 20D

X+n 1 n+1
ViY)=V =—VX)=——
) ( 2n j 4n® ) 12n

_n (n+1) n(n+1)(4n2 +4n-3)
2 e

V(Z)=E(Z*)-E(Z)* =

n 2 —
(On a vu la formule Zk“ = n(n +H(2n +31())(3n +30-D) dans I’exercice 24 du TD 15).
k=1

2) Ona:
E(X)=-2P(X=-2)-PX=-D+PX=D)+2P(X=2)=0
E(X*)=4P(X=-2)+P(X=-D)+P(X=1)+4P(X=2)=1
E(X’)=-8P(X=-2)-P(X=-D)+P(X=1)+8P(X=2)=0
E(X")=16P(X=-2)+P(X=-1)+P(X=1)+16P(X =2)=4
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Ceci donne P(X=—-1)=P(X=1)=0 et P(X:—2):P(X:2):é.

Alors, P(X:O):1—[P(X:—2)+P(X:—1)+P(X:1)+P(X:2)]:% etonalaloi:

X -1 1

0 0

Y

Alwlo

—2
1
8

o0 | = |1t

Enfin V(X)=E(X?*)-E(X)?, soit :

V(X)=1

3) Si pile apparait deux fois plus souvent que face, on a P(pile) =§ et P(face) = % .

Appelons G le gain en euros a I’issue de I’expérience. On lance la piece.

Si pile sort, on lance un dé standard non pipé. Notons N la variable aléatoire donnant le chiffre obtenu.
Ona N(Q)=[1,6] et pour tout n€ [1,6],ona P, (N=n)= é

Ayant obtenu N =n, on choisit n nombres entiers distincts compris entre 1 et 20. Notons k le nombre de
multiples de 3 obtenus. Il y a 6 multiples de 3 entre 1 et 20 et n<6, donc ke [0,n].

Le gain algébrique en euros est alors G =3k —(n—k)=4k—n.

Les tirages des n nombres étant équiprobables, la probabilité d’obtenir k multiples de 3 quand on tire n
nombres parmi les 20 nombres entre 1 et 20 est :

6\ 14

k ){n—-k
siteyuN=m (G =4k —1n) = 0y
Si face sort, on lance choisit 3 cartes au hasard dans un jeu standard de 32 cartes. Notons C la variable
aléatoire donnant le nombre de carreaux obtenus. Il y a 8 carreaux dans le jeu et on tire 3 cartes, donc

P

m( . j
c){3-c
C() =[0,3] et pour tout ce[0,3], ona P, (C=c)=~—-——=.

y

Ayant obtenu C=c, on choisit ¢ nombres entiers distincts compris entre 1 et 15. Notons p le nombre
d’entiers pairs obtenus. Il y a 7 nombres pairs entre 1 et 15 et ¢ <3, donc pe [[O,C]] .

Le gain algébrique en euros est alors G =3p—(C—-p)=4p-C.

Les tirages des ¢ nombres étant équiprobables, la probabilité d’obtenir p entiers pairs quand on tire c
nombres parmi les 15 nombres entre 1 et 15 est :
P/\¢—P

Y

P(face)U(C:c) (G=4p-¢)=
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On a alors :

E(G) =P(pile) x 26: {Ppﬂe (N= n)i (4k =) XP 0 nen) (G =4k — n)}

n=l =
3 [
+ P(face)x {me (C=0)D_(4p—O)XP oy (G =4p— c)}
c=0 p=0

Apres moult calculs (que I’on peut faire a 1’aide d’un tableur), on obtient :

E(G) =ﬂz0,68 €
60

4) Notons H la variable aléatoire donnant le nombre d’honneurs obtenus. On cherche E(H) et o(H).

Il y a 16 honneurs dans le jeu et on tire 5 cartes, donc H(Q2) = [[0,5]] .

52
a. Les tirages de 5 cartes sont équiprobables et il y en a en tout { 5 j On a alors :

(5

Ainsi :
(16}( 36 J
> S Lk )I5-k
EH) = H=k)xk=) ~—~~——~xk.
(H) ;m Z =)
5
On obtient :
E(H):§z1,54
13

On a par ailleurs o(H) = \JE(H?)—E(H)® et :

5 740
E(H?) = H=k)xk*=—.
(H?) ép( ) -
Donc :
o(H) = @zo,%
2873

b. Si on tire avec remise, on effectue la méme expérience aléatoire (choix d’une carte parmi 52) cinq fois de
suite et de maniere indépendante. A chaque fois, on obtient un honneur ou pas. La probabilité d’obtenir un

honneur a chaque fois est p = g = % . On est en présence d’un schéma de Bernoulli et H suit une loi binomiale

de parametres n=5 et p= % Alors, E(H) =np et o(H) =/np(1-p), soit :

20 65

E(H =—=1,54 et c((H) =——=1,03
(=) 13 (=) 13
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5) a. Ona V(Y)=E(Y>)-E(Y)*>0 donc E(Y)*<E(Y?). Comme les valeurs de Y sont positives, on a

E(Y)>0 etdonc:
E(Y) </E(Y?)

b. Comme X suit une loi binomiale de parametres n et p, on a E(X) =np et V(X)=np(1-p).

Alors, E(Y2)=E{(§—p] }%E[(X—E(X)ﬂ: VOO _2U=D) gone E(y) < [ROTR)
n n n n n

ECY)

Pour tout réel € >0, I'inégalité de Markov appliquée a Y s’écrit P(Y >¢€) <——. Avec le résultat ci-dessus,
€

p(X

n

ceci donne immédiatement :

ZSJS—Vp(l_p)

evn

6) D’aprés I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, ona Vae R, P(IX-E(X)I>a)< V(f() , Soit :
a
2
PIX-plza)<sZ .
a

& 1—P(|X—u|20€6)21—i2.
o o

Comme les événements | X —pul> oo et | X—Wwl< oo sont contraires, on a :
1-P(IX-ulzo0)=P(1X-pl<ac)=P(p-ac<X<pu+ao).

D’ou:

P(u—occs<X<u+occs)21—i2
o

Exercice 3 | Couples de variables aléatoires

1) a. Ona X(Q)=Y(Q)=[Ln].
Comme X et Y suivent dans lois uniformes, ona V (i, j) € [L,n]*, P(X=1)=P(Y = j) = L
n

Posons Z=X+Y , comme, on a Z(Q)=[[2,2n]. Soit ke [2,2n]. Comme X et Y sont indépendantes, on a :

min(k—1,n)
PZ=k)= ) P(X=i)n(Y=))= D P(X=Dn(Y=k-i)
i+j=k i=max(l,k—n)
I<i,j<n
min(k—1,n) min(k—1,n) 1 1
= Y PX=ixP(Y=k-i)= > —=—5[min(k—1,n)—max(l,k—n)+1]
n

i=max(l,k—n) i=max(1l,k—n)
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Deux cas se présentent.

e Sike[2,n+1], alors max(l,k—n)=1 et min(k—1,n)=k—1, donc P(Z:k):k_zl.
n

2n+1-k

2
n

e Sike[n+2,2n],alors max(l,k—n)=k—n et min(k—1,n)=n, donc P(Z=k) =

Vérifions :

2n k-1 & 2n+1-k 1 (L 2l 1 (n(n+1) n(n-1
2 PZ=Kk)=3% NERRY Z—2=—2(Zk+zkj=—2( (2 ) (2 )jzl.
k=2 k=2

k=n+2 n n

=

b. Ici, n =4, donc XY prend ses valeurs dans [[1,16]] (mais toute valeur de cet intervalle n’est pas prise).

Plus précisément, on peut faire un tableau donnant les valeurs de XY :

X\Y|1[|2|3 | 4
1 [1]2|3 | 4
2 |24 6|8
3 13(6]9]12
4 (418|121 16

On a alors XY (Q)=1{1,2,3,4,6,8,9,12,16} et la probabilit¢ de chaque case du tableau ci-dessus est égale a

ixz = i6 (car X et Y sont indépendantes). On obtient la loi :
k 1 2 | 3 4 | 6 8 9 |12 | 16
pxy—p | L 22322121
16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16
On vérifie bien que la somme vaut 1.
2) a. Ondoitavoir » P(X=i,Y=j)=1.0r:
1<i,j<n
n n n n 2 +1 2
3 PX=i,Y=j)= 3 axixj:aZZij:a(Zij S j|=a D
1<i,j<n 1<i,j<n i=l j=1 i=1 j=1 4
Donc :
. 4
n*(n+1)°

b. Pourtout je[L,n],ona:

N . ) = . N n(n+1)
P(Y = ZEPXZI,YZ =§a><1>< =ax ><§1: .
( J) i=1 ( J) i=1 ! ! i=1 n2 (n + 1)2 2

Soit :

2]
n(n+1)

P(Y = j)=
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. . ~ . .. 2
¢. On montre comme ci-dessus que X suit la méme loi que Y. Alors, pour tout (i, j) € [[1, n]] ,ona:

) ) 2i 2j . . ) )
PX=1)xP(Y=))= X = XiXj=axXiXj=P(X=1,Y =)).
( XPOY=)) n(n+1) n(n+1) n’(n+1)> ! =K D
Ainsi :
X et Y sont indépendantes.
d. Ona:
4 n(n+1)(2n+1)
P(X=Y P(X=1Y =1 axi’ =ax .
( )= z( )= Z 121: nz(n+l)2 6
Soit :
P(X=Y):2(2n+1)
3n(n+1)

3) Ona X()=Y(Q)=[0,n] et pour tout ke [0,n]], P(X=k) = (Ejpk(l—p)“_k et P(Y=Kk)= Ll :

n+
Ona:
2
E(Z) = E(X+Y*) =E(X)+E(Y*) =np+ Y K*P(Y =k) = np+z K _ pt_L B@+DCn+D)
k=0 n+l1 n+1 6
Donc :
E(Z)zn(p+2n+1j

Par ailleurs, V(Z)=E(Z*)-E(Z)* avec :
E(Z*) = E((X+Y2)2)= E(X*+2XY*+Y*) =E(X?*)+2E(XY*)+E(Y").
Comme X et Y sont indépendantes, X et Y le sont aussi et E(XY?)=E(X)E(Y?). Alors :

V(Z) = (E(X?)+ 2E(XE(Y?) + E(YY) - (E(X)+ E(Y?))
=E(X*)+2EX)E(Y?)+E(Y")-E(X)* - 2E(X)E(Y?)-E(Y?)?
=E(X®)-EX)*+E(YH)-E(Y?)?* =V(X)+E(Y*)—-E(Y?)?

n(2n+1) ot

Ona V(X)=np(1-p), E(Y*)= .

B(Y*)= Zk“P(Y )= Z _Lik4:n(2n+1)(3n +3n-1)

on+l n+1iS 30
Donc :

V(Z)=np(l—p)+ n(2n+1)(3n*+3n-1) _(n(2n+1)j2

=np(l-p)+
30 5 pd-p)

6 5 6

Soit finalement :

n(2n+1)(n+2)(8n-3)

V(Z)=np(1—-
(Z)=np(l-p)+ 150

n(2n+1)(3n2 +3n—-1 n(2n+1)

J



