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Corrigés des TD du chapitre 11

Exercice 1

Pour tout ne N et tout 1€ [0,1], " €[0,1] et la fonction f, :t+> f(¢") est définie sur [0,1].

e Pour tout ne N, f est continue sur [0,1] comme composée de fonctions continues (donc I, est bien
définie).

* Pourtout 7€ [0,1[, lim " =0, et par continuité de fen 0, lim f,(r)= lim f(t")= f(0).

n—+oo

De plus lim f ()= lim f{d)= f(1). Donc, (f,),.y converge simplement sur [0,1] vers la fonction

{f(O) quand 7€ [0,1]
H

0 diel qui est continue par morceaux sur [0,1].
quand ¢ =

e La fonction f est continue sur le segment [0,1], donc elle est bornée : il existe M € R, tel que | f | <M.

Alors, pour tout ne N et tout te[0,1], fn(t)|:‘f(t")

<M et t— M est continue par morceaux et

intégrable sur [0,1].

Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée :

tim 1, = lim [ f,(dr=] 01|:nl_i)r£1m f (t)}dt =[ £t

n—+oo

Soit :

lim 1, = £(0)

n—>+oo

Exercice 2

+ oo
4 . a

La série Z|an| converge (donc Zan aussiet a, >0)et S(x)= Z—”‘x” .
n=0 n.

Comme a, — 0, la suite (a,),_, est bornée : il existe M € R, tel que pour tout ne N,

a|<M .

n n

X X a ) ..
' xl EM—— et M—— —0, donc (—”'x"j est bornée et ainsi, le
n! n! n! n! ) s

n

a, .|_la,

On a alors pour tout xe R, '
n!

(. N a e .
rayon de convergence de la série enticre Z—"' x" est infini, autrement dit :
n.

S est définie sur R.

Ona:
1 :IJWS(X)E_de:j;w(z%xnje—xdx:j;m(z%xne—xjdx:j(jm(zfn(x)jdx
n=0 . n=0 . =0

a - X
avec f (x)= —”'x"e pour tout ne N et tout xe R.
n.
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Pour tout ne N, la fonction x> x"e™" et donc f, sont continues sur R (produit).

- x/2 x/

De plus,ona x"e "= o (e ") etlafonction x> e” 2 est intégrable sur R, . Alors, x+ x"e™" et donc f,

x—+oo

sont intégrables sur R, .

Et, pour tout ne N et tout X € R, , on a par IPP :
X n+l _—x | _ ntl—x X _ X _ n_—x _ n+l —-X X n_-—x
IO x"e dx-[ x"e l) IO ( (n+Dx"e )a’x— X"e +(n+1)_[0 x"e “dx.

Donc :
tee n+l —x tee n_—x
IO x"e dx:(n+l)_[0 x"e “dx.

X

)
Comme x> x"e " est positive et non nulle sur R, , ona J-O x"e *dx >0 et ainsi, pour tout ne N :

+ oo
IO x"Me dx
=n+l.

+o0 B
I x"e “dx
0
Avec un produit télescopique, on obtient pour tout ne N :

+oo _ +oo +oo a +oo —
_[( x"e de:n!jo e ‘dx=n! = jo fn(x)dx:—”'vfo x'e'dx=a,.
)

n!

Ainsi :
® pourtout ne N, f estcontinue et intégrable sur R, ;

X

e Jasérie z f, converge simplement vers x — S(x)e ", qui est continue (et méme de classe C ) sur R

(car produit d’'une somme d’une série entiere et d’une fonction exponentielle) ;

o X[,

Donc :

= Z |an| converge.

x> S(x)e” " estintégrable sur R, et jom S(x)e "dx= ZJ'OM f,(x)dx = Zan .
n=0 n=0

Ceci revient a dire que :

+ oo
+ oo
I= jo S(x)e “dx converge et vaut Zan .
n=0

Exercice 3

t

1) a. L’intégrale I = I(:m dt est impropre en 0 et + oo . Mais :

e —

e |im - =1 donc t—
14}06—1 el_

se prolonge par continuité en O ;

t _ . _
° —= 0 (e ”2) et et la fonction - e
e -1 t—+oo

t/2

est intégrable sur R, .



PSI*

+ oo
Donc, [ = I . dt converge, autrement dit :

e —1

I est bien définie.

b. Pourtout te R’

., ¢ '€]0,1[, donc la série géométrique Z(e")” converge et :

foo +o0 -t
_ _ _ e 1
ze (n+1)z:e zz(e t)n: _,: [ )

e —1

n=0 n=0 I-e

D’ot, pour tout te R, :

c. En intégrant par parties, on a pour tout ne N ettout X e R, :

X 1 X 1 X
J’ te—(n+1)zdt _|_ te—(n+l)t + e—(n+l)tdl_
0 n+l n+17J0

X X
:[_Lte—(m—l)r} + 1 {_ 1 e_("ﬂ)'}
n+l o n+ll n+l 0

— 1 X+ 1 —(n+) X #
n+1 (n+1)* (n+1)?

Et en faisant tendre X vers + oo, on obtient pour tout ne N :

[ 1 .
0 (n+1)

Alors, si on note f, :t > te” "V

pour tout ne N,ona:
e pourtout ne N, f estcontinue et intégrable sur R, ;

o z f, converge simplement vers ¢ - ’—1 , qui, prolongée par continuité en 0, est continue sur R, ;
e —_—

+ o0 +o0 1
* ZIO fnZZIO fn(t)dt:Zm converge.
Donc :
+oo T2 it +oo 1 =1
.[0 e’_ldt_;jo f”(t)dt_;(n_i_l)z_;?'
Soit :

J’om e’t_ldt:%
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2) a. Posons f(x,t)= tl ¢ 1 pour (x,1)€ |—1,+0o[x]0,1[.On a pour tout xe | —1,+ oo :
nt nt
lim— quand x<0
-0t " Int ‘1
lim £ (x,) =1 lim0 quand x=04=0 et lirrllf(x,t):xlirr(l)e—zx.
r— r— r— u—> u
lim_—1 quand x>0
1-»0]1nt
Donc, t+ f(x,t) est prolongeable par continuité en O et 1. Alors :
® pourtout xe |—1,+0o[, t+> f(x,t) est continue et intégrable sur ]0,1[ ;
e pourtout re ]0,1[, x> f(x,t) estde classe C' sur |—1,+ o[ avec g—f(x,t)ze““’ =1
X
af xInt .
® pourtout xe |—1,+ o[, tl—)a—(x,t)=e est continue sur ]0,1[ ;
X

Enfin, pour tout a€ | —1,+ o[ et pour tout x& [a,+ o[, on a pour tout z€ ]0,1[:

0
a—f(X,l) — exlnr S ealnr :ta .
X
.. . y 1 1
Et ¢+ t° positive, continue et intégrable sur ]0,1[ (avec jot dr = —1).
a+

Alors :

J :xH.[Olf(x,t)dt est de classe C' sur [a,+ oo[ avec J'(x):I;g—f(x,t)dt=.[;txdt:%
X X

Ceci étant vrai pour tout a€ |—1,+ o[ :

.. 1
J est définie et de classe C' sur ]—1,+ oo[ avec pour tout xe |—1,+ o[, J'(x)z—l.
X+

1 ) .
b. Avec J'()c)=—1 sur ]| —1,4 o[, on a immédiatement pour tout x& |—1,4 oo :
X+

J(x)=In(x+1)+k

ou k est une constante.

On a vu dans I’exercice 2)k. du TD 9 que ;tl—_ldt =In2,soit J1)=In2.
nt

Or, J)=In(1+1)+k=In2+k donc k =0 et finalement pour tout xe | —1,+ o[ :

J(x)=In(x+1)
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Exercice 4

Posons f(x,t)=————.
1+t +e

e La fonction fest définie sur RxRR, .

e Pourtout xe R, t+ f(x,¢) est continue sur R, .

et r—
? 1472

® Quel que soit (x,7)e RXR,,ona 0< f(x,7) <
J-OM f(x,t)dt converge.

Ainsi :

F est définie sur R..

a

Pour tout (a,b)e R* tel que a<b,on a e <e
f(a,t) < f(b,t) avec égalité en t =0 uniquement et ainsi :

F(a)<F(®).
Ceci prouve que :

F est strictement croissante sur R .

Ona:
+eo (dt 1 Y
F(0)= =—=| arctan| —— .
O=[ "> ﬁ{ (ﬁﬂ
Soit :
o
F(0)=——=
22
Pour tout (x,f)e R_XR,,ona 0< f(x,f)S—=¢", donc:
OSF(X)SI+Wedet:|:lext} :_l.
0 X 0 X

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :

lim F(x)=0

X—>—oo0

On avuque f:(x,)>———
I+t +e "

donc continue par morceaux, sur R, .

est intégrable sur R, , donc I’intégrale

" pour tout € R, avec égalité en =0 uniquement, donc

est définie sur Rx R, et que pour tout xe R, t+> f(x,f) est continue,
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De plus, pour tout (x,7)e R, xR, on

1
> quand =0
ft)———@1) = 1
~ quand >0
1+¢
La fonction ¢ est continue par morceaux sur R, .
. 1 . .
Enfin, pour tout (x,1)e RXR,, ona | f (x,t)| < s et s est continue par morceaux et intégrable sur
+1

R, . Donc, d’apres le théoréme de convergence dominée :

. ) +oo dt +oo (dt o
Iim F(x)= lim T:I :[arctanzf]+
x> +oo xo+0d0 |44 e ™ 0 14t 0
Soit :
. T
lim F(x)=—
X—>+oo0 2
Exercice 5

cost

1) Pour tout xe Ri, =
t+x

PP . T . P ¥
est définie et continue sur [O,E} , donc f est bien définie sur R, .

De plus, pour tout ae R,

cost
® pourtout xela,+o[, t+=>
t+x

. o
est continue sur {O’E} ;

est continue sur [a,+ oo[ ;

4 cost
® pourtoutte|0,—|, x>
2 t+x

v cost _ cost cost ) . T
® pour tout (x,t)€[a,+oo[X|0,—|,ona 0<——< et t— est continue et intégrable sur | 0,— |.
2 t+x t+a t+a 2
/2 COSt . . .
Donc, f(x)= I —dt est continue sur [a,+ o[ . Ceci étant vrai pour tout ae R,

fest bien définie et continue sur R, .

2) Pourtout xe R’ ,ona

©2COSt w2 COSt 2 COSt COSI n/Z—lCOSt
0= [ gy [ g [t g

t+x 0 \rt+x x(t+x)

Alors, pour tout xe R,

2 [ COSt /2t COSt 1 pn2 1 -2
= —_— < [ —_
|g(x)| IO ) dt < jo = dt = IO tcostdt = e

Donc, on a bien :

¢()= 0 (iJ
x—+oo| x
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Ona:

n/2 COSI v[TE/ZCOSI

sw=["" L= f (0= [ " costdr = f (1)
X

Or, g(x)= O (LZJ implique g(x)= o (l)donc:
X

X— + oo X—>+oo X

g =f)-~= o H
X x>

Ce qui implique :

3) Pourtout xe R’ ,ona

n/2 cOSt w2 ] m2cost —1
hx) = I t+xd_j<> t+xdt_j° t+x ar-

1 .
Or, ——t* <cost—1<0 sur R, , donc sur {O,E}, d’ou pour tout xe R,
2 2

2

2] — cost /2 1 /2 T
|(x )|_J' o —J' —d _—J'O tdl—E.

T 1 "
Or, j /z—dtzln E+x —In x, donc pour tout xe R
0 f4x 2 ’

2
L
<—.

|h(x)| =f(x)—In (g+xj+lnx

Alors, pour tout xe 10,1 :

2
FLC - )+l < — f(x)+1nx—ln(£+xj+ln(£+xj <! n—+ln(£+xj .
~lnx | —Inx ~Inx 2 2 ~lnx[16 2
2
Et comme lim Jt—+ln(£+xj =0, on obtient par comparaison, lim f ) =1, soit :
=0\ —Inx| 16 2 x=0"—Inx

f(x) ~ —Inx

x—0

Exercice 6

—x2(1+%)

1) Soit f(x,t)= . Cette fonction est définie sur R x[0,1] et :

e pourtout xe R, > f(x,t) est continue, donc intégrable, sur le segment [0,1] ;
e pourtout te[0,1], x> f(x,1) estde classe C'sur R ;

of

e pourtout xe R, > a—(x,t) =—2xe " est continue sur [0,1] ;
x
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o
ox (x.0)

— 2 (1412)

e pour tout (x,7)e Rx[0,1], < (@il suffit d’étudier x> 2xe sur R) et la fonction

e(1+1%)

2 . )
> -— est continue, donc intégrable, sur le segment [0,1].
e(1+1%)

. L., 1 _52 2
Alors, la fonction F est de classe C' sur R, de dérivée x> —2 .[ ,xe HOqt .

x2

La fonction x+> e " est continue sur R, donc g: x> I . e "dt est de classe C' sur R. Comme G = g, G

est aussi de de classe C' sur R et G'=2g'g .

Finalement :

F et G sont de classe C' sur R et pour tout xe R, F'(x)=— ZI()lxe")‘z“”z)dt et G'(x)=2e < j: e "dt.

2) Comme F et G le sont, F+G estde classe C' sur R et pour tout xe R :

F'(x)+G'(x)=- ZI;xe_xz“”z)dt +2e" J-Ox e dt=2e" (J-: e_’zdt—J-lee_(”)zdt) :

1 X
En posant u = xt, on obtient jo xe " dr = IO e du et ainsi, pour tout xe R, (F+G)'(x)=0, donc ;

F + G est constante sur R .

— X2 (1412) _ e—x2

3) Pour tout pour tout (x,7)e Rx[0,1],ona e e ¥ <e® donc pour tout x€ R :

e X2 (1412)

1417

_2 1 T _2
dt<e J- dt=—e" .

[F|=F( =], =

D’apres le théoreme des gendarmes, on obtient immédiatement :

lim F(x)=0

x> +oo

L too 2 . . _ 2 1 +oo 2
Remarquons préalablement que J-O e "dt est impropre en +oo, mais e’ = o (—j, donc .[ e " dt

t—+oo t2 0
converge, donc :

x 2 2 +o0 2 2
lim G(x)= lim (jo o~ dt) :(IO e"dt) .

X—+oo X—>+oo

Comme F + G est constante sur R, on a, avec lim F(x)=0=G(0) :

X—>+oo0

lim [F()+G)]=F0)+G(O) (jo”"e-'zdz) =F(0)=j011f;=§.

+oo 2 .
Et comme .[ . e " dt >0, on obtient :

J‘Me_'zdt = Jr
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2 . too 2 +oo 2
4) Comme t+> e " est paire sur R,onaJ- e’a,’t=2'|-0 e "dt,donc:

Ij: e dt=~In

) e ! . .
Remarquons préalablement que _[ . Tdt est impropre en 0 et + oo, mais :
t

11
~ —= donc I —=dt converge ;
N/

e £ - (lzj donc J.lmizdt converge.
t

Ainsi :
+eo @ !
I —=dt converge.

N

En posant u =\/; dans Emert, on obtient :
t
to @ ! teo 1 B too o
.[0 jdt=2j0 e 2—\/;dt—2-[0 e du.

Soit :

Exercice 7

1) Pour fe E, posons h(x,t)=e " f(t).

Soit xe Ri. Comme f € E, la fonction ¢+ h(x,t)=e " f(¢) est continue R . De plus, f(t)| = O (1), donc
0

e\ f (t)| = HO+ m(e‘)") . Or, I’intégrale I “e¥dt converge (car x>0), ce qui permet de conclure que :

(f) est bien définie sur R, .

Pourtout ke N,ona:
pour tout 7€ R, la fonction x> h(x,t)=e " f(t) estde classe C~ sur Ri avec :
0"h

ox*

(x,)=(=0"e " ft) ;

R ) o h _ )
pour tout xe R, la fonction ¢ > a—k(x, 1)=(=1t)e f(t) est continue sur R, ;
X
k —xt k —xt 1 tee k —xt - . akh
= 0 (t'e”)ett'e”= o |- | donc J- t"e " dt converge et ainsi, 1 > —(x,1)
e 0 ox

t—>+oo\ f

de plus ,

o“h
o &0

est intégrable sur R, ;
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k
h k _—at
t— —x,t
aX,(( )

® pour tout ae Ri et tout (x,r)efa,+[XR_, on a <t'e“f(t) et on vient de voir que

+9

t>te”“ f(t) est continue et intégrable sur R, .

+o0 * .
Alors, x+— .[0 e " f(t)dt estde classe C~ sur [a,+ o[ pourtout a€ R, , soit pour tout f € E :

S(f) estdeclasse C~ sur R, .

De plus, on a pour tout ke N, 7/ (f)® x> | 0+°°(— He™ f£(t)dt .

2) Soit fe E.Onveut lim J'(:we""f(t)dt.

Comme fest bornée sur R, , il existe M € R, tel que pour tout re R, f(t)| <M et:

e _M
f(z)|szMj0 e dr=—.

|7 ()| = ‘J-(:we_"’f(t)dt‘ < J-(:w‘e_"’f(t)‘dt = jo”"e-*’

Ceci donne immédiatement :

lir£1w S(fH)x)=0

. in¢
3) Soit g:tl—)L.
t

. . . . . sint
La fonction g est continue sur R, en tant que quotient de telles fonctions et, comme hn(l]—:l, elle se
t— l‘

prolonge par continuité en 0 en posant g(0)=1.
La fonction ainsi prolongée, renommée g, est continue sur le segment [0,1], donc y est bornée et pour tout

sint| 1 . .
te[l,+o[,0ona |g(t)| :uS—Sl, donc g est aussi bornée sur [1,+ oof .
t t

Ainsi, g est bornée sur [0,1] et [1,+ o[, donc sur R, , ce qui prouve que :

. sint o .
La fonction ¢t — —— se prolonge par continuité en une fonction g de E.
!

D’apres la question 1, on a pour tout xe R, “(g)'(x) = J-Om (—t)e " g(t)drt, soit :

) oo i t +oo . +oo — x+i)t
S w=["ne S a=-], e sintdi=Tm(= [ e ar)
—x+i o x +1 0 x +1

, 1
W=

Soit pour tout xe R, :
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On a alors pour tout x€ Ri, (g)(x) =—arctan x+ C ou C est une constante d’intégration.
N . . > . T i
Or, d’apres la question 2, lim ~’(g)(x) =0, soit — 5+ C=0etdonc C= 5 .

Finalement, pour tout xe R, :

(@) (x)= g— arctan x = arctan (lj
X

Exercice 8

1) Posons f(s,x)=e“x*" pour tout (s,x)e R, xR’ .
e Pourtout xe Ri fixé, la fonction s +— f(s,x) est de classe C ™ sur Ri avec, pour tout ke N :

o' f
os*

(s,x)=(nx)" e x*".

k
e Pourtout se Ri ettout ke N, x> —{(s, X) est continue, donc continue par morceaux, sur Ri .

e Pourtout ke N, tous a,be R, tels que a <1<b et tout (s,x)€ [a,b] xR, :

kK _ _
|ln x| e *x*" pour x<1

" f
os*

(s,x)|= |1n x|k e X < o(x) =

|In x|k e*x"" pour x>1

La fonction ¢ est continue (méme en 1 ou elle vaut 0), donc continue par morceaux, et positive sur Ri et:

a a a a

kK —x a- k oy 5 571 51 ) k oy 5 .
o pour x<1, (p(x):|1nx| e x! :|1nx| e "x*x? = o (x* ) (car hm|lnx| e “x* =0 par croissances
x—0 x—0
a p
comparées), et I'intégrale de Riemann joxz dx converge (car E—l >—1), donc I)(p(x) dx converge ;
C

~x""' =0 par croissances comparées),

X—>+oo0

o pour x2>1, (P(x)=|lnx|k e X" = o (izj (car lim |lnx|ke
x—=+oo| x

y . +oo X +oo
et I’intégrale de Riemann I — converge, donc I ¢(x)dx converge
X

Ainsi, la fonction @ est intégrable sur Ri .

Tout ceci permet de conclure que I est de classe C  sur tout [a,b] C Ri (avec a<1<bh), donc:

[ est définie et de classe C~ sur R’ .

S

De plus, on a pour tout ke N, I'*(s) = .[Om(ln x) e*x"'dx pour tout s R.

2) Pour tout s€ R", on a en intégrant par parties (on vérifie que toutes les intégrales convergent) :

Hoo g e Hee s—1 _—x © sl _—x
1“(s+1):J'0 e‘xxsdx:[—e_quo +IO sx* e dxzsj xe7dx .

+
0
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Soit pour tout s€ R,

I'(s+1)=sI(s)

3) OnaI'(l) = J‘(:we_"dx = [— e""}gw , donc :

r()=1

On a pour tout me N, on a I'(m+1)=mI'(m). Une récurrence simple permet de prouver que pour tout

me N, I'(m) # 0 et on peut alors écrire pour tout me N" tel que m>2 :

Contl) _ _ 3LGk+) 1, _ Tom

- o I
L'(m) Lty A ) =(m-1)! = T(m)=(m-1)!

La relation reste valable pour m =1 et ainsi, pour tout me N :

I'm)=(m-1)!

1 T +eo @ " . )
Onal|— =I e "x? dx:j —=dx et d’apres I’exercice 6 :
2 0 0

Jx

On a pour tout me N, on a F(m+%j=F(m+%+1j:(m+%jr(m+%j.

Avec F(%j =+/T #0, une récurrence simple permet de prouver que pour tout me N, F(m +%j #( et on peut

alors écrire pour tout me N :
F(m+;j 1 - F(k +§j F(m+;j - 1
—=mt+— = = =[]l k+= |-
2 20 1 1 20 2
I k+— I —
2 2
. 1 (2m)! _ (Cm)!

1 m—
ks =TTk +1 _—1><3>< X(2m=3)x(2m—1)=— _ .
H( j 2" 11( ) X = = i @m—2)x(2m) 2" m]

JEE G

La relation reste valable pour m =0 et ainsi, pour tout me N :

r(m+lj:ﬁ 2m)!
2 m!

Et:

Ainsi, pour tout me N :
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4) En prenant s =1 dans la relation de la question 2, on obtient I'(2) =1°(1).

Or, on a vu que I" est dérivable sur [1,2], donc on peut utiliser le théoreme de Rolle pour conclure que :

Il existe ave |1,2[ tel que I''() =0.

On a pour tout se Ri , T'(s) = J‘Om (Inx)*e¢*x'dx =0, donc :

. *®
I'' est croissante sur R, .

Comme I'' est croissante sur Ri ets’annule en e ]1,2[,ona I''(s) <0 sur ]0,a] et I''(s) =0 sur [o,+ oo

Alors :

I" est décroissante sur |0, 0] et croissante sur [Ot,+ oo .

Pour construire le tableau de variation complet de I, il faut déterminer ses limites en 0 et + oo.

On a vu que pour tout me N, I'(m)=(m—1)! donc lim I'(m)=+oo et la fonction I' n’est pas bornée au

m—+oo

voisinage de + . Comme elle croissante sur [o,+ o[, on a :

lim T(s) =+ oo

s>+

On a vu que pour tout se Ri, I'(s+1)=sI(s). Or, I'" est continue sur Ri ,doncenl1,d ou:
ling I'(s+1)= lim1 I'x)=I'1)=1.

Ainsi, lirr(l) sI'(s)=1, donc :

I'(s) S:()% et limT(s) = +eo

On obtient le tableau :

s| 0 o + o0

+ + ©

r \ /'

I'(ov)

5) Par convexité de la fonction exponentielle, on a 1+u < ¢e" pourtout ue R.

X

X ) X - . N ) .
Avec u=——, on obtient pour tout xe[0;m], 0<1—-—=<e ™. En élevant a la puissance m, ceci donne pour
m m

tout me N” et tout xe [0;m] :
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On a pour tout me N et tout xe [0;m] :

m —-x+ o (1)
(1—ﬁj :eXp{m ln(l—ﬁﬂ=exp{m(—i+ 0 (ijﬂze " o=e "+ o ().
m m m m—+=\'m m—>+oo

m
) X _
lim (1——) =e "
m—>+oo m

Donc :

, . ) x Y . )
6) Pour tout réel s>0 et tout me N, la fonction x— (1——) x'" est continue sur [O, m] et, en posant le
m

changement de variable t = (x> - est de classe C', bijective de [0,7] dans [0,1]), on obtient :
m m

J M(I—ﬁj X dx= [ (=0 (mty = [ (-0t

0 m

c .z . m 1 s [N
En intégrant par parties entre a€ |0,1] et 1 (#+> (1-1)" et t > —¢"sont de classe C' sur [a,1]), on aboutit a :
s

L pampet | mﬁl_l_ T gy G T g s
L(l—t)t dt—[(l 1) J j[ m(1—1) ]sdt— (1-a) s+sja(1 " 'tdt .

a

Et en faisant tendre a vers O (les intégrales, impropres en O seulement, convergent car (1—¢)""'t* ~0t“' et
rt—

(1=-0)"t" ~ ', et,comme s>0, les intégrales de Riemann I . *7'dr et jot‘dt convergent), on obtient pour
t—>0

tout réel s >0 ettout me N :
1 m g s—1 _E 1 _ p\m-lys
jo(l—t) t dr_sjo(l 0" 'tdr .
Alors :

! _pymgs—l _ﬁ 1 _pym-lys _ﬂ ! _p\mlo, s—1 __ﬂ ! g \mgs—1 ﬂ ! _ g \ym—ls-1
jo(l "t dt_sjo(l 1) tdt_sj'o(l " =1+ dt = Sjo(l "t dz+sj0(1 "'t .
D’ol, pour tout réel s >0 et tout me N :
1 m g s—1 _ m 1 _ pym-l sl
jo(l—t) t dr_—Hij(l "' dr

Pour s >0 fixé, posons alors, pour tout me N "

_ (s+D(s+2)...(s+m)

m!

I

m

1
j [A=n"rdr.

On a alors pour tout m =2 :

I - m (s+1)(s+2)...(s+m)Il(l_t)m,lts,ldt:
s+m m! 0

(s+D(s+2)..(s+m-1)
(m-1)!

1 m—1 _s—1 _
J-o(l_t) Pldr=1 .

La suite (7,,) est donc constante. Ainsi, pour tout pour tout me N :

"
meN

1
— _S+1 1 s—1 _ 1 s—1 _ 1 lel _ i _l
Im_l_—jo(l—t)r dt_(s+1)j0(1—t)r dt—(s+l)mjot dr{ } =

1
|
1! SO
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(s+D(s+2)...(s+m)

m!

On a donc

! 1 .. . .
J-O (1—1)"t""'dt = — et ainsi, pour tout réel s >0 et tout me N :
s

m( X jm s-1 m'm!
j I-— | x"dx=
0 m s(s+D(s+2)...(s+m—1)(s+m)

7) Soit un réel s >0 fixé. Posons pour tout me N” et tout xe R, :

x m
. 1-=| x*' pour xe[0;m]
Y@ = f, (1) = ( mj P
0 pour xe& [m;+ oo
e Pourtout me N, f,, estcontinue sur R, (méme en m, ou elle vaut 0).

e D’apres la question 5, on a pour tout xe R, lim f (x)=7(x) avec ycontinue sur R, .
m—+oo

[ (0| = f£,(0) < y(x).

* A nouveau d’apres la question 5, on a pour tout me N" et tout xe[0;m],

Ceci reste vrai pour x € [m;+ o[, donc pour tout me N" et tout xe R, :

£ ()< 7).
Et yest intégrable sur R, (d’intégrale I'(s)).

Alors, on a :

lim j;wfm(x) dx = j;wy(x) dx=T(s).

m—>+oo

Or, d’apres la question précédente, on a pour tout me N :

+o0 o ) B m!'m’
IO fm(x)abC—j0 (1—;) xdx

T s(s+1)..(s+m)

Ainsi, pour tout réel s >0 :

m!m’

lim
mo+e g(s+1)...(s+m)

=I'(s)

8) On pose pour xe [l;4 oo :
o) =[""n(T@0)dr=[""In (L)) dr - [ (@) dir .

La fonction @ est dérivable sur [1;+ o[ en tant que différence de telles fonctions et pour tout xe& [1;+ oo :

C(x+1)
r'x) )

¢'(x)=In(T'(x+1))-In(I(x)) = ln(

Or, d’apres la question 2, on a I'(x+1) = xI'(x), donc pour tout xe€ [1;+ oo :
O'(x)=Inx.
Alors, @'(x) 20 sur [1;+ o[ avec @'(x) =0 en 1 uniquement, donc @ est strictement croissante sur [1;+ oo[.

De plus, avec @'(x) =In x, il existe une constante C telle que pour tout xe [1;+ o[, @(x)=xInx—x+C.
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Onaalors lim @(x)=+co.

X—>+oo0

D’apres la question 4, on a le tableau :

s |1 o 2 + 0
: / i
nay////
D’ou le tableau de signes :
s 1 2 +
In(L(s)) | 0 -0 +

On a alors @(1) = .[ In(T'(t))dt <0 et pour tout ne N tel que n>2, @(n) = .[ n(I(1))dt>0.

Comme pour tout ne N, u, =@(n), la suite (u,) .- eststrictement croissante, strictement positive a partir du

rang 2 et de limite infinie.

n

Ceci permet de conclure que la série z -
u

n

vérifie le critere spécial des séries alternées a partir du rang 2 et

donc que :

n

converge.

La série Z -
u

A A A A A A A A A A A AN A AN A A AN A A A A A AN A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN A AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN AN

Exercice 9

Soit la fonction f:(x,t) > f(x,1) =1 ! arctan( j définie sur R, xR’ .
+1? t

e Pourtout xe R,, t+ f(x,7) est continue (comme produit de telles fonctions) et intégrable sur Ri (car

T . *
pour tout (x,7)e R XR+, f(x, t)| —ett— ~— estintégrable sur R ).
>2 1+ 2
1 ’ af 1 !
e Pourtout re ]R , x> f(x,t) estde classe C sur R, (car arctan I’est), avec — (x,t) = -5
ox I+t7t"+x
of . . .
e Pourtout xeR_, t a—(x,t) est continue sur R, (c’est une fonction rationnelle).
X

e Pour tout réel a >0 et tout (x,7)€ [a;+ o[ xR

0 0 1
L) =Lxn <
o0x o0x 2a1+1

1 «

Et, t—>— est continue et intégrable sur R, .
2a 1+1
. o 1 t
Alors, la fonction F : x> .[ : arctan( )dt est C' sur [a;+ oo[, de dérivée F' xHJ- -——dr.
0 147 t 1+t +x

Ceci étant vrai pour tout réel a >0, Fest C ' sur ]R*+ , avec pour tout x € ]R*+

t
1+ £+ x°

dﬁ

F'(x)= j
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De plus, pour tout (x,7)e R, xR,

1 t t t
(x*=1) =
1+22 2 4+x% 1+1% 2 +x°

Donc, pour tout xe Ri

t 1 1+ )]
-DF — dt=|—In =Inx.
(O -DF ()= j (1+t t2+x2j {2 (rﬂfﬂo *

. 1 o1 1 1 1 ) .
Alors, pour tout xe R, \{1}, F'(x)= ?x et comme lim 2n =lim nx et F' continue sur R,
x =1 xolx” —1 X—>1x+1x 1 2
(donc en 1), on a pour tous €, x€ Ri
1
F(x)=F(e)+ j g Q).
Or, on a vu que :
e pourtout xe R , = f(x,7) est continue sur Ri ;
® Dpourtout e R , X f(x,t) est continue sur R,
. 1
® pourtout (x,t)e R, xR, f(x,t)|$ > n, 5
1+¢ +t
Alors, F est continue sur R, et lirr(l) F()=F(0)=0.
) Int x Int x Int )
Par ailleurs, 2—1 ~0—lnt et > 1Int est intégrable en 0, donc hn(1) 2—1dt: IO > 1dt et en faisant
t f— €—> €—> t f— l‘ —

tendre e vers 0 dans la relation (1), on obtient pour tout xe Ri

Jﬂm ! arctan( jdt—r lntzdt
0 1442 01—t

Exercice 10

Comme f est strictement croissante sur R, et f(0)>0, alors f(x)>0 pour tout xe R, .

Comme lim ¢(x)=+ oo, alors il existe a€ R, tel que pour tout x& [a;+ o[, ¢(x)>0.

X+

1) Soitunréel r>¢,. Pour tout xe [a;+oo[,ona ¢(x)>0 et f(x)>0, donc:
<e " fx)<e ™ f(x).

+oo +o0
Comme IR e Y f(x)dx existe, j e "™ f(x)dx converge, donc par comparaison , j e " f(x)dx
a a

+

converge aussi et, comme j ~W £(x)dx est définie, .[ e ™ f(x)dx existe. Ainsi :

+

La fonction F est bien définie sur [#,,+ oo .

Si t,=0, alors F est définie sur [0,+oo[, donc sur [t,+oo[ pour tout #, € R, (qui peut le plus, peut le
moins...). Ainsi :

On peut se contenter d’étudier le cas ou 7, =0.
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2) On prend ici ¢ =id (qui vérifie bien les hypotheses sur ¢). On a donc pour tout 7€ [0,+ oo :

F(t)= j;“e-”‘f(x)dx.

a. Soitunréel o >0.

Soit t€ [1,+ o[ . En effectuant le changement de variable u =t x, on obtient :
rwe_”f(x)dx = rwe_”f(ﬁjﬁ =1rwe_”f(zjdu )
o 1ol t t t to t
u

u . .
Comme 7€ [l,+ o[, —<u pour tout u€ R, et, comme f est strictement croissante, on a f( )S f(u).
t t

Comme F(1)= j;we_"f(x)dx est défini, rwe‘”f(u)du converge et on a rwe‘”f(u)du < I(:we‘”f(u)du car

festpositive sur R, . On peut alors écrire :

0<[ e f(x)dx slj+°°e—“f(u)du slj+°°e-“f(u)du :
(o4 tYJto t 0

. lpre
Et comme lim - e " f(u)du =0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :

t—>+oo f 0

im [ e f(x)dx=0

t—>+ocd

En reprenant I’expression établie ci-dessus, on a pour tout t€ R, :
teo —tx teo —u u
tj e f(x)dxzj e"f|—|du.
o o l‘

Et pour 7€ [1,+ o[, la croissance de f permet d’écrire e “ f (zj <e " f(u) pour tout ue [taL,+oo . Alors :
t

osrﬂ“e-”‘f(x)dxsjt;“’e-“f(u)du.

)
Comme lim e " f(u)du=0 (car lim o=+ o), le théoreme des gendarmes permet de conclure que :
t t—>+oo

—>+ood 0

oo

im ¢ e f(x)dx=0 |

t—>+o0 o

b. Toujours avec la croissance de f, on a, pour tout réel o0 >0 et tout € R, :

tJ-: e " f(0)dx< t.[: e " f(x)dx < tJ-: e " f(o)dx.

0

o —ta
& —ix —tx l—e *
Etj e’ dxz[——e ! } = , donc, pour tout te R, :
t

FO)(1-e)< tj:e-”f(x)dx <f(1-e)< flo.

Soit alors € >0.

Comme fest continue en 0, il existe un réel o >0 tel que f() < f(0)+¢.
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Alors, avec F(t) = j: e‘”‘f(x)dx+j e”"" f(x)dx, on a, pour tout € R,
tj”"e-”f(x)dx—f(O)e-f“ <tF(t)- f(0) < e+tj 1 (x)dx .
Et comme lim ¢ +me’”‘f(x)dx = lim f(0)e ' =0, il existe Be R, tel que pour tout réel > B :

—2e< tJ‘;we‘”‘f(x)dx—f(O)e"“ < tj;we_”‘f(x)dx <e.

Ainsi, pour tout réel €>0, il existe Be R’ tel que pour tout réel > B :
—-2e<tF(t)— f(0)<2e.

Ceci prouve que lim tF(t) = f(0) #0, c’est-a-dire que :

7O

=+ f

F(t)

3) La fonction ¢ est de classe C' sur IR, et strictement croissante (car ¢'(x) >0 pour tout xe R, ) de ¢(0)=0

a lim 0(x)=+ oo. Elle réalise donc une bijection de de classe C' de R, dans R, .

X —>+ o0

On peut donc effectuer le changement de variable u = ¢(x) dans F(t) = J‘Oer e " £ (x)dx , qui donne :

du b
F —tu —tu )d
w=["e"f(o ())—¢(¢ @) [ e gudu

(o7 w)
0'(67' )

Comme ¢' est décroissante et strictement positive, ¢T est croissante et strictement positive sur R, . Il en va de

avec g(u) =

méme pour f, donc pour ﬁ . Enfin, comme ¢ est croissante et continue sur R, ¢~' Iest aussi et ainsi, est g est

£(07'(0) _SO
0'(07' () ¢ 0
g(0)

) 0
On peut donc utiliser le résultat de la question précédente : F(t) ~ =— etavec g(0)= f( ).

e 0'(0)

continue (en tant que quotient de telles fonctions ), croissante sur R, et g(0)=

f©)

F(t
( )r—>+oo lq) (O)




