PSI* 1

Corrigés des TD du chapitre 18

Exercice 1

On se place dans un repere orthonormé du plan d’origine O. Dans chaque cas, on appelle 2~ la courbe que 1’on
étudie.

t)=3cost—cos3t
a. ¢ :M(1) x(0) .S .S
y(t) =3sint —sin 3¢

Les fonctions 7> x(#) et t+> y(t) sont définies, de classe C~ et 2m-périodiques sur R . La courbe % est
enticrement décrite quand ¢ décrit [— 7, ] .

e Les fonctions ¢+> x(¢) et t+> y(z) sont respectivement paire et impaire, donc % est symétrique par
rapport a I’axe (Ox) et on peut I’étudier sur [0, 7].

e Pour tout 7€ [0,n], t—r€[0,n], et on a x(m—1)=—x(t) et y(m—1t)=y(t), donc & est symétrique par

rapport a I’axe (Oy) et on peut I’étudier sur [0,%} .
T
On a alors pour tout ¢ € [0,5} :

x'(t) =—3sint+3sin 3t = 6sint cos 2t
v'(t) =3cost—3cos3t =6sintsin 2¢

D’ou le tableau :

T T
£o]0 1 B
x'@) |0 + 0 — -6
22
/ 4
Y lo
y@® |0 + 32 + 0

Tangentes particulieres :

. L _|cos 2t . T
La tangente est toujours dirigée par u| " Il y a une tangente verticale quand t:Z’ une tangente
sin 2t

) Y4 ) ) . N
horizontale quand ¢ = E et M (0), de coordonnées (2;0), est un point de rebroussement de premicre espece,

avec une demi-tangente horizontale.
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Courbe :

)c(t)=t3—2t+1
b. M) 1t
y(t):tz—t+;

Les fonctions ¢ > x(t) et > y(t) sont définies et de classe C~ sur R" et pout tout xe R" :

, 1 3'-2-1 @B*+D@E -
X(t):3t2—2—t—2: 5 = >

t t
3 2 2
y'(t):2t—1—l2:2t 2t 1:(2t +t-|;1)(t 1)
t t t
D’ou le tableau :
t — -1 0 1 + oo
x'(2) + 0 - - 0 +
0 + 00 + o0
x| / —, i — 0 /
y(0) 4 - T S
Tangentes particulieres :
. L |G + 1) +1) :
La tangente est toujours dirigée par u o2 : . Il y a une tangente verticale quand t=-1 et M (1), de
" +r+

coordonnées (0;1), est un point de rebroussement de 1% espece, avec une demi-tangente dirigée par i(2;1).
Branches infinies : 11 y en a 4.

tim 20 = jjm 20
t—+oo X(l) t——o X(l)

°
I
—_

=0, donc il y a une direction asymptotique horizontale quand t — —oo et t —> + 0.

° lirré[y(t)—x(t)]:O, donc la droite d’équation y=x (premicre bissectrice) est asymptote a % quand
g

t—>0 etr—0".
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Courbe :

— e :
N %”:M(t){x(t) = Cf)s t+In(sint)
y(t) =sintcost

Les fonctions ¢ > x(¢) et t > y(t) sont définies, de classe C~ et 2m-périodiques sur Ukez] 2k, 2k+DT [ .

La courbe % est entierement décrite quand ¢ décrit 10, 7[.

Pour tout t€ ]0,n[, 7—t€ ]0,w[, et on a x(m—1)=x(¢t) et y(m—t)=—y(t), donc Z est symétrique par

rapport a I’axe (Ox) et on peut I’étudier sur } 0,%} .

On a alors pour tout t€ } O,g} :

cost _ cost

x'(t)=—2sintcost +——=——-Ccos 2t
sint  sint
y'(t) =cos 2t
D’ot le tableau :
T T
t 0 = =
4 2
x'(t) |+ + 0 0

(1-1n2)/2
X —w / \ 0
1/2

y'@ |1 + 0 + -1




PSI* 4

Tangentes particulieres :

cost

. . ~ ) T T
La tangente est toujours dirigée par u . Il 'y a une tangente verticale quand t:E et M (Zj, de

sin ¢

1-In2 1 . N N . c
;— |, est un point de rebroussement de premicre espece, avec une demi-tangente dirigée
2 2

coordonnées (

par u(1;1).

Branche infinie :
Ona lim x(r) =—oo et lim y(#) =0, donc I’axe (Ox) est asymptote 8 ¢ quand t —> 0" .
t—0"

t—0"

Courbe :

Exercice 2

Quitte a modifier le repere, on peut supposer que O est le centre et A le point de coordonnées (a;0).

M

Posons ¢ =(0OA,0M), donc M (acost,asint) et notons H (x(r), y(r)) I’orthocentre de OAM .

Remarquons que si M = A ouA' (ou A" est le point diamétralement opposé a A sur %), le triangle est aplati et
H n’est pas défini. Donc, on suppose M # AetA', donc t #0 [x] (et sint #0).

On a alors :
e (OH)L(AM) donc OH.AM = x(t)(acost—a)+ y(t)(asint) =0, soit : x(f)cos?+ y(f)sins = x.
e (AH) L (OM) donc AH .OM = (x(t)—a)acost+ y(t)asint =0, soit : x(t)cost+ y(t)sint =acost .

On obtient alors :
x(t)cost+ y(t)sint = x
x(t)cost+ y(t)sint =acost
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Donc :
x(t)=acost

a(l—cost)cost -

y(t) = :
sint

Les fonctions 7+ x(¢) et t — y(¢) sont définies, de classe C~ et 2m-périodiques sur R \{kn,k € Z} .

La courbe est enticrement décrite quand ¢ décrit |—7,0[U]0,7[.

Les fonctions 7> x(¢) et t+> y(¢) sont respectivement paire et impaire, donc la courbe est symétrique par
rapport a I’axe (Ox) et on peut I’étudier sur ]0,7[. Alors, pour tout € |0, T[,ona:

x'(t)=—asint

cos’r+cosr—1

y'(t) =a(l—cost)

—1++/5 —1-+/5
2

=0,6 et
2

sin” ¢

Le racines de X+ X —1 sont =—1,6.

-1
En posant 7, = arccos(\/g2 j ,ona:

+\/§J(cost—costo).

On obtient le tableau :

x'(t) -
a

x I 4

y O / y(to) \_OO

y'(2) + 0 -
Ona:
_ 212+ 0(t%) 12+ o(1)
y(t) = acost— =acost——5—=acost 2 = limy(t)=0.
sint t+(g(t ) 1+‘3(t) 10

Comme x(0)=a, la courbe peut étre prolongée au point (a,0) quand t - 0.

Enfin :
2124 0(t)
e Enr=0, x'(0)=0etlimy'(r)= alimﬁ =— :1il y une tangente verticale.
=0 =0 74 g(t ) 2
* En t=t,,1l y une tangente horizontale.
e Quand 7 — &, il y a une asymptote verticale d’équation x=—a .

On obtient la courbe (en rouge sur la figure suivante).
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Exercice 3

Remarquons que O e C et pour tout point M (x, y) différent de O, on peut écrire de maniere unique :

X =rcost .
. avec re R, et re[0,2m].
y=rsint

On a alors :
Mx,yeC & +y)=ux"-y) o rf=r'cos’t—sin’t)’ < r’=cos’2t & r=|cos2t|.
Donc :
MxyeC o {x =|c052t|cost

y= |cos 2t| sin ¢

Ainsi, un paramétrage de C est :

{x(t) = |cos 2t| cost

y(t) = |cos 2t| sint

Sionpose f(x,y)=(x>+y") —(x*—y*)*, festde classe C' sur R* et pour tout (x,y)e R* :
) p) 6x(x* +y*)’ —4x(x* —y*)=0
_f(x,y):_f(x’y):() A 2 212 2 2
ox dy 6y(x +y ) +4y(x —y")=0
3 2+ 2 2:2 2 .2
o x=y=0ou LTV EAEIYD =00
B3P +y") ==-2(x"—y?)

Et, comme 0(0,0)e C :

Le seul point singulier de C est I’origine O.
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Exercice 4

2 2

Sion pose f(x,y)= x—2+%—l,fest de classe C' sur R* et pour tout (x,y)e R” :
a

of X of y
—(x,y)=2— et =—(x,y)=2-=.
™ (x,y) - 3 (x,y) e
of of ) ) L s
On a a—(x, y) = a—(x, y) =0 si et seulement si x=y=0 et, comme O(0,0)¢ E , la courbe est réguliére.
X y

Soit M (x,,y,)€ E et H le projeté orthogonal de O sur la normale N a Z en M, comme sur la figure donnée
plus loin. On a :

d(O,’N)=0H .

Figure :

La normale N a  en M est la droite dirigé par grad f (x,,y,) = Z(x—gf+%}'j et passant par M, donc
a

d’équation :

y X,
b—g(x—xo)—a—g(y—yo) =0.

On a alors :
2 2 2 2
Yo X, B _a (@ =b)xy,
H(xy.y,)€ N g2 S TR O =) =0 T vy,
— L= L=
OH .grad f (x,,y,)=0 X ﬁ_i_y Yo _ y :bz(bz—az)xozyo
H aZ H b2 H b4x02+(l4y02
Et:
2 2
OH? = x> 2 _ az(az_bz)xo%2 bz(bz_az)xozl% — (42 —b2)? x02y02
=Xyt Yy = 4 2 4 2 + 4 2 4 2 =(a" - )W'
b'x, +a’y, b'x, +a’y, b*x, +a'y,
x2 y2 x2 y2
Sion pose r=—2€[0,1],ona b—gzl—t car —°2+b—g=1, et OH” =(a’ —b*)*h(t) avec:
a a

_id-p)
ht) = bt+a*(1—t)

La fonction / est définie et dérivable sur [0,1] (car rationnelle) et :

p LU= =00 aU=tbt (o

(b2t+a2(1—t))2 (bt+a’(1-1))
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Ona h'(t)=0 pour te {0 —b} et h'(t)<0 pour te [ a 1} donc & est maximale quand ¢ =
+

a+b’

, et donc :

Ainsi, OH est maximale quand x, =% a et y,=%b

Les normales a Z les plus éloignées de O sont les normales aux points :
P iy N R . g \/ —b\/b
a+b a+b a+b a+b a+b a+b a+b’ a+b

Exercice 5

1) On a Z:f‘l({l}):{(x,y,z)e R3\f(x,y,z):x2+y2:1}, donc lintersection de X et du plan P

d’équation z =0 est la courbe d’équation x”+ y* =1 dans ce plan :

YN P estle cercle de centre O et de rayon 1 dans la plan P.

La surface X est un cylindre de révolution (autour de I’axe de z) et on obtient le graphique :

2) L’application fest de classe C' sur R* (polynomiale) avec pour tout (x,y,z)e R’ :

a—f(x,y,z)=2x, ai(x,y,z)=2y et a—f(x,y,z)=0
ox dy 0z

Comme f(x,y,z)=1 estune équation de ¥, une équation du plan tangenta X en M (x,,y,,z,) est:
2x,(x—x,)+2y,(y—y,)=0.

Avec x; +y; =1, on obtient :

Xpx+ Y,y =1

3) a. Les applications A, :1+> (cos(t+@),sin(t+¢),z,) et h, 1> (X, ¥, 2, +1) sontde classe C' sur R eta

valeurs dans R?, avec :

h 't (—sin(t+),cos(t+9),0) et h,':t+>(0,0,1).
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L’application g est de classe C' sur R, donc, d’apres la regle de la chaine, G, = goh, et G, = g oh, sont de de

classe C' sur R et pour tout re R :

G, '(t)=—sin (t+(p)3—g(cos (1+@),sin (1 + @), 7, ) + cos (t+(p)g—g(cos (1+@),sin (1 +¢), z,)
X y

0
G, '(t)=a—i(x0,y0,z0+t)

Finalement, avec (x,,y,) = (cos@,sin @), on peut conclure que :

. %)
G, et G, sont dérivables en 0, avec G, '(0)=—y, —g(xo, Yoo Z0) %X,

9 dg
» (0 02) € G (O =22 (0,303

dy

b. Remarquons que pour tout re R, (cos (t+),sin(t+ ), z, ) € X (car cos’(t+@)+sin*(t+@)=1) et comme
la restriction de g a ¥ admet un extremum local en M et G,(0) = g(x,,¥,.%,), G, admet un extremum local

en 0, et comme G, est dérivable sur R :
. 0 0
G,'0)=- yo_g(xo’yo’zo)"'xo_g(xo’yo’zo) =0.
ox dy

De méme, pour tout € R, (x,,y,,2,+1)€X (car x, +y; =1) et G,(0)=g(x,,,,2,), donc G, admet un

extremum local en 0, et comme G, est dérivable sur R :

)
Gz'(O)za—i(xo,yo,z0)=O.

On a donc :

of

0 0
E (xo’yo’zo) f (xo’ yo’Zo) f (xo’)’o’zo )j = 2(750’ Yoo 0)

VIM,) = ( %
dg
0z

dy
og ) 0

(xo’yo’zo) (xo’)’o’zo) g(xo’)’o’zo)’_g(xo’yo’zo)’o
dy ox dy

0
Veg(M,) = (ai (xo’ )’o’zo)

Ainsi, Vf(M,) et Vg(M,) appartiennent tous les deux au plan vectoriel Vect a, ;’) et:

dg

X0 g(xo’yo’zo) dg dg
det (Vf(M ), Vg(M, )) dg :xoa_y(xo’yo’zo)_yoa(xo’yo’zo):O'
Yo g(xo’)’o’zo)
Donc :
Vf(M,) et Vg(M,) sont colinéaires.
Exercice 6

1) Posons f(x,y,z)=xyz—1. Alors, f(x,y,z)=0 estune équation de ¥.

L application fest de classe C' sur R* (car polynomiale) et pour tout (x,y,z)e R® :

a—f(x,y,z)=yz, a—f(x,y,z)=xz et a—f(x,y,z)=xy.
ox dy 0z



PSI* 10

Or, pour tout pointde X, xyz =1, donc x, y et z sont tous les trois non nuls et ainsi, pour tout (x,y,z)€ R? :

o o
ox dy

Ceci prouve que tous les points de ¥ sont réguliers et donc que :

(x,y,2)#0, (x,v,2)#0 et gl(x,y,z);tO.
Z

Y est une surface réguliere.

2) Quand x, #0, I'intersection de X et du plan d’équation x=x, a pour équation x,yz=1, soit y=—:
X2

c’est une hyperbole. Quand x, =0, I'intersection est vide.
De méme avec les plans d’équation y =y, ou z=z,.

On obtient I’allure :

3) On cherche le volume V. du tétraedre OABC formé par un plan P tangent a ¥ en un point M (x,, ¥y, Z,) »
et les trois plans (xOy), (yOz) et (xOz) : A, B et C sont les points d’intersection de P avec les axes (Ox),
(Oy) et (Oz) respectivement.
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On a la figure :

Une équation de P est :

d d d
i(xo’ yo’zo)(x_xo)"'i(xo’)’o’zo)(y_ y0)+i(x0, yo’zo)(z_zo) =0.
ox dy 0z

Soit, avec les dérivées partielles vues plus haute et x,y,z, =1 :

YoZoX+ X020V + X, Y92 =3

On a alors :
20X, + X2 +x Z :3
A=PnNn(Ox) < {yoo“‘ 0Z0Ya T X0 Y024 o A 3 0.0
y4=2,=0 YoZo
0 X, +X.2 + X Z =3
B=PN(0y) & YoZoXa T XoZ0Ya T X002 o Blo 3 0
xA=ZA=() X,2,
20X, +X,Z + X Z =3
C=Pﬁ(0z) PN {yo 0V A 0<0Ya 0Y0% A o C 0,0, 3
=y =0 XY
Donc :
U det (OA. OB. 00 | = L 12
VOABC:_|det(OAaOBaOC)|:_| 3 3 3 |:_ 7 2:2.
6 6|yozo *0%o xo)’o| 6 (x,,2,)" 2
Ainsi :

Le volume du tétracdre formé par un plan tangent a ¥ et les
trois plans (xOy), (yOz) et (xOz) est constant et vaut 4,5.
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Exercice 7

1) Le plan (xOy) est le plan d’équation z=0. La projection de S sur le plan (xOy) a donc pour équation
(dans le repere (O, i, }') de ce plan) x* +y* =1 et donc :

La projection de S sur le plan (xQOy) est le cercle de centre O et de rayon 1.

2) Posons f(x,v,2)=x"+y"+z°—2xyz—1. Alors, f(x,y,z)=0 est une équationde S .

L’ application fest de classe C' sur R’ (car polynomiale) et pour tout (x,y,z)e R’ :

3 3 3
P ey =20-v0), Leyn=20-x) et Lxyo)=2-x).
ox dy 0z
On a alors :
2
X=yz X=yz x> =
of % of

d
—xy,)==—xy2)="2"((xy,20=0 & Jy=xz & Jy=xx & x=y=z=0o0u Jyz=x
ox dy oz , ,

=Xy =Xz 7 =1

Comme on a de plus, X+ y2 +72- 2xyz =1, ceci donne :
_x2 = y2 = Z2 =1
xyz=1

Et on obtient quatre points singuliers :

¢G,Ly -L-L1) -LL-1) (IL-1L-1)

3) Soit M (x,,Y,,2,) unpointde S et ii(a,b,c) un vecteur unitaire (a’ +b’ +c* =1).
La droite D passant par M|, et dirigée par i admet pour représentation paramétrique :

x=at+x,
y=bt+y, avec telR.
z=ct+z,

Alors, D C S si et seulement si pour tout r€ R :

(at+x,) + (bt +y,)* +(ct+7,)° —2(at + x,)(bt + y,)ct +z,) =1.
Avec x; +y; +75 —2X,,2, =1 et a* +b> +c* =1, ceci revient a :

abc=0
2(x,bc+abz, +acy,) =1
ay,z, +bx,z, +cx,y, = ax, + by, +cz,

Sia=0,ona b’ +c’>=1 eton peut écrire b =cos0, et c=sina., et le systétme ci-dessus se récrit :

2bcx, =1
bx,z, +cx,y, = by, +cz,
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Ceci implique (entre autres) que x,, b et ¢ (donc sin 2 ) sont non nuls et :

1
X, =— 1
2bc Xo =
L0 b7 1 & sin 20
¢ %y = Yo (cos2m) z, = (cos 20 tan o) y,

2c 2b

Si cos2a =0, soit b* =¢? =%, donc |b| =|c| :72 (avec bc du signe de x,) , on obtient sin2a==1, donc

x,=%1 et x; +y; +2z5 —2%,Y,2, =1 donne :

Yo =2, b=c six,=1
Yo=—2y, b=—c s1 x,=-1

Soit :
(X9, ¥9,29) =k, k) ou (—=1,—k,k) avec ke R.

x=1 x=-1
ou
y=z y=-—2z

. . T .. .
Si cos2a#0 (soit v =0 [Z} avec aussi sin 2o # 0), on obtient :

On obtient alors les droites d’équations :

1
Xy =—
sin 20
7, =(tan ) y,

Et x; +y, + 2, —2%,5,2, =1 donne sin*2a.=1, ce qui est absurde car cos20# 0.

Comme a, b et c jouent le méme rdle, on obtient finalement les six droites d’équations cartésiennes :

x=1 x=-1 y=1 y=—1 z=1 z=—1
D, : ou D,: ou D,: ou D,: ou D.: ou Dy:
y=2z y=—2z xX=z X=—7z xX=y X=—y

4) Soit S, la partie de S limitée au cube [—1,1]*, soit :
S, ={Mx.y.2€ #\(x.y.2)€ [~ LI} etx’ + y* +2* ~2xyz =1}
ou & désigne I’espace. Notons par ailleurs :
py ={M (cosu, cosv, cos(u+v))e & \ (u,v)e RZ} .
On veut prouver que S. =X
Pour tout (,v)e R*, on a (cosu, cosv, cos (u+v))e [~ 11T et:

cos” u+cos” v+cos®(u+v)—2cosucosvcos (u +v)

_ 2 2 . . 2 . .

=cos’ u+cos’ v+ (cosucosv—sinusinv) —2cosucosv(cosucosv—sinusinv)

=cos’ u+cos’ v+cos’ ucos’ v+sin® usin’® v—2cosucosvsinusinv
—2cosu’cos’ v+2cosucosvsinusinv

. 2 2 2 2 2 2

=cos u+cos” v—cos ucos v+ (1—cos” u)(1—cos” v)

=1
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Donc, M (cosu,cosv,cos(u+v))e S, etainsi: X S,.

Soit M (x,y,z)€ S..Ona (x,y,z)€[- L1, donc il existe (u,v,w)e R® tel que :
X=cCcoSu, y=cosy et z=cosw.
On a de plus :
X H+y +7=2xz=1 & P-2xyz+xy =1-x"—y*+x’y’
e (z—y)’ =0-x")(1-y")
Soit :

(cosw—cosucosv)’ =(1—cos’u)(l—cos’v) < (cosw—cosucosv)’ =(sinusinv)’
COSW—COSUCOSV =sinusinv
= ou
COSW—COSUCOSV =—Ssinusinv
cosw=cos(u—v)

=24 ou

cosw=cos(u+v)

Ainsi, (x,y,z)=(cosu,cos(—v),cos(m—v)) ou (x,y,z)=(cosu,cosv,cos(u+v)) et dans les deux cas, on a
MeX donc: S.cX.

Finalement, on a bien S, =X, autrement dit :

La partie de S limitée au cube [—1,1]’ admet le paramétrage (u,v) > (cosu, cosv, cos(u+v)).

Exercice 8

Commengons par représenter la courbe C sous deux angles (avecici a=1).

1 ).

%
<y

9

Remarquons que les fonctions x:7+> asin(27), y:t+>a(l—cos(2r)) et z:t+> 2acost sont 2n-périodiques,
donc la courbe est enticrement parcourue quand ¢ décrit [— T, TT].

De plus, si M (t) est le point de coordonnées (a sin (2t), a(l—cos (2t)), 2a cost), M (—1t) est de coordonnées
(— asin (2t), a (1 —Cos (2t)), 2acos t) donc symétrique par rapport au plan (yOz) et M(t+m) est de

coordonnées (a sin (21), a(1—cos(2r)), — 2acos t) donc symétrique par rapport au plan (xOy).
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Ainsi, C est symétrique par rapport aux plans (xOy) et (y0z).

Nous donc chercher une sphere, un cylindre parabolique et un cylindre de révolution symétriques par rapport a
ces deux plans.

Soit S une sphere de centre Q(0,B,0), d’équation x* +(y—B)* +z*> = cste .
On a alors pour tout re R :
(1) +(y(0) =B) +2(1)* = a*sin®(21) +(a (1= cos (21)) —B)” +4a’ cos* ¢
=a’sin’(21)+a’ (1-2cos (2t) +cos’ (2t)) — 2aB (1 - cos (21)) + B’ +4a’ cos’ ¢
=2a’ —2a’ cos(2t) — 2aB(1-cos (2t)) +B* +2a” (14 cos (21))
=4a’ +B° —2aP +2aP cos (21)

Donc, en prenant B=0, on a x(t)* + y(t) + z(t)* = (2a)* et ainsi, M (t)e S pour tout r€ R, donc :

La courbe C est tracée sur la sphére de centre O et de rayon 2a.

D’apres la seconde vue de C donnée plus haut, considérons le cylindre parabolique d’équation y+ pz* = cste
avec p>0.Pourtout rfe R,ona:

y(t)+ pz(t)* =a(l—cos(2t))+ p (4612 cos’ t)
=a(l-cos(2t))+2a’p(1+cos(21))
=2a’p+a+a(2ap—1)cos(2t)

. . 1 .
Si on prend 2ap—1=0, soit p = 22’ obtient pour tout € R :
a

y(t)+ i 2(t)*=2a.
2a

Donc :

. . . 1
La courbe C est tracée sur le cylindre parabolique d’équation y =2a 5. 2%,
a

On peut remarquer que pour tout r€ R,ona:
x(t) +(y(t)—a)’ = a® sin*(2t) +a* cos* (21) = a®.

Donc :

La courbe C est tracée sur le cylindre de révolution d’équation x* +(y—a)’ =a’.
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On obtient le schéma :

Exercice 9

On a le graphique :
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2

Les applications f:(x,y,2) > y (X’ +2°)—x"=3z" et f,:(x,y,2)> —x +y7+ z*—1 sont polyndmiales
donc de classe C' sur R’ et pour tout (x,y,z)€ R’ :

%(x7y,z):2x(y2_l) %(X’y,z):_zx
ox ox

%(x,y,z)=2y(x2+z2) et %(x,y,zhy
dy dy

%(x’y’Z)ZZZ(yZ—?’) %(x’y’Z)ZZZ
0z 0z

Remarquons que si I’on remplace x (resp. y, resp. z) par —x (resp. —y, resp. —z), les équations de S, et S,
restent vérifiées, donc S, et S, sont symétriques par rapport aux trois plans (xOy), (yOz) et (xOz). On peut
ainsi limiter I’étude a aux points des courbes dont les trois coordonnées sont positives.

Soit un point M (x, y,z) de I’espace. On a :

2,.2 2 2 2 _
y (' +z7)—x" =327 =0 [2+2(x2_Zz)}(x2+zz)_x2_3zz:0
MeSnS, & y? &

—x2+—2 +7° =1 V=242 —7%)

(=) 1+2(x* +27) =0 {xz—zz =0
= 2
y =2+42(x*=2%) y =2
Si de plus, on prend x>0, y =0 et z=0, on obtient les points M(x,x/z,x) avec x=>0.

On a alors :
grad f,(xN2,x) = 2x7 +432x% j=2xk = 2x (i + 242x ]~ k)

grad f,(x,N2,x)=—2xi +2 j+2xk
Notons P et P, les plans tangents 2 S, et S, en M (x,/2,x).
Quel que soit x>0 :
° gTac? fl(x,\/i ,Xx) est colinéaire & i + Zﬁx}' —k , qui est donc normal a 7, et non nul ;
° gTac?fz(x,\/E,x) = —2x7+\/§}'+2xl€ est normal a & et non nul.

Les plans B, et P, sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal (non nul) a 7, est orthogonal a un

vecteur normal & 2, donc si et seulement si i + Zﬁx}' —k et —=2xi ++/2 } +2xk sont orthogonaux.
Or, quel que soit x>0 :
(7 +2v2xj k). (- 227 +3/2 j+2xk)=—2x+4x-2x=0.

Ainsi :

En chacun de leurs points communs, les plans tangents a S, et S, sont perpendiculaires.
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Exercice 10

1) La fonction f:(x,y,z)l—)(x+y+z+1)(l

de classe C*

Et:

Donc, pour tout (x,y,z)e (R)) :

Remarquons que (R’)’ est un ouvert de R*, donc si f admet un extremum (local ou global), il est atteint en un

point critique. Cherchons alors les points critiques de f. Pour (x,y,z)e (R)*,ona:

X y z

sur (R’)*. Pour tout (x,y,z)e (R’)’,ona:

3f(x v, )—%+i+i+l—xi(x+y+z+l)
%(x,y,z)=%+%+%+l—%(x+y+z+l)
af (x y,z)—i+§+§+l—%(x+y+z+l)
9’ +z+1
a{(x .9 =225
2 x+z+l
a{(x v.2)=2
92 x+vy+1
az{ (x.y,2) =22+
9’ 9’ 1 1
fa{c(x’y’@_a ; (x, y,Z)_—x——7
9’ 9’ 1 1
aza‘];(x’y,z)_axaf (x y,Z)__x__?
O’ f o’ f 1 1
x? 7Z = -x ’Z _____
aZa(y)ay(y) .
yrzel 1111
x’ X y2 X Z
H, (x.y.2)=| - 2250
Xy y y oz
_i_i _i_ 1 x+y+1
X Zz yz z Z3

8f (x V,2)=— ! +l+l+1—i2(x+y+z+l)=0

X ¥y Z X
a—fx,y,z)=l+l+l+l—%(x+y+z+1)=0 & x=y=z=1.
dy X vy z y
af(x .z )_l+1+1+1—i(x+y+z+l) 0
0z x Yy z z

1 1 ) ) e .
+—+—+ lj est, elle aussi, rationnelle et définie sur (RJr)3 , donc
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Alors :
6 -2 -2 3 —-1-1
H_f(l,l,l)z -2 6 —-2|=2Aavec A=|-1 3 —-1].
-2 -2 6 -1-13
Et:
X-3 1 1 X-1 1 1 X 1 1
Xa=| 1 Xx-3 1 = X-1X-3 1 = |0 X-4 0 |[=(X-D(X-4)>.
C «C+Cy+Cy Ly«L,-L,
1 1 X-3 X-1 1 X-3|kcr|0 0 X-4

L
Ainsi, Sp(A)={1,4} c R, donc Ae S/*(R). Ainsi, H, (L1,1)=2A€ S;"(R) et donc, f admet un minimum

local strict en (1,1,1), qui vaut f (1,1,1) =16. Remarquons que pour tous a,be R ,ona:

1 4 _(a+by’-4ab_ (a-b)*
b a+b (a+b)ab (a+b)ab
4

1
a

« 1 1
Donc, pour tous a,pe R, , —+—2=

“a b a+b

En appliquant ceci a (a,b) =(x, ), (a,b) =(z,1), puis (a,b)=(x+y,z+1) avec (x,y,z)e (R,)’, on obtient :

1 1 4

=2

oyoxkyl o L L s L sy = f(x,2)216.
1 4 X y z x+y z+1 x+y+z+1

—+1>—

Z z+1

Ainsi :

La fonction f admet 16 pour minimum global sur (R ), atteint en (1,1,1).

2) Sur le méme principe que pour la précédente, la fonction f:(x,y)r> (x+ y)(l+lj est, elle aussi,
X

rationnelle et définie sur (R’,)*, donc de classe C* sur (R’,)*et pour tout (x,y)e (R’)* :

o) 1 1 1 1
Fxyy=tetLry=t-2
ox X y X y X
d 1 1 1 1 x
4£x»0=—+———ﬂx+w=———;
dy Xy oy Xy
En redérivant comme plus haut, on obtient pour tout (x,y)e (R.)” :
1 1
25 o
_ x Xy
Hi(oy)= 7 x
-Z 23
Xy y

Remarquons que (]Rj)2 est un ouvert de R?, donc si f admet un extremum (local ou global), il est atteint en un
point critique. Cherchons alors les points critiques de f.
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Pour (x,y)e (R})*,ona:

0 1 1 1
i(x,y)=—+———2(x+y)=0

ox X y x

of 111 = =y
—(x,y)=—+———((x+y)=0

dy Xy oy

Alors, pour tout a€ R, (a,a) est un point critique de (R’)* et :

2 1 -1
Hf(a,a)—?A avec A_(—l 1).

Ona x,=X(X-2),donc, Sp(A)={0,2} c R et Ae S;(R). On ne peut alors utiliser le théoréme du cours.
Mais, pour tout ae R, f(a,a)= 2az =4 et on a vu dans la question précédente que pour tout (x,y)e (R})” :
a

L

X y xty

& fx,y)=((x+ y)[l+lj24.
Xy

Ainsi :

La fonction f admet 4 pour minimum global sur (R’)*, atteint en tout (a,a) avec ae R, .

Exercice 11

Soit (a,b)e R*\{(0,0)} et D la droite passant par (0,0) et dirigée par (a,b). Alors, pour tout € R :

g(t) = f(at,bt) = (a’t* —bt)(3a’t> —bt) =3a't* —4a’bt’ +b*t*.

Alors, la restriction de f a la droite D admet un minimum local strict en (0,0) si et seulement si g admet un
minimum local strict en 0.

La fonction g est polynomiale donc dérivable sur R et pour tout t€ R, g'(¢) =12a*t’ —12a’°bt* +2b’t .
e Si b#0,ona g't) > 2b’t, donc g'(t) s’annule en O en passant de négatif a positif: g admet un
t—
minimum local strict en O.

e Si b=0,alors a#0 etona g'(t)= 12a*t, donc, a nouveau, g'(t) s’annule en 0 en passant de négatif a
positif : g admet un minimum local strict en 0.

Finalement, dans les deux cas, g admet un minimum local strict en O et ainsi :

La restriction de f a toutes les droites passant par (0,0) admet un minimum local strict en (0,0).

Ona f(0,0)=0 et pour tout xe R :
f(x,00=3x">0
f(x,2x*)=—x"<0

Ceci prouve que 0 n’est pas un extremum local en (0,0) et ainsi :

fn'apas d’extremum local en (0,0).
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Exercice 12

1) Ona:

L=4[2xa7 +y ) di =4[ a*sin® 1+b cos’ 1 dr

/4 /2 .
:4.[0 Ja*sint +b° cosztdt+4.|. ) Ja*sin®t +b* cos’ t dt
T

L L )
En posant u = B —t dans la seconde intégrale, on obtient :

/2 ‘ n/4 A
.[ B Ja?sin? t+b* cos’ 1 di =IO Ja? cos? u+bsin® u du.
b

Donc L= 4!(:[/4 g(t)dt avec:

g(t)= Ja?sin? 1 +b? cos? 1 +a? cos? t + b sin’t .
. P .. T T
La fonction g est définie et dérivable sur [O,Z} , avec pour tout e [O,Z} :

a’costsint—b*sintcost —a’sintcost+b’ costsint

g'(t)=
Ja?sin? 1 +b* cos’ 1 Ja? cost+b*sin® ¢

=(a2—b2)sintcost[ ! - ! j
Jatsin?t+b?cos’t  Na?cosit+bsin’t
_ (a* —b*)sin 2t

2Ja? sin? t +b° cos t+/a® cos? t + b7 sin’ 1
B (@’ —b*)sin 2t a’cos’t+b’sin’ t—a’sin’ t—b’ cos’ t

2\/(12 sin’  + b’ cos’ t\/a2 cos’t+b*sin* ¢t \/a2 cos’t+b*sin* ¢t +\/a2 sin® t+b* cos’ t
_ (a* —b*)sin 2t (a*—b*)(cos” t —sin’ t)

2\/(12 sin’ f + b’ cos’ t\/a2 cos’t+b*sin* ¢t \/a2 cos’t+b*sin* ¢t +\/a2 sin® ¢t +b* cos’ t
B (@’ —b*)sin2t (a® —b*)cos 2t

2Ja? sin? t+b2 cos? tva? cos? 1+ b sin’t N a® cos 1 +b>sin’t +~/a’ sin? 1 +b> cos’ 1

(a* —b*)*sin 4t

(\/a2 cos?t+b%sin t —vJa®sin® ¢ + b coszt)

4\/(12 sin’ f + b* cos’ t\/a2 cos’t+b*sin’t (\/a2 cos’t+b*sin’t +\/a2 sin’ t + b* cos’ t)
T . , . T
Pour tout te [O,Z} , sin4t >0, donc g'(r) =0 et g est croissante sur {O’Z}

Alors, pour tout t € [0,%}, g0)<g()<g (gj, soit :

a+b< g(t)<\J2(a’ +b%).

Onaalors 4[ " (a+b)dr<4[" g(ydr<4[™ \[2(a® +b%) dir , soit :

T(a+b) < L<m2(a® +b%)
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2n en ?
2) Onveut L=2ma| 1- > .Ona:
~=2n-1/{n )27

/2 ‘ /2 /2
L=4j0 \/azs1n2t+l92cos21dt=4j0 \/az—(az—bz)cosztdt=4ajo \J1—(ecost) dt .

2
Et ¢? :1—(éj e]O,l[,donc pour tout t€ {O,g}, O<ecost<l1 et:

a
2
J1-(ecost)’ =1- 22 _1212;1[ nj(ecost)z"

2n
De plus, pour tout ¢ € [0,%} ettout ne N, si f,@) ——1 2; ( j(ecos )", ona:

1 (2n) ,,
22n( jez'

2n 2n
" zlzn [ jez" converge (avec ) —— » ! . zlzn [ jez" =1-+/1—-¢"), donc la série de fonctions
n— n —opn—

T
z f, converge normalement sur [0,5} et:

T aked 1 2n bd
J-()/z\/l—(ecost)2 dt:j [1 —22’1( J(ecost)zn}dt—g— 2—22n[ jez”jo/zcoszntdt.

2

/2 . , . .
Pour tout ne N, si [, = I . cos™ tdt, on a par intégration par parties :

/2 /2 . n /2 /2 . n
0= .[0 cos™ "V ¢ dt =I0 costcos™ ' tdt = [smtcos2 . t]o +jo (2n+1)sin® tcos™ t dt
/2 2 on /2 on /2 2(n+1)
=(2n+ 1).[0 (I1—=cos"t)cos™ tdt =(2n+ 1)]0 cos™tdt—(2n+ 1)]0 cos tdt

=2n+DI, —-2n+1)I

n+l

Ainsi, I, =

— - 2
2041y _@n=DX@n=3)x.x3x1 ] ( njg

n+2 " x(2n—-2)x..x2 ° 27| n

Alors :

e S e B ]

2 ,“2—122"

L= 2na(1 nz(;zn 1{(2”’@;}2]

3) Du fait des symétries vues plus haut, ’aire A de la surface délimitée par & vaut 4 fois I’aire de la surface
comprise entre (Ox), (Oy) et la partie de & située dans le quart de plan tel que x>0 et y>0.

Et finalement :

Posons x=acost et y=bsint.



PSI* 23

2 2 2
Pour tout te[O,g}, 0<x<a,0<y<bet (ij +(%) =1,donc y=»b 1—(£j et:
a a

2
A=4{"p 1—(% dx.
0 a
En posant x=acost (donc dx =(—asint)dt ), on obtient :

/2

A=4] O/Zb\/l —cos’ 1(~ asin)dr = dab | :'2sm2 tdt = 4ab| :'zl_c—;’mdz = Tab—2ab B sin 2z}

0

Soit :

A =Tmab

Exercice 13

1) La fonction est nulle sur RxR" et rationnelle sur RxRi, donc elle est continue sur ces deux ensembles.

De plus, pour ae R et tout (x,y)e R* :

I RPN
Fy) - f@0)=|fey|={Tre " ly| siy>0

0< |y| sinon

= | fuy)— f(x,0)]<]y].

Donc, ( l)lrr} 0)|f(x, y)— f(a,0)|=0 et ainsi, f est continue sur Rx{0}.
x,y)—(a,

Finalement :

La fonction f est continue sur R*.

Comme plus haut, la fonction est nulle sur RxR" et rationnelle sur RxR’, donc elle est de classe C' sur ces

deux ensembles, avec pour tout (x,y)e RxR":

) 23l siy>0 ) iy>0
-—— siy>
ai(x, Y=+ (1+x%)° et a—f(x, y) =<1+ Y
o 0 sinon Y 0 sinon
De plus, pour tout xe R :
i LD =S@O 1L )= f00)
y— 0 y 1+x y—0 y

Donc f'n’admet pas de dérivée partielle par rapport a y en tout point de la forme (x,0), donc :

La fonction fn’est pas de classe C'sur R”.
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Pour ke R, appelons ., laligne de niveau %, :{(x, ye R\ f(x,y)= k}.

En remarquant que pour tout (x,y)e R, f(x,y)>0 quand y>0 et f(x,y)=0 quand y<O0, on a
Zy=RxR_, ¥ = pour k<0 et, pour k>0 :

“ ={(x,y)e RxR’\ Y 5 =k}={(x,y)e RXRi\y:k(1+x2)}.

1+ x
Donc :
%) sik <0
Pourtout ke R, &« ={RxR_  sik=0 ou .7 estla parabole d’équation y=k(1+x%).
A sik>0

Voici I’allure de la surface S.

2) L’équation réduite de D, est y=a(x—1)+1.

Le projeté orthogonal d’un point M (x,y, f(x,y)) de S sur le plan d’équation z=0 est N(x,y,0) et ce point
appartient a D, si et seulement si y =a(x—1)+1, donc C est la courbe paramétrée par :
x(t)=t
y#)=a(-1)+1
z(t) = f(t,at=1)+1)
Les deux fonctions x et y sont dérivables sur R . Pour z, distinguons trois cas.
I cas : a=0. Alors, le paramétrage ci-dessus devient :
x(t)=t
y(n=1
)= f@,)=(1+1*)"

La fonction z est dérivable sur R, donc C admet une tangente en tout point M (t,l,—zj, dirigée par la
1+t

vecteur (x'(t),y'(l),Z'(l)):(1,0’%)
1+1)
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2" cas : a>0. Alors :

at-H+120 & t21—l.
a
Le paramétrage de C devient :

x(t)=t
y(it)=a—-1)+1
a@=h+1 . 1
z2t)=9 141 a
0 sinon

. 1
e Sit<1-—,alors C est confondue avec D, , donc admet D, pour tangente.
a

o Sit= 1—1, zn’est dérivable en ¢ = 1—1, donc C n’admet pas de tangente en (1—1,0,0j .
a a a

—at* +2(a-Dt+a
(1+1%)?

1 L
e Sur }1——,+o<[, z est dérivable avec z'(t)= , donc C admet une tangente en

a

M(t,a(t—l)+1,a(t_—1)2+1j
+1t

—at’ +2(a—-Dt+
, dirigée par la vecteur (x'(t),y'(t),z'(t))=(1,a, at” +2a—1Dr aj.

(1+1%)°
3" cas: a<0. Alors :

at-H+120 < tSl—l.
a
Et on obtient de méme :

. 1
® sit>1——, alors C est confondue avec D,, donc admet D, pour tangente ;
a

® sit= 1—1, zn’est dérivable en ¢ :1—1, donc C n’admet pas de tangente en (1 —l,0,0j ;
a a a

—at* +2(a-Dt+a
(1+1%)?

1 (.
® sur }—oo,l——[, z est dérivable avec z'(t)= , donc C admet une tangente en

a

- —at’ +2(a—-Dt+
M(t,a(t—l)+1,w1—1)zﬂj,dirigée par la vecteur (x'(t),y'(t),z'(t))=(1,a, at” +2a-1r aj.
+t

(1+1%)°

Exercice 14

1) Posons h= f —g.Lafonction hest C' sur R* comme différence de telles fonctions.

Si ae T, alors h(a)>0.Comme h est continue en d, elle reste strictement positive au voisinage de a. Ainsi,
f(x,y)>g(x,y) etdonc m= f au voisinage de a . Ainsi, fréalise un minimum local en a .

De méme, si de G, m= g au voisinage de a et g réalise un minimum local en a.

Finalement :

Si ade FUG, mreste égale a fou g au voisinage de d et fou g réalise un minimum local en 4.
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2) Siae T ,alors f(a)=g(a)=m(a).

Supposons que (Vf (a), Vg(Zz)) soit libre, autrement que les vecteurs Vf(a) et Vg(a) ne soient pas colinéaires

(donc entre autres, non nuls).

Pour tout vecteur /€ R? non orthogonal a Vf(a) (soit (Vf(Zl) I E) #0),ona:

fa+h=f@+\Vf@lh)+ o (hy = f@+h-f@ ~ (vf@i).

0
Et, f(d+h)— f(@) estdusigne strict de (Vf(@)lh).
De méme, pour tout vecteur he R? tel que (Vg(ci) I ﬁ) #0, gla+ ﬁ) —g(a) est du signe strict de (Vg(d) I ﬁ) .

Or, comme Vf(d) et Vg(d) ne sont pas colinéaires, il existe i e R”, unitaire et tel que (Vf (ﬁ)lﬁ) <0 et

(Vg(a)lu)<O0 tel que sur la figure suivante :

—

La zone hachurée en bleu correspond aux vecteurs h
de R? tels que (Vf(@)1h)>0.

La zone hachurée en vert correspond aux vecteurs h
de R’ tels que (Vg(@)14)>0.

L’intersection (quadrillée) correspond aux vecteurs h
de R tels que (Vf(@)Ih)>0 er (Vg(@!h)>0

(—u est dans cette zone).

Alors, pour he R, ona (Vf(a@)lhii)<0 et (Vg(a@)lhii)<0, donc :

{f(d+hﬁ)—f(d)<0 N {f(ﬁ+hﬁ)<m(ﬁ)

g(d@+hi)— g(d@)<0 (@ +hii) < m@) m(@+hit)<m(@) (1).

Or, m(a) est un minimum local de m, donc il existe Re Ri tel que pour tout Ue B@a,R), m(lj y=>m(a).
. -~ _ R._ - . - ~ .
Mais, en prenant U =a +Eu € B(d,R) dans (1), on obtient m(U) < m(a), ce qui est absurde.

Ainsi, supposer que la famille (Vf(a),Vg(a)) est libre mene a une absurdité, donc :

La famille (Vf(a),Vg(a)) est liée.




