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Corrigés des TD du chapitre 3

Exercice 1

Hl ” ” <1,donc f(x)e B(0,1) et ainsi, fest a images dans B(0,1).

R

Pour tout xe E,

1
Par ailleurs, I’application x ||x|| est continue sur E et a valeurs dans R, et la fonction ¢ +— . est continue
+t

1 . . . .
sur R, donc x> 1—”” est continue sur E en tant que composée d’applications continues.
+||x

Enfin, x+— x est continue sur E, donc f est continue sur E en tant que produit de fonctions continues (I’une
scalaire, 1’autre vectorielle).

Soit ye B(0,1).On a:

Y
Hpta | J-bL

1
fo=y x=y o 11+l =I5
L

—_ y

Ceci prouve que f est bijective de réciproque y H

y définie sur B(0,1).

. 1 .
La fonction ¢ — —— est continue sur [0,1[, donc on prouve comme plus haut que y

L
11 1=

y est continue

sur B(0,1).

Finalement :

L’ application f est continue sur E, bijective de E dans B(0,1) et f ' est continue sur B(0,1).

Exercice 2

L’application ¢ est linéaire (par linéarité de I’intégrale). Soient f,ge E.Ona:

o) -0 =[ot ~ ) =[[, (r 0 - ) al < [ | = gw]ar =] o]

Donc, pour tout (f,g)e E*, , autrement dit, ¢ est 1- lipschitzienne, donc :

0 est continue sur E.

Exercice 3

1) Les fonctions (x,y) x*+y° et (x,y) x* sont polynomiales en x et y, donc continue sur R”, et &
images dans R, . De plus, x*+y* =0 si et seulement si (x,y)=(0,0), donc (x,y)r> x*+y est continue et
strictement positive sur L.
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. . * . L . .
Comme la fonction In est continue sur R, , f est continue sur £ en tant que composée de fonctions continues et

g est continue sur £ en tant que quotient de telles fonctions.

Finalement :

Les fonctions f et g sont continues sur Q.

2) Pour tout xe R\{0}, on a f((x,0))=In(x*) donc lirr(l)f((x,O))=+oo. Ainsi, f n’admet pas de limite
quand en (0,0) et:

La fonction f n’est pas prolongeable par continuité en (0,0).

Pour tout xe R\{0},ona g((x,0))=1 donc lirr(l)g((x,O))zl et pour tout ye R\{0},ona g((0,y))=0 donc

lin}) 2((0,y))=0=1. Ainsi, g n’admet pas de limite quand en (0,0) et :

La fonction g n’est pas prolongeable par continuité en (0,0) .

Exercice 4

1) Supposons qu’il existe (a,b)e F* tel que f(a)=a et f(b)=b.

Comme f est A-lipschitzienne pour la norme infinie, on a : || fla)—f (b)||w < 7»||a - b| _,soit :
la=b].. <Afa-b]. .

Or, si ||a —b||m #0, on obtient 1 <A, ce qui est absurde car A€ ]0,1[, donc ||a —b||m =0, soit a=b. Ainsi :

Si f'possede un point fixe alors il est unique.

2) Prouvons les deux résultats par récurrence sur ne N.

Pour n=0,0na x,e F par hypothese et ||x1 - x0||w =\ ||)c1 - x0| _, donc la propriét€ est vraie au rang 0.

Supposons la propriété vraie a un rang n€ N. On a alors :

e xeF = f(x)eF (carf(F)\cF) = x,,€F.

n+l

¢ Ona ||xn+1 - X X, —x0||w et:

n

<A

<a(n

_nn+l _
xl_'x0||w)_?\' ||x1 xonw'

=[x — Fx)

Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

'xn+2 - 'xn+1

_SAx,,, —x,

nloo

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit :

n
x,€F et|x,, —x|. <A |x—x]_.

n
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3) Soit ie [[l;p]]. On a, pour tout ne N :

‘x. X, S = x|

i,n+1 in

X X

n+l n

Or, A€ ]0,1[, donc la série géométrique 27»” ||x1 - x0||w est convergente et par comparaison :

La série Z (xi il =X n) est absolument convergente.

4) Pour tout ie [[1 ;p]], la série Z‘()ci,n+1 - X

l.n) est absolument convergente, donc elle est convergente. Ceci
implique que la suite (x;,),. converge. La suite de vecteurs (x,),, converge coordonnée par coordonnée,

donc :

La suite (x,),., converge vers un vecteur a.

On a vu que pour tout i€ |Il ; p]] et pour tout ne N :

<A

n
X=X <x, X, SN x| -

n
‘x',nﬂ —Xin X = X()”w & —A intl

1

i,n+l

xl.,n) et 27»” convergent, on a pour tout i € |Il ; p]] et pour tout ne N :

+ oo + oo + oo
k k
- ||x1 - xonw 27“ S Z(xi,kﬂ Xk ) S ||x1 - xo||w Zk :
k=n k=n k=n

+o0
Si pour tout i € [[1 ;p]] » (X;,),en cONverge vers a;, on a Z:(xi,,ﬁ1 =X i ) =a,— X,
k=n

Comme les séries Z(x

n

Et comme ZN‘ = A
k=n 1_ 7\‘

, on obtient pour tout i e [[1 ; p]] et pour tout ne N :

||x1 - xo||w A"

1-A 1-A

L’inégalité ci-dessus étant vraie pour toutes les composantes de x, —a, on obtient, pour tout ne N :

}\‘n
— ||_x1 —_X0||w m < ai —.xl-,n < ||-x1 - 'x0||o<, = ‘xi,n —ai‘ <

X, —d <||x1_x0||w "

" 1-A

5) Lasuite (x,), estune suite convergente de F, qui est fermé, donc sa limite a appartient a F.

On apour tout ne N, x , = f(x,),donc lim x, = lim f(x,).
n—>+oo

n—>+oo

Or, lim x,,, =a etfestcontinue sur F (car lipschitzienne), donc lim f(x, )= f(lim x, )= f(a).
n—>+oo n—>+oo

n—+oo

Ainsi :

fla)=a

Nous venons donc de trouver une vecteur a de F tel que f(a)=a, autrement f admet un point fixe dans F.

Finalement, avec le résultat de la premiere question, on peut conclure que :

fpossede un unique point fixe dans F.
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Exercice 5

1) Commencons par reformuler la continuité de f sur E. f est continue sur E si et seulement si :

VaeE, VeeR,, JaeR], VxeE, |x—d|<a = |f(x)-f(a)|<e.

On peut rendre stricte les inégalités sans altérer 1’équivalence :

VaeE, VeeR,, JaeR,, VxeE,

x—a||< o = ||f(x)—f(a)||<€.
Ceci se reformule alors en :

[VaeE, VeeR,, JaeR, xe B(a,q) = f(x)e B(f(a).g)]
& [VaeE VeeR), JaeR,, xe B(a,0) = xe ' (B(f(a).e))]
& [VaeE VeeR), JaeR], Ba,w)c f~(B(f(a)e))]
Ainsi :
f est continue sur E < [Vae E, VeeR,, Jae R, B(a,oc)cf’l(B(f(a),s))]

(=) Supposons f continue sur E.

Soit O une partie ouverte de F. Si f~'(O) est vide alors elle est ouverte. Sinon, pour tout ae f~'(0), on a
f(a)e O.Comme O est ouverte, il existe €€ R’ tel que B(f(a),€) <O etdonc, f ' (B(f(a),e)) c f7(0).

Or, d’apres ce qui précéde, il existe oe R, tel que B(a,a) < f ' (B(f(a).€)), donc B(a,a) < f'(0).

Ainsi, pour tout ae f~'(0), il existe o€ R, tel que B(a,a) < f~'(0), ce qui prouve que f '(O) est ouverte.
(&) Supposons que I’'image réciproque de toute partie ouverte de F est une partie ouverte de E.

Soient a€ E et ee R,

Comme B( f(a),€) est une partie ouverte de F, f'(B(f(a),€)) est une partie ouverte de E.

Or, f(a)e B(f(a),e),donc ae f'(B(f(a).e)) etainsi, il existe are R’ tel que B(a,a) = f ' (B(f(a).€)).

Ainsi, pour tout a€ E et pour tout e€ R, il existe ae R’ tel que B(a,o) = f ' (B(f(a),€)), ce qui prouve
que f est continue sur E.

Finalement, on a bien :

fest continue sur E si et seulement si I’image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert de E.

2) (=) Supposons f continue sur E.

Soit A une partie fermée de F. Si f'(A) est vide alors elle est fermée. Sinon, soit (a,), ., une suite de

f ~'(A) convergeant vers ae E.Ona a, — a et fcontinue en a, donc f(a,) — f(a).
Or, pour tout ne N, aq, € f~'(A), donc f(a,)e A et comme A est fermée et f(a,) = f(a),ona f(a)e A.

Ainsi, ae f '(A) et donc toute suite convergente de f '(A) converge dans f '(A), ce qui prouve que
f7'(A) est fermée.
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(&) Supposons que I’'image réciproque de toute partie fermée de F' est une partie fermée de E.

Soit A une partie ouverte de F. Ona f '(F\A)=E\ f '(A). En effet :
xe fUF\A) & feF\A o f()eA o xef(A) o E\f(A).

Comme A est ouverte, F'\ A est fermée, donc f '(F\A)=E\ f '(A) est fermée, ce qui prouve que f '(A)

est ouverte. Ainsi, I’image réciproque de toute partie ouverte de F est une partie ouverte de E, donc f est
continue sur E d’apres la question précédente.

Finalement, on a bien :

fest continue sur E si et seulement si I’image réciproque de tout fermé de F est un fermé de E.

1 . .. ) .
3) Posons f(x)= " La fonction fest définie et continue (car rationnelle) sur R, a valeurs dans R.
+

7
X

Ona f(R)=[0,1[ quin’estni ouvert, ni fermé. Or, R est un fermé et un ouvert de R, donc :

L’image d’un ouvert (resp. fermé) par une application continue n’est pas forcément ouverte (resp. fermée).

Exercice 6

Pour toute matrice M de M, (K), detM est polynomiale (et méme affine) en chacun des coefficients de M,

donc I’application det: M > detM est continue sur M, (K), a valeurs dans K.
Or, M, (K)\GL,(K)={M € M, (K), det M =0} =det' ({0}).

Comme {0} est fermé dans K, M, (K)\GL, (K) est I'image réciproque d’une partie fermée de K par une

application continue, donc est fermé dans M, (K), d’apres 1’exercice précédent.

Finalement, comme M, (K)\GL, (K) est fermé :

GL,(K) est un ouvert de M, (K).

On veut montrer que GL, (K)=M, (K), donc que M, (K)c GL, (K), autrement dit que toute matrice de
M, (K) est limite d’une suite de matrices de GL, (K).

Soit M € M, (K) de rang re [0,n]. Il existe deux matrices inversibles P et Q telles que M = PJQ ou :

J Ir Or,n—r
- On—r,r On—r .

Ir Or,n_r
Posons alors pour tout ke N', M, = PJ, Q avec J, = 0 Lo
n—r,r ; n—r

. . 1 .
On a immédiatement J, = J quand k — +oo (car ||J = ||w :;) et, comme I’application X > PXQ est

continue sur M (K),ona: M, > PJQ=M .
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Enfin, pour tout ke N*, det J :%7&0 donc det M, =det PxdetJ, xdetQ #0 et M, € GL (K).

Finalement, on a trouvé une suite (M, ) _ . de matrices inversibles qui converge vers M, donc M € GL,(K).

Ceci prouve que :

GL,(K) =M, (K)

Exercice 7

D’apres 1’exercice 7 du TD sur les espaces vectoriels normés, Y, (R) est une partie fermée, bornée de M, (R)
(pour n’importe quelle norme). De plus, I’application M +—> ||M —B|| est continue sur M, (R), donc elle admet
un minimum sur Y, (R), atteint en A€ Y, (R). Comme ||A—B|| est le minimum de M +— ||M —B|| sur Y (R),
on a alors immédiatement ||A— B|| < ||M - B|| pour tout M € Y (R).

Supposons qu’il existe une deuxieéme matrice A' de Y, (R) telle que pour tout M € Y, (R),
Comme A et A" appartiennent toutes deux a Y, (R), on a ||A' —B|| < ||A —B|| et ||A— B|| < ||A'— B|| , donc :
|4~ B]=]A-5].

Toujours d’apres 1’exercice 7 du TD sur les espaces vectoriels normés, Y (R) est une partie convexe de

M, (R), donc pour tout t€[0,1], tA+(1-1)A'e VY, (R) et |[A-B|<|A+(1-1)A'-B|.Or:
|[A+(1-0DA"-B|=|t(A-B)+(1-1)(A'-B)| <t|A-B|+(1-n| A"~ B|=|A-B|.
Ainsi :
lA+(1-nA"-B|=|A-B].
Or, ici | .|| est une norme euclidienne donc dérive d’un produit scalaire et :
liA+1-0A = B||" =[r(A-A)+ A'-B|" =*||A- A" +2t(A-A"| A'=B)+|A - B| .

Avec |A'=B|=||A-B]. on obtient, pour tout ¢€ [0,1] :

A=A +20(A-A"| A'~B)=0.
Or, I"application polyndme 7+ 1*|A—A'|* +2t(A—A'| A'=B)=0 est nulle sur [0,1] si et seulement si ses
coefficients sont nuls, donc |A—A'|* =0, ce qui entraine immédiatement A= A"

Finalement :

Il existe une unique matrice A€ Y, (R) telle que pour tout M € Y, (R), ||A— B|| < ||M - B|| .

VA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN A A AN A AN AN A AN AN AN
A A AL A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN AN AN

Exercice 8

On veut montrer : 3ke R, Vxe E, N(f(x))Sk”x”.

Raisonnons par ’absurde en supposant le contraire, ¢’est-a-dire : Vke R, Ixe E, N(f(x))> k||x|| .
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En particulier ceci est vrai pour k entier, donc : Vne N, 3x e E, N ( f(x, )) >n|x,

Comme f est linéaire, si x, =0, ona f(x,)=0 etdonc N(f(x,))= n||xn|| =0, qui est exclu, donc x, #0 pour

1 : c
tout ne N et on peut poser u, =——=x, . Alors pour tout ne N, |u, || =1, donc la suite (u,), _ est bornée et :

n

N(f(un))zN(f(xanDZN(Lf(xn)JZM>n

X

n

n n

Donc, (u,),., est bornée mais pas (f (un))nEN , ce qui contredit les hypotheses.

Ainsi, il existe bien un réel k tel que pour tout xe E, N(f(x))< k||x|| Ceci veut dire que f est lipchitzienne et

donc :

fest continue sur E.

Exercice 9

1) En assimilant M, (C) et C,ona E, ={ze C, P(z) =0}, autrement dit :

Pour n=1, E , est I’ensemble des racines de P.

Dans ce cas, E, est fini (de cardinal au plus le degré de P) et donc :

Pour n =1, tous les éléments de E, sont 1s0lés.

2) Si une telle boule B, =B(0,,r) avec r>0 existe, alors pour tout He B, I, +H est inversible, donc
det(/, +H)#0.0r, det/ =1#0 et M > detM est continue sur M, (C), donc pour tout réel € >0, il existe

un réel r >0 tel que pour tout M € M, (C) telle que ||M—In||<r, ona—g&<detM —det/ <e€.

En particulier pour €=1, on a pour tout H=M -1 ,€ M (C) telle que ||H||< r, 0<det(I,+H), ce qui
implique que pour tout H € B, =B(0,,r), det(/, + H) #0 et ainsi :

II existe une boule ouverte B, = B(0,,r) telle que I, + H soit inversible pour tout H € B, .

. 1 : .
3) Sion pose pour tout ke N, M, =Al, +mE1 , (ou E, estlamatrice de la base canonique dans laquelle
" .

, 1 1
le 1 est a la fin de la premiére ligne. On a E’, =0, , donc pour tout ke N, (M, —Al)* = Gi D) E’ =0 et:
, T ,
1 1
M,—A | =|—E,|= E 0.
|| k n Hk"‘l 1,n k+1” 1,n k — + oo

Donc, (M), converge vers Al, . Ainsi :

. 1 -
La suite (M), = (Mn +ﬁE1 "j converge vers Al et vérifie (M, —Al,)* =0, , pour tout ke N .
+ ’ keN
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4) Remarquons que si Q€ GL,(C),ona P(OMQ™)=QP(M)Q~'=00,07'=0,,donc QMQ '€ E,.
Comme M est un point isolé de E,, il existe R >0 tel que B(M,R)N E, = {M}.
Soit H e B, =B(0,,r) (de la question 2). On aalors I, + He GL, (C),donc (I, + H)YM (I, +H)'e E,.

L’application W:H > (I, + H)YM (I, + H)™" est rationnelle en les coefficients de H, donc continue sur B,.
Comme W(0,)=M ,il existe r'>0 tel que r'<r et pour tout H € B, telle que ||H|| <r':

|7, + M1, +HY' -M|<R.
Autrement dit, pour tout He€ B,=B(0 ,r"), (I, +H)M (I ,+H) '€ B(M,R).
Finalement, pour tout H € B,,ona (I, + H)M(I,+H) '€ B(M,R) et (I,+H)M(I,+H) '€ E,, donc :
(I,+HM(,+H)'€e BM,R)NE,={M} = (I, +HMUI,+H)' =M.

Ainsi :

Il existe une boule ouverte B, = B(0,,r") telle que pour tout He B, (I, + H)YM(I,+H)'=M .

5) Remarquons déja que :
(I, +HM({I,+H)'=M < ({,+HM=M(,+H) & M+HM=M+MH < HM =MH.

Ainsi, toutes les matrices de B, = B(0,,r") commutent avec M.

Soit Ae M, (C).Si A=0,, alors A et M commutent, sinon ||A|| #( et on peut poser H :MA .
On a ||H||:%< r',donc H € B, etainsi :
HM =MH < (LA]M =M(r—'A] o T AM=—""MA o AM=MA.
2|4 2|4 2/|4] 2/|4]

Donc, A et M commutent et finalement :

M commute avec toute matrice de M, (C).

En particulier, si M = (am.) commute avec toute matrice, on a ME, ,=E; ;M pourtous i, j& [[l,n]].

i,je[l.n]
Or, ME, ; est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j*™ qui est la i*™ colonne de M, et E, ;M

-ieme

est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la i“™ qui est la j*™ ligne de M.

Ceci donne @, ; =0 quand i # j et a,, =a,,=...=aqa,,,etdonc:

n,n

M est une matrice d’homothétie.

Enfin, si M =Al,,ona P(M)=P(Al,)=P(A)I, =0,, donc P(A)=0, autrement dit :

Le rapport de M est une racine de P.
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6) Si A est racine multiple de P, alors on peut écrire P=(X —A)’Q , avec Qe C[X] et pour tout M € M (C) :
P(M)=(M -M,)>Q(M).

D’apres la question 3, il existe une suite de matrices (M,),., convergeant vers Al, et telle que, pour tout
keN, (M, -\,)*=0,,donc P(M,)=(M,—\,)’Q(M,)=0,.

Ainsi, (M), est une suite de matrices de E, qui converge vers Al, , donc on peut trouver des matrices de

E, aussi proches de A, que I’on veut et ainsi :

Si A est racine multiple de P, alors A/, n’est pas un point isolé de E, .

7) Soit A une racine simple de P. On peut alors écrire P=(X —A)Q, avec Qe C[X] et QL) #0.
Ona P(M,)=P(M1,=0,,donc M € E,.

Supposons que A/, n’est pas un point isolé de E, . Il existe alors une suite (M), , de matrices de E , toutes

différentes de AJ, et convergeant vers A/, .

Remarquons que 'application M >, =det(X1,—M) est continue sur M, (C) (car M +— XI,—M Dest

et M +>detM aussi). Alors, comme klim M,=M\_, ona klim X, =%, =(X —A)". Alors, si A, est une

—+oo

valeur propre de M, ,ona lim A, =A.

k—+oo
)4
Notons o, O, ..., &, les racines de Q (distinctes ou pas), soit Q = 'yH(X —o;) avec Y#0.
j=1

Comme Q(A)#0,0na o, #A pour tout je 1, p] etdonc e= nﬂllin]]‘aj —7»‘>0.
JELLP

Comme  lim A, =A,ona [\, —A|<e etdonc A, #0, pourtout je&[l, p], a partir d’un certain rang Ne N.

—+oo

Ainsi, a partir du rang N, les o, ne sont pas valeur propre de M, , donc M, —a.;1, est inversible pour tout

)4
J€E [[1, p]] ,etdonc Q(M, )= yH (M, —o1,) est inversible.
=1

Enfin, pour tout ke N,ona M, € E,,donc P(M,)=(M, -\, )Q(M,)=0, et a partir durang N, Q(M,) est
inversible, donc (M, =M )Q(M,)Q(M,)"' =M, -\, =0, soit M, =Al,. Ceci est absurde car par hypothése,
toutes les matrices M, sont différentes de A/, .

Finalement, supposer que A/, n’est pas un point isolé de E, mene a une absurdité, donc :

Si A est racine simple de P alors A/, est un point isolé de E,.




