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Exercices d'entrainement chapitres 1 a 5 - Enoncés

Chapitre 1

1) Nature de la série Z (arctan(n+ o) —arctann) avec oe R.
© On pourra utiliser ’inégalité des accroissements finis.

1"

2) Nature de la série de terme général u, = .
n+cosn

3) Convergence et limite de la suite de terme général u, = H (2—5/3 )
k=2

4) Calculer I; x>"'dx . En déduire la nature de z =D et calculer sa somme.
n

3n+2

Chapitre 2

1) Montrer que I’application N qui, 2 tout (x,y) de R?, associe N((x,y)) =|x|+|x+2y| est une norme sur

R* et représenter la sphére unité pour cette norme.

2) Onpose E=C' ([0,1],]R) et on définit sur E I’application N par N(f) = |f(0)| + sup |f '(t)| et on note N_
1e[0,1]
la norme infinie sur £ ( N_(f) = sup |f(t)| ).
te[0,1]

a. Montrer que N est une norme sur E.
b. Montrer que EN 0,H c ENw (0,1) . L’inclusion réciproque est-elle vraie ?
c. Existe-t-il fe EN (0,1) telle que N_(f)=1 (soit fe S, (0,1))?
3) Onpose E=C" ([O,l],R) et on définit sur E I’application N par N(f)= I: (l+t2)|f(t)| dt et on note || . ||N
la norme infinie sur £ (||f||m = i}f&'f(t)' ).
a. Montrer que N est une norme sur E.

b. Trouver le plus petit réel B tel que pour toute fe E, N(f)< [3|| f ||m :

c. Montrer qu’il n’existe pas de réel o strictement positif tel que pour toute f e E, (x|| f ||m <SN(f).

4) Soit (A,),. une suite de matrices carrées d’ordre n, inversibles et qui converge vers une matrice A de

M (R) telle que la suite (A, '),_, converge vers une matrice B. Montrer que A est inversible et A™' = B.

Chapitre 3

1) Soient (E,

||) un espace vectoriel normé et @ un vecteur non nul de E. On note f I’application de E dans

R définie _ {le—all si [x] <[al
par f(x)
0 sinon
a. Montrer que f est continue en a.

b. Montrer que f n’est pas continue en — a.
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2) Soient (E,

. ||) un espace vectoriel normé et a un vecteur de E.

Montrer que I’ application définie sur E par : x > ||x||a , est lipschitzienne.
3) Soit ne N'. Montrer que P = {M e M (R),M*= M} est une partie fermée de M (R).

1 a
La partie P est-elle bornée ? © On pourra considérer les matrices [0 Oj .

2
X .
4) Soit f1a fonction définie sur R ey S@nreo
par f(x,y)=<x —2x"y+3y
0 si (x, y)=(0,0)

a. Montrer que la restriction de fa toute droite passant par I’origine est continue.
b. Montrer que f'n’est pas continue a I’ origine.

© On pourra considérer la restriction de f a la parabole d’équation y = x* .

Chapitre 4

1) Pour tout ne N, on pose g, (x)=sinxcos" x et f (x)=xg, (x).
Etudier les variations de g, sur [ = [Og]

Etudier la convergence simple, uniforme sur / de la suite de terme général f, puis la convergence simple,
uniforme, normale sur / de la série z f-

arctan (nx)
n2

2) Donner le domaine de définition de f(x)= Z

nx1

Etudier la continuité, puis le caractéere C' de f.

3) Onpose I =]—1,+oo[ et pour tout xe I, S(x):Z(l_ 1 j
n o n+x

n=l1

Montrer la fonction § est définie sur /.
b. Montrer la fonction S est continue sur tout segment inclus dans /. Est-elle continue sur 7 ?
c. Lasérie S converge-t-elle normalement sur I ?

d. Calculer S(x+1)—S(x).Donner un équivalent de S(x) en —1".

Inx

4) Pour tout entier n>2 et tout xe Ri , on pose u,(x)=— -
x"Inn

a. Donner le domaine D sur lequel la série z u, converge simplement.

b. Montrer Zun ne converge pas normalement sur D.

+ o0

D u (x)

k=n+1

+ 00

. En déduire que la fonction ZMn est continue sur D.

¢. Montrer que pour x>1, <——
In(n+1) o
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Chapitre 5

2
n +4n—-1
1) Rayon de convergence et somme de Z—zx”
neN n+

2) Montrer que si x — Zanx" est solution de de I’équation différentielle (E): 4xy"+2y'+ y=0, alors pour
n=0
a

n

tout ne N,onaa,, =— .
(2n+2)(2n+1)

Trouver le rayon de convergence de Zanx" . Que peut-on conclure ?

(-D"a

2 )'0 et donner les solutions développables en série entiere de 1’équation
n).

(E) sur R. A I’aide des développements en série entiere connus, on donnera une expression compacte de ces

Montrer que pour tout ne N, a, =

solutions sur R, .

Montrer que x > sin\/; est solution de (E) sur ]R*+ .

4n(n!)2 2n+
3) Donner le rayon de convergence de f(x)= Y ————x""" .
) y g f(x) Z Ty

Montrer que f vérifie I’équation différentielle (1—x*)y'—xy =1 et en déduire fa I’aide des fonctions usuelles.
4) Etudier la parité de f :x > e"Z/ZJ';‘ g

Montrer que f est développable en série entiere et donner son développement.

22n (n|)2
QCn+D!

S (_ 1)k n 1 2\n u 2n+1
© On pourra montrer que E =| (1-t°)"dt et on donne | 2cos™ udu=
P e Xl o= )
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Exercices d'entrainement chapitres 1 a 5 - Corrigés

Chapitre 1
arctan(n + o) —arctan n
1) Pour tout ne N, ( ) =arctan'c, = ~ avec n<c¢,<n+a,donc:
(n+a)—n I+c,
o
O <arctan(n+o)—arctann < —-.
n

Et Z(arctan(n+oc)—arctan n) converge par comparaison 2 Z%
n
2) Pourtout ne N :
u, = D" _ D 1 _ D 1_cosn_i_o(cosnj _D +0(i2j.
n+cosn n H_COSH n n n n n

Z( D’ et Z— convergent donc ZM

n

In3 In3

3) Pour tout entier k> 2, 5/5 —ek <e? = \/5 <2, donc u, >0 et pour tout entier n =2 :

Inu, =3 In(2-43).
k=2
n3
Or, 1n(2—§/§):1n 2ot =m|2-[ 1483 o L)) 2| 1223y o L . donc 1n(2—v§)~—£.
k k k k k

Comme z diverge,ona lim Inu, = lim (— lnSZ%j =—o0 et:

n—+oo n—+oo

4) Pour tout ne N, J-; X dx = 3—12, donc pour tout Ne N :
n-+

. mz< et e e

n=0
3N+4
_jOl Todr (- 1)j
3N+ | 43N+ (_
Et 0< I dx<j 2N dx = ,donc lim dx=0. Alors, Z converge et :
AN +5° Noweod 0] 4 o7

Z( D" [ :_J.( 20-1 13 _ljdx:n—ln%/g

“3n+2 J014+x° 2x7—x+1 2x2—x+1 x+1 33
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Chapitre 2

1) L’application N est définie sur R” et a valeurs dans R, .

Remarquons que N ((x,y))=N, ((x,x+2y)) out N, ((x,y))=|x[+|y].

Soient (x,y), (x',y") de R* etAde R.

o N(Mxy))=N((Ax,Ay)) = |Ax|+[hx+ 2hy| = ||| +[A||x + 2] = [N (| o] +]x + 25]) =|A| N ((x, ) -
Donc, N est homogene.

e N((%y)=0 & N ((x,x+2y))=0 <& (x,x+2y)=(0,0) & x=x+2y=0 < x=y=0.
Donc, N est séparée.

° N((x, Y+ (xLy))=N((x+x',y+ y')) =|x+x'|+|x+x'+2(y+ y')| = |x+x'|+|x+2y+x'+2y'|

S|x|+|x'|+

X2+ 2y | =[x+ x4 2y x|+ [x 2y = N ((x, )+ N ((x yh)
Donc, N vérifie I’inégalité triangulaire.

Finalement, N est une norme sur R?.

Ona S((0,0),1) ={(x,y)e R*, N ((x,y)) =1} ={(x,y)e R |x|+|x+2y| =1} et pour tout (x,y)e R :
x20 x20 x<0 x<0
|x|+|x+2y|:1 & 9x+2y20 ou ¢x+2y<0 ou ¢x+2y=0 ou ¢x+2y<0
x+x+2y=1 x—x—2y=1 —x+x+2y=1 —x—x—2y=1
x20 x20 x<0 x<0
= yZ—lx ou yﬁ—%x ou yZ—lx ou yﬁ—%x
X+ —l ——l —l Xty=——
y > y > y > y
0<x<1 0<x<1 -1<x<0 -1<x<0
2N 1 ou 1 ou 1 ou
=——X = —— = — =———X
7 ) 7 )

On obtient la partie rouge du plan :

=N
!

o

o

q
q
-

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
g
G
-T2

[ -
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2) a. L’application N est définie sur E et a valeurs dans R, .
Remarquons que N(f)=|f(0)|+N_(f).
Soient fetgde E,et A de R.

o N =|M©O)+ Sgr;]lkf ()| = |>»|(|f<0>| + sggllf '<r>|j =A|N(f).

Donc, N est homogene.

* N(f)=0 & |f(0)|+SE)I1>]|f'(t)|=0 A |f(0)|:SR)I1)]|f'(l)|=0

{f(0)=0 - {f(0)=0 £20

f'=0 f =cste
Donc, N est séparée.
 N(f+8)=[fO)+gO)|+ N (f+g")<[fO)+|gO)+N(f)+N.(g)=N()+N(g).
Donc, N vérifie I’inégalité triangulaire.

Finalement, N est une norme sur E.

b. Soit fe B,(0,1). Onaalors N(f)=|f(0)|+sup|f'(t)<1.
te[0,1]

Posons sup |f '(t)| =a donc pour tout 7€ [0,1] , | f '(t)| <a et, par croissance de I’intégrale :

1€[0,1]

U;f'(u)duS.[(:|f'(u)|dus.[(:adu = |fO-fO)|<ar.

Alors, avec |f (1) =|f®)|-|f(0)|+|£(0)|, on a pour tout z&[0,1] :
[f O] f O] f O] +] 7O <[ 1) = FO)+] £ O] S at +|FO)] < a+[ £ (O = N(f) <1.
Donc N_(f)<l et fe ENM (0,1). Finalement, on a bien :

B,(0,)c B, (0,1).

Soit ne N'. La fonction f :t+> " appartient 3 E et :
* N_(f)=1ldonc feB, (0,1 ;
® N(f)=n doncquand n>2, fe& B, (0,1).

Ainsi, I’inclusion réciproque est fausse.

c. Il suffit de considérer f:t+—t.Ona N(f)=N_(f)=1donc fe EN(O,I) et N_(f)=1.

3) a. L’application N est définie sur R* et a valeurs dans R .

Remarquons que N(f)=N,(f,) ou f,:t> I+ (@) et N, (f)= jol|fl(t)|dt.
Soient fetgde E,et A de R.

o NOH=[ A+ @fde=[ A+ O]dr= NP,

Donc, N est homogene.
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e N(f)=0 & N(f)=0 & f=0 < f=0(car f,=hf ou h:t+>1+¢> ne s’annule pas).
Donc, N est séparée.

* N(f+8)=N(fi+8)=N,(f)+N(g)=N(f)+N(g).
Donc, N vérifie I’inégalité triangulaire.

Finalement, N est une norme sur E.

b. Soit f e E . Pourtout € [0,1],

_,donc:
N(H=[ a+)|folde< [ a+o)|f]. dt=i||f||m.

De plus, pour f :t+>1, qui appartienta E,ona N(f)= I (I+1H)dt =— =—||f|| (avec ||f|| =1), donc :

4
3

1 1
n+l1 n+3'

N(f,)= j A+ dt =——

N . .
;f”) ———0, donc la quantité ”f(—ﬁf) n’est pas minorée par un réel o>0 quand f décrit E\{0}.

Autrement dit, il n’existe pas de réel a strictement positif tel que pour toute f € E, Oc” f ||m <SN(f).

On a

4) Notons pour tout k€ N, A, =(a")) .z e » AT =) i jens A= Diaijen € B=(D, )1 ic-

(k)

Comme A, ————Aet A''———>B,onaa) ———>a,, et b!") ————b,; pourtous i, j€[Ln].

k—+o0

De plus pour tout ke N, A A" (Za“‘)b(")j et Za“‘)b(“ %Zaivgb“ , donc :
=1

I<i, j<n
Ay Ak_l —5=—48.
Or, pour tout ke N, A, A"'=1 ,donc A A" ——-—=—1, etainsi AB=1, , autrement dit :

A est inversible et A™' = B.
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Chapitre 3

1) a. Ona f(a)=0 etpourtout xe E, f(x)S”x—a”,donc

[f ()= f(@|=f0)<|x=d.

Comme lim

X—a

xX— a|| =0, on obtient par comparaison, lim | fx)—f (a)| =0, soit lim f(x) = f(a), autrement dit :

f estcontinue en a .

b. Ona ||— a|| = ||a||, donc :
f-a)=|-a-a|=2]d.

Pour tout Ae R,ona lim (-Aa)=—a etsi A>1,0na ||—7»a||:7u||a||>||a||, donc f(-Aa)=0 et:

A1t

lim f(=2a)=0#2[d| = f(-a).

Ceci prouve que :

f n’est pas continueen —a.

2) On note f:xH”x”a.Pour tous x,ye E :

I7e0= =l =l -Iolllal < el

Donc :

X ||x||a est ||a|| -lipschitzienne .

3) Soit (M), une suite d’éléments de P convergeant vers M € M, (R).

L application M +— M* de M (R) dans M, (R) est continue (les coefficients de M * sont polynomiaux en

ceux de M), donc M; ———>M?*. Or, pour tout ke N, M} =M, car M, € P,donc M =M, ————M

k —+ oo k—+o0

et ainsi, M*> =M ,donc M € P. Ceci prouve que :

P est une partie fermée de M, (R) .

1 a (1 a) g 0
Pour tout ae R ., M, = (O Oj € P pour n=2 (pour n>2, on peut prendre M = {__*9*_*9*_*_;*_*_2;’1_2_ ).
i

Or, ||M .

_=a quand a>1, donc lim ||Ma

a—+oo

_ =+o0, ce qui prouve que :

P n’est une pas partie bornée de M, (R).
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4) a. Remarquons déja que x*—2xy+3y°=(x—y)*+2y°=0 si et seulement si x—y=y=0, donc si et

seulement si (x, y) # (0,0) . La fonction f est donc bien définie sur R”.

La fonction f est continue sur R*\{(0,0)} comme quotient de fonction polynomiales.

Soit D:y = ax une droite non verticale passant par ’origine. On a alors pour tout xe R’

ax
x? = 2ax+3a’

f(x,ax)=

0= £(0,0).

x>0

Ainsi, la restriction de f'a D est continue.

Remarquons que cela fonctionne si a =0, car dans ce cas f(x,ax)= f(x,0)=0.

La seule droite verticale passant par 1’origine est I’axe des ordonnées (Oy), d’équation x=0 et, pour tout
yeR":

£(0,y) :OWozf(0,0).
Donc, la restriction de f'a (Oy) est continue.

Finalement, la restriction de f a toute droite passant par 1’origine est continue.

b. Pourtout xe R" :

1
2 e —
f(x?-x)_z

Donc, fn’est pas continue a I’origine.
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Chapitre 4

1) Pourtout ne N', g, est dérivable sur [ = [0,%} en tant que produit de telles fonctions et :

) _ 1 ) _
g, '(x)=cos xcos" x—nsin” xcos" 1x:(n+l){—l—sm2x cos" ' x.
n+

1 NEER
En posant o, =arcsin| ——=|,ona g, (o, )= —— | et on obtient le tableau :
(Vn+lj n+l1{ Vn+l

x |0

a,
(@)
8n . / o \

ki
2

0

Soit xe }O,g}. Ona cosxe [0,1], donc f,(x)=xsinxcos" x—————0 et f,(0)=0 pour tout ne N', donc

la suite de fonctions (f,) . converge simplement vers la fonction nulle.

\ . % T
D’apres le tableau ci-dessus, pour tout ne N et pour tout xe I = [0,5} :

£,(0|=|xg, ()| sgg,, @,).

Donc sup|fn|£ggn((xn) et:
1

1 n ) 1 —ﬁln[ul) 1 -
L) = = 2\ s —e 2.
§ Vn+1( n+1]

Donc, lim sup| fn| =0 etainsi:

n—+eo

La suite de fonctions (f, )ne  converge uniformément vers la fonction nulle.

Soit ne N", on a ka(O):o et pour tout xe}O,g},ona cosx#l1,et:

k=1

. S k . 1—cos" x xsin xcos x
ka(x)=2xs1nxcos X = XxsIn xcos x ——
Py Py I—-cosx I—-cosx
xsin xcos x .
. L. . . —  six#0
Ainsi, la série Z f, converge simplement sur / vers la fonction f:xH< 1-cosx .
0 six=0

2
Enfin, xsinxcosx ~ x* et l1—-cosx ~ %, donc lin}]f(x)=%¢0=f(0). Ceci prouve que f n’est pas

x—0 x>0

continue en 0, donc que la convergence de Z f, n’est pas uniforme sur /, et donc pas normale non plus.
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arctan (nx)

2) Pour tout ne N', posons f,(x)= > pour tout xe R.
n

On a

T 1 L 1 o
<5—2 et la série Z—z converge, donc z f,(x) converge pour tout xe R, et ainsi :
n n

La fonction fest définie sur R .

T 1 .. . .
f, (x)| < 5—2, la série z f, converge normalement, donc uniformément
n

sur R et comme toutes les fonctions f, sont continues sur R :

La fonction fest continue sur R .

1

Toutes les fonctions f, sont de classe C' sur R avec f,'(x) =————.
n(l+n°x")

La série z £, '(0) (qui est la série harmonique) diverge.

Pour tout ae R, et tout xe |—oo,—a]U[a,+ ][, et la série Z% converge, donc an'
n

- .3 2
na

converge normalement, donc uniformément sur | —oo,—a]U[a,+ o[ . Ceci permet de conclure que f =" f,

nx1

est de classe C' sur |—o0,—a]U[a,+ oo [. Ceci étant vrai pour tout ae R},

La fonction fest de classe C' sur R".

arctan?

Ona f(0)=0 et pour tout xe R", AC f(O) f(x) z fu(X) zlh(nx) avec h(t) =

X n>1 X n>1 1

On a lignh =1, donc il existe un réel o> 0 tel que pour tout 7€ [— o, a]\{0}, A(r) > % )

N

Or, th zl =+ oo, donc pour tout réel A >0, il existe Ne N’ tel que z >2A.
e n=1 1 n=1

Remarquons que pour tout xe R", h(x) >0, donc F0=70) > Z h(nx) .
X n=1 1

Alors, pour tout xe [—% %}\{0} ona nxe [—a,a]\{0} pourtout ne[l,N] et:

f)- f(0)>z h(m)>z La,
1

> A . Ceci prouve

) f(x)—-f0)
X

Finalement, pour tout réel A >0, il existe a :% >0 tel que x€[—a,a]\{0},

que lim L=/ ©
X

x—0

=+ oo et donc que :

La fonction f'n’est pas dérivable en O.
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1 .
3) a. Pour tout ne N, la fonction fix—>—— est définie sur [ = ] —1,+ [ et pour tout xe [ :

n n+x

1 X

fx)=r =

n n+x n(n+x) '

Donc, f,(0)=0 et pour tout xe / \{O}, f,(x) ~ 12 . Dans les deux cas, la série Z f,(x) converge et ainsi :
n—+e p

La fonction S est définie sur /.

b. Pour tout xe I et pour tout entier n=>2,0ona n+x>n—-1>0 et:

R
n|n+x|_n(n—1).

b ) , donc

Soit [a,b] = I . Pour tout x€ [a,b], on a |x| < = max ( H N

converge, Z f, converge normalement sur [a,b] et comme les f, sont toutes

Comme la série Z
n(n—

continues sur /, la fonction S est continue sur [a,b] . Ainsi, § est continue sur tout segment inclus dans /.

Enfin, comme U[a b]d[a,b] =1 :

S est continue sur /.

c. Pour que z f, converge normalement sur /, il faut que existe pour tout ne N et que z

fn P
—l et zl diverge, donc :
“ n n £e '

fn

oo

converge. Or, pour tout entier n =2,

La série S ne converge pas normalement sur /.

d. Pourtout xel, x+1el et:

oo Sl S Bt

n n+x+1 n n+x n n+x+1 n n+x
1 1 .
_ Z = (par télescopage)
n+x n+1+x x+1

Comme S est continue sur /, elle I’est en 0, donc lim S(x+1)= hm S(x)=50)=0.

x—=-1*

Comme pour tout xe I, (x+1)S(x+1)—-1=(x+D)S(x),ona lim (x+1)S(x)= lim (x+1)S(x+1)-1=—-1 et
x—>-1% x—-1"

donc :

Sx) ~ L
-1t x+1
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4) a. Pour tout entier n>2 ettout xe R, u, (x)= Inx _ In x (1/x) .
x"Inn Inn

o u,(1)=0: > u,) converge;

) 1 . . . s
® siO<x<l,—>1I donc u,(x) ——=--—>+c0 par croissances comparées : Zun (x) diverge grossierement ;
X

n

e six>l,onau (x)= o (lj et 0<l<1, donc Z(lj converge, donc : ZMn (x) converge.
X X

n—+oo X

Finalement :

La série ) u, converge simplement sur D =[1,+ |

b. Pour tout entier n =2, u, est dérivable sur D en tant que quotient de telles fonctions et :

u,'(x) =+(l—lnx)
xX""Inn\n

1/n

Donc, u, est croissante sur ] 1,e" ”] et croissante sur [e ,+ oo [ Comme u, est positive sur D, on a :

1

enlnn

u

n

::un(eﬂn)::

o

1 ) L . +oo (t o

Or, 1+ —— est continue, décroissante et positive sur [2,+ oo, et j — = [ln(lnt)]+ diverge, donc par
tint 2 tint 2

comparaison série-intégrale Z u

n

_ diverge et ainsi :

Z u, ne converge pas normalement sur D.

c. Soit xe D . Pourtout ne N' et tout entier k2n+1,ona: 0<u, (x)= ]lcnx < In x (lj
x'Ink In(n+)\ x

Donc, pour x>1 :
= & mx (1Y IWx &= (1) mx (k)" 1 Inx(1Y
= u ()< z—(_j —_nr z(_j _ ()™ _ (_j _
Pt = In(n+1)\ x In(n+1) 57\ x In(n+1) 1-1/x In(n+1) x-1\x

Or, pour tout xe D, 0< (lj <1l et 0<Inx<x-1 (il suffit d’étudier x> Inx—x+1, qui est décroissante sur

+ 00

D, (x)

k=n+1

X
i u, (x) S; et comme u, (1) =0 pour tout £,
In(n+1)

k=n+1

D= [1,+ oo [ et nulle en 1, donc négative sur D). Ainsi,

I’inégalité reste vraie pour tout xe D, soit pour tout ne N :

+ o0

D u (x)

k=n+1

<

In(n+1)

Comme moih 0, I’inégalité ci-dessus prouve que Zun converge uniformément sur D et comme
nn+

toutes les fonctions u, sont continues sur D :

La fonction Z u, est continue sur D.

n22
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Chapitre 5

2
n +4n-1
1) Ona Taag e n et le rayon de convergence de an” est 1, donc :
n+ n—+ oo

+4n—1
Le rayon de convergence de Z%x” est 1.
n+

Pour tout xe |—1,1[,ona:

2
s tdnsl "—Z(n+2—

neN l’l+2 neN

jx =D (n+hx"+ > X" —52

neN neN neN 1

Et :

Z(n+1)x —an (1 x)

neN n=1
S =
neN 1_~x
) xn xn+2 xn+l
X Z = = —x=—In(l-x)—x

—_=n+2 =mn+2 =n+l

Donc, pour tout xe |—1,1] :

s ! -+ ! +51n(1—jc)+x quand x # 0
Zn +4n_1x”— (I-x) 1-x X
ne +2
v —% quand x =0

+ o0

2) Posons f(x)= Zanx” et notons R le rayon de convergence de cette série.
n=0

La fonction fest de classe C” sur |- R,R[ et pour tout xe |- R,R][ :

+ o0

Ax (0 +2f () + f(x) = 4x2n(n Da,x" +22nax +Zax =>[@n+2)2n+Da,, +a,]x"

n=0 n=0

Dong, fest solution de (E) si et seulement si pour tout ne N :

a

n

an+1
2n+2)2n+1)

Une récurrence simple permet alors de prouver que si a, # 0, alors pour tout ne N, a, #0 et si g, =0, alors

n+l

. r | |x|
| ax" | @n+2)@2n+1) T

. *
pour tout ne N, a, =0. Dans le premier cas, on a pour tout xe R,

donc Z a,x" converge d’apres la regle de d’ Alembert. Ainsi :

Le rayon de convergence de Zanx” est infini et f est définie sur R .
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an
2n+2)2n+1)
est donc géométrique de raison — 1 et de premier terme a,, donc pour tout ne N,

Pour tout ne N, a,, =— et en multipliant par (2n+2)!, on obtient (2(n+1))!a,,, =—(2n)!a, .

La suite ((2n)!a,) .

2n)la, = a,(-1)", soit :

(=1D"a,
a =2 %
" (2n)!

Les solutions développables en série entiere sur R de (E), sont alors les fonctions :

X kzﬂx" avec Ae R.

n=0 (2”) '

) > pour tout te R, donc pour tout xe R, z(_l) X" :Z(_ D \/;2" =cos+/x et

o (2n)! = (2n)! ~ (2n)!
ainsi, les solutions développables en série entiere sur R, de (E), sont les fonctions :

On a cost=

x> Acosvx avec Ae R.

La fonction g:x sin+/x est deux fois dérivable sur R’ et:

1
':xH—cos\/;
RN

1 1 .
g'ixH — cos+/x ——sin~/x
4xx 4x

Donc, pour tout x€ R, :

4xg"(x)+2g'(x)+g(x)=4x(— ! cos&—%sin«/;j+2Lcos x+sin\/;=0.
X

4xvx 2x

Ainsi :

La fonction x > sinv/x est solution de (E) sur R’

4+

4" (n))? .
3) Posons pour tout ne N, a, = (n)) . Pour tout xe R :
2n+1)!
an+1x2n+3 2(n+1) , 2
= x°.
‘ anx2n+1 2n+3 n—+o

D’apres la regle de d’ Alembert, Z:czn)cz”+1 converge quand |x| <1 et diverge quand |x| >1, donc :

4" (””)2 2n+1
— X
2n+1)!

Le rayon de convergence de Z est 1.
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n N2
La fonction fest de classe C~ sur |—1,1] et pour tout xe |-1,1[, f'(x)=)_ allGD)

neD] (2n+1)x*", donc :
n>0 .

2 1 4’1 2n 4” !2 2n+1
(=) @) =xf (9 =0T 2 (”) PR UL

n>0 n=0 (2n + 1) '

n | n 2 n N2
4" (n))’ xzn_z 4" (n!) (2n+1)x2n+2_z 4"(n!) 22

:nZO (2n)! o 2n+1)! o (2n+1D)!
_ z 4" (n') el z( (n ) 20D
o (2n)! >0 (2 +1)'
"(n! 4! 1!
B Sl e P (U )
= (2n)! 1 (2n-D!
n | 2 n ! 2
g HOP sy, Y
= (2n)! = 4n”(2n-1)!
n '2 n '2
_yHO g H G
n=>0 (2’”)' n21 (2”)'
=1

Donc :

La fonction f vérifie I’équation différentielle (1—x*)y'—xy=1.

Sur ]~ 11[, Péquation (1-x*)y'~xy=0 se réerit y'~——y=

1 2 qui est une équation différentielle
-X -X

linéaire d’ordre 1.

Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions x kexp( I Oxl ! > dtj = A = avec AeR.
-t 1-x

arcsin x

NIES

avec A= f(0)=0 et finalement, pour tout xe |-1,1] :

Par 1a méthode de variation de la constante, on trouve x —

comme solution particuliere.

A arcsin x
+

\/l—x2 \/1—x2

Alors, pour tout xe |—1,1[, f(x)=

arcsin x

f(X): \/1—2
- X

12 -x22

. L . . X _2 S .
4) Les fonctions x> e et x—>e sont définies sur R et paires, donc x jo e "dt est définie sur R

et impaire et ainsi :

. > x 2 e . . .
La fonction f : x> e*"? I e "dt est définie sur R et impaire.

+ oo 2n =
2 X _.2
Pourtoutxe]R,e“Z:E - 'ete"’z—
n!

n=0

X . ., N .
n . , puis, en 1ntégrant terme a terme, on obtient :
n!

2n+1

I _ dt_z( )2" 2n+1)

n=0
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Alors, fest développable en série entiere sur R comme produit de telles fonctions et, pour tout xe R :

f(x):exznj:e_tzndt (22 J(Z( )2” I(2n +1)j

n=0 n=0

Les deux séries convergent absolument donc on peut utiliser le produit de Cauchy :

ﬂ_ \ P 1 -1 2n+l
9= zo(;zk k)!( D 2"k'(2k+1)j ;2””‘[22“1( D |

Et pour tout ne N :

S (=1 S 72 B R U
;2“1(} ;( b ( j.[ot d’—fo(;w( t)]dt—jo(l 1) dt

2n+l

= (1 sm%)”cosuduz!fcos
< 127 L
Done. F(0=2 ey

, soit pour tout xe R :

+ o0

f( ) 2(2 +1)' 2n+1

n=0

Remarque : On pouvait remarquer que f est la solution qui s’annule en O de y'—xy =1 et chercher les solutions
impaires et développables en série entiere de cette équation : on arrive au méme résultat. Ceci

T

2n+1

pourrait étre une méthode (un peu tordue !) pour calculer I’'intégrale de Wallis IE cos™ udu .



