PSI*

Exercices d'entrainement chapitres 11 a 15 - Enoncés

Chapitre 11

sin (nt) . . +oo
——— estintégrable sur R, et calculer lim I . f,@®dt.

1) Montrer que pour tout ne N, f :t+>
I+nt+t n—>teo

4o e
2) Calculer Z)cze ™ pour xe R, . Montrer I’existence de J = .[ 1dx , puis que J = Zi

n=1

n—1
3) Montrer quej xX'dx = z( D

—xt

~dt .

4) Donner I’intervalle de définitionde f: x> .[
1+¢*

Quelle est la limite de f en + oo ? Montrer que f est continue sur R, puis qu’elle est de classe C' sur tout

intervalle de la forme [a,+ o[ avec a >0. En déduire que fest de classe C' sur R, .

Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

-1
5) Donner le domaine de définition de f: x> j —dt et étudier sa monotonie.
1+1

Calculer f(x+1)+ f(x).Déterminer la limite et un équivalent de fen — 1" et + oo.

(t=Dt*

6) Montrer que f:xl—)J-(il—dt est définie sur D=]—1,+oo].
nt

1 . .
Prouver que fest de classe C* sur D et en trouver une expression simple.

Chapitres 12-13-14

1) On donne une variable aléatoire X telle que X (Q)=N".

_a b c

Trouver trois réels a, b et c tels qu¢ ———=—+——-+ .
k(k+D)(k+2) k k+1 k+2

On suppose qu’il existe ove R tel que tel que pour tout ke N, P(X =k) = _* Déterminer o.

k(k+1)(k+2)
La variable X admet-elle une espérance ? une variance ? Si oui, la (les) calculer.
2) n personnes lancent simultanément n pieces équilibrées.
Déterminer la probabilité qu’une personne au moins n’ait pas le méme résultat que les autres.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de lancers nécessaires pour qu’au moins une
personne n’ait pas le méme résultat que les autres. Déterminer I’espérance et la variance de X.

3) Deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivent une loi de Poisson de parametres respectifs a et b.

Trouver la loi suivie par leur somme, d’abord en utilisant la somme des probabilités, puis en utilisant les
fonctions génératrices.

Cov(U,V)
c(U)o(V)

Application : Calculer avecU=X+YetV=X-Y.



PSI*

4)

5)

6)

7

8)

9)

10)

On tire simultanément deux cartes dans un jeu de 52. Chaque carte tirée rapporte sa valeur en points, le
valet valant 11 points, la dame 12, le roi 13.

On note respectivement X et Y les variables aléatoires représentant le nombre de points de la carte de plus
basse et de plus haute valeur tirées.

Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y), les lois marginales et la covariance.

On lance une piece équilibrée une infinité de fois et on note X, la variable aléatoire valant 1 si on obtient

ieme

pile au n™™ tirage et 0 sinon. On obtient ainsi une suite (X,) . de variables aléatoires mutuellement

o . R . . . 1 ) L.
indépendantes et suivant toutes la méme loi de Bernoulli de parametre 3 On note T la variable aléatoire

ieme

égale au plus petit entier n tel qu’on ait deux 1 consécutifs aux n*™ et (n+1)"™ tirages.
On définit les évenements :
A, = «onn’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n premiers tirages et X, =0 » ;
B = «onn’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n premiers tirages et X, =1 ».
On pose p, =P(A,) et g =P(B,).
a. Calculer P(T =1) et P(T=2).

* pn+1 1 1 1 pn .
b. Montrer que pour tout ne N, =— , puis calculer p et g, .
qn+1 2’ 1 0 qn

R F ) . .
c. Montrer que pour tout ne N, P(T =n) = 2’121 ou (F,), . estlasuite de Fibonacci (F, =0 et F, =1).
Deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivent une loi géométrique de parametres respectifs p et g
dans ]0,1[. On pose Z =min(X,Y).

Pour ne N, donner P(X > n). Donner la loi de Z et son espérance.

On note S, la somme de n variables aléatoires indépendantes X,,..., X,, suivant toutes une loi de

n?

Bernoulli de parametre p e ] 0,1 [

. 1
Donner I’espérance et la variance de — S, .
n

. 1
Pour tout réel € >0, établir que P U— S —p 5
n ne

ZEJSM.

Quel résultat de cours ne retrouve-t-on quand » tend vers 1’infini ?

Deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivent une loi de Poisson de parametres respectifs A et p,
réels strictement positifs.

Montrer que Z = X +Y suit une loi de Poisson de parametre A +L.
Pariez-vous que X est pair ou impair ?
On lance une infinité de fois une piece qui donne pile avec une probabilité pe ] 0,1 [

On définit les évenements A : « on obtient pile pour la premiere fois au bout d’un nombre pair de lancers »
et B : « on obtient pile pour la premiere fois au bout d’un nombre de lancers multiple de 3 ».

Calculer P(A) et P(B). Les évenements A et B sont-ils indépendants ?

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant toutes deux une loi de Poisson de parametre

Ae R .Onpose M =((_ l)y lj.
=1 1
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11)

12)

13)

14)

Quelle est la probabilité que M soit inversible ? Qu’elle admette 1 pour valeur propre ? Quelle soit
diagonalisable sur R ? sur C ?

Sur un espace probabilisé (£, A, P), soit un systéme complet d’événements (Ai)ie[[l,n]] (avec n=2) tel que

P(A)= 1 et (P(4)) . . estarithmétique.
on 17 ie[Ln]

Déterminer P(A,), pour tout i€ [[l,n]] .

Déterminer P(B) ou B est un événement tel que pour tout i e |I1, n]] , P(BIA)= ZL .
n

Une poule pond un nombre N d’ceufs suivant une loi de Poisson de parameétre Ae R’ . K d’entre eux

éclosent avec une probabilité pe ] 0,1 [, de maniere indépendante les uns des autres.

Donner I’ensemble des valeurs prises par N, la probabilité de K =k sachant que n ceufs ont été pondus et
en déduire la loi de K.

On lance n fois 2 dés non truqués A et B. On note X la variable aléatoire associée au nombre de fois ou le
chiffre de A est strictement supérieur a celui de B.

Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

Rappeler I’inégalité de Bienaymé-Tchebitchev.

Exprimer p, = P(O,9 < E);) < 1,1] al’aide de |X —E(X)| et trouver n tel que p, 20,99.

¢ chasseurs se trouvent face a ¢ lapins munis de fusils a carottes. Les lapins touchent les chasseurs
indépendamment avec une probabilité pe ] 0,1 [

On note X, l'indicatrice de I’événement C, : «le i-eme chasseur est touché » et T la variable aléatoire
représentant le nombre de chasseurs touchés par les lapins.

Déterminer la loi de T et la probabilité que C, se produise.

Chapitre 15

1)

2)

3)

4)

5)

Soit E=C"([0,1],R). Pour f,ge E, on pose :

1
0(f.8)= O8O+ (Mg +] f(g'@dr.
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

Dans R* muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de Gram-Schmidt, la
famille (u,v,w) avec u=(1,0,1), v=(1,1,1) et w=(-1,1,0).

Dans R;[X] muni du produit scalaire canonique, déterminer 1’orthogonal de :
F={(X*-X)P,PeR [X]}.
Soient E un espace euclidien et e,, ..., e, des vecteurs unitaires de E.
x”2 = Zn:<x, e, >2 ,alors (e, ..., e,) estune base orthonormale de E.

k=1
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E.

Montrer que si, pour tout xe€ E,

Exprimer (F UG)" en fonction de F* et G*.
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Exercices d'entrainement chapitres 11 a 15 - Corrigés

Chapitre 11

sin (nt)

1) Pour tout ne N, on pose f, :t+> > définie sur R .
I+nt+t

e Pour tout ne N, la fonction f, est continue, donc continue par morceaux sur R, (comme quotient de
telles fonctions).

f,@0|< Lo !
1+nt 1+nt

simplement sur R, vers la fonction nulle, qui est continue par morceaux sur R .

e Comme pour tout e R, ettout ne N, ona 0, la suite (f,), converge

n—+o

1 )
et la fonction t+
1+¢ 1+¢

e Pour tout ne N et tout teR,, |f, (t)| < est continue par morceaux et

2

intégrable sur R, .

D’apres le théoreme de convergence dominée, on peut alors conclure que :

Pour tout ne N, f estintégrable sur R, et lim .[ Om f,@)dt=0.

2) Soit xe R,.Pour x=0,0na sze_"x=20=0 etpour x>0,0ona 0<e "<l et:

n=l1 n=l
+oo + o0 —-Xx 2
- _ e X
sze nXZXZZ(e X)n:x2 _x: : .
n=l1 n=1 1_€ e _1
Ainsi :
. 0 pourx=0
zxze—nx — )
.
e - pourxe R,
e —
: X
Remarquons que lim =lim x =0x1=0.

r20pe* —] x50 F—

La fonction x —

P . *
est définie et continue sur R, .

e —1
2 x2
e Comme ci-dessus, on a lim =0, donc j dx converge.
x—0 ex — 0 ex _1
. x* Xt . i x? 1 +eo dx
¢ Ona lim = lim — =0 par croissances comparées, donc = o0 |— |, et comme j —
x>+ oF x> +o0 ¥ e’ — x>+l x X

2
X

+oo
converge, J- 1dx converge.

e —
Ainsi :

2
dx existe bien.

L’intégrale J = I (:m 1
e —_—
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Ona:

2 + oo
J =I;wef_1dx=j;w(z_;xze_”jdx.
Or:

e pourtout ne N°, x> x’e"™ est continue (produit), donc continue par morceaux, et intégrable sur R, (car

_ 1
e ™= o (—2 );
x>+ |\ x
2 2

+oo
. . X .
e pour tout xe R}, > x’e" =——— et la fonction x> ——

n=l1 1—6‘ 1—6

est continue (quotient), donc continue par

morceaux sur R’ ;
e pour tout ne N, une double intégration par parties entre 0 et X >0, puis un passage a la limite que

dx:J-(:wxze_’”‘dx:%Iomxe"”‘dx:%rwe_’”‘dx:i et la série zn—%

2 —
x e nx 3
n-vo n

+o0
X — + o, donne .[0

converge.

Le théoréme d’intégration terme a terme donne alors :
+ oo + oo + oo
+ o0 _ + o0 _ 2
I (sze ”"jdszj x’e ”xdx=2—3.
0 0 n
n=1 n=1 n=l1

Donc, on a bien :

J =

+ o0 2
3

n:ln

< (x1 " ) .
3) Ona x* =™ =Z@ pour tout x€ | 0,1], et limx* =lime™* =¢’ =1.

=0 x—0 x—0

Posons f,:x+>1 sur [0,1] et, pour tout ne N :

foix % quand x€ | 0,1]
0 quand x =0

Comme lim xInx =0, les fonctions f, sont continues en 0 et elles le sont aussi sur |0,1] comme produits de

x>0

) . . 1
telles fonctions. De plus, une étude rapide de x+> xInx sur |0,1], montre que m]%)li]|xln x| =— et donc, pour
xe|0, e

(1/e)"

n!

_ (1/e)"
!

tout ne N, max
0

nax |/,

. Comme la série z converge, z f, converge normalement sur [0,1].

On a alors toutes les hypotheses pour intervertir somme et intégrale :
1 1 & =
jox dx:jo(;fn(x)jdx: ;jofn(x)dx.

1(xIn x)"

0o nl

1 N 1 1 ¢t , n
On a jofo(x)dle et pour tout ne N ,jofn(x)dx_j dx—m.[ox (In x)"dx .
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+1

. 1
Les fonctions x> ——x"" et x> (Inx)" sont de classe C' sur ]0,1], donc pour tout ae ]0,1], on peut

n+l1
intégrer par parties entre a et 1, ce qui donne :

1
.[lxn (Inx)"dx = L (In x)" _J-IL)C"+1 (nl(ln x)n_ljdx,
“ n+l B ap+1

X

n+l

Et comme lirr(l) x""(Inx)" =0, on peut écrire :
X —>

jlx"(lnx)"dx:—lex"(lnx)"—ldx.
0 n+l7a

) 1 n n—1)¢t _ , ..
En recommencant, on obtient .[ . x"(In x)" dx = (_ J(— —lj J-O x"(Inx)"*dx et une récurrence finie sur k
n+ n+

permet de prouver que pour tout k € [0,n] :

.[lx”(lnx)”dx:(— " j(— n_lj...[— n_k+1jj1x”(lnx)”_kdx.
0 n+l1 n+l1 n+l1 0

En particulier pour k =n, on obtient :
— _ n ] _ n |
.[lxn(lnx)ndxz LN ol = 1 J.lx”dx=( D n.J.lx”dx:—( D n1
° D)0 )70 )07 ey T T ey

L, < 1t n <« |l D)'n! & D)
J.Ox dxznz_;‘aj.ox (Inx) dx:z =

S+ )" S )

Alors :

Et en réindexant, on obtient :

n

1 N + oo (_1)11—1
jox dx:; .

4) Soit xe R.

e
1+1¢

La fonction ¢ —

- est définie et continue sur R, en tant que quotient de telles fonctions et :
—xt —xt

N
> < pour tout € R, , donc I
1+ 1+t 0

e

) +oo
o six=20,ona0< > > dt converge (car j — converge) ;
+1 0 1+t

. e—xt 1 e—xt +oo e—xt . +oo dt .
e six<O,onat s———-—>+%,donc -= o - | et j —dt diverge (car j — diverge).
1+¢ t o+ 141 0 14¢ t

Ainsi :

— Xt
e o
- dt est définie sur R _ .
1+1¢

+o0
La fonction f:x+> .[ .

Pour toutréel x>0,ona:

+e e reo o _w | - - 1
OSf(x):jO IHZdzst e dt:{_—xe } =—.

Avec le théoreme des gendarmes, on obtient :

lim f(x)=0

X —>+ o
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— Xt

La fonction g :(x,t) > le

7 est définie sur R, xR, .

e Pourtout xe R,, #+ g(x,t) est continue par morceaux sur R .

e Pourtout re R,, x+> g(x,7) estcontinue sur R, .

+

® Pour tout (x,7)e R, xR et la fonction t+> est positive, continue par

+9

on a 0<g(x,t)£11 5

. 1+7¢

morceaux et intégrable sur R, .

Alors :

e—xt
1472

dt est continue sur R, .

f:xHJ‘Om

Soit a>0.

e Pourtout xe [a,+ o [, t = g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R, .

— Xt

e
1+1¢

e Pourtout re R

0
> x> g(x,1) estdeclasse C' sur [a,+ oo, avec a—g(x,t):—t =
X

) . .
* Pourtout x€[a,+oo[, 1> a—g(x,t) est continue, donc continue par morceaux sur R, .
X

at

. |0 _ t . _ .
* Pour tout (x,7)€ [a,+e[xR,, on ait a—g(x,t) <e ™ (car 7 <1) et la fonction t+> e “ est positive,
X t

continue par morceaux et intégrable sur R, .

Alors :

xt

-
1+¢

+oo
La fonction f: x> jo dt estde classe C' sur [a,+ o[ pour tout réel a>0.

2

Comme R, =|J _.[a,+oo[ etfestdeclasse C' sur [a,+ o[ pour tout réel a>0 :

La fonction fest de classe C' sur R’ .

— Xt

e

2 on montre
+t

. 9’
Comme, pour tout réel a >0, x> g(x,t) est de classe C? sur [a,+ S [, avec a—‘f(x,t) =t
X

— Xt

* +oo e
comme pour la classe C' que fest de classe C* sur R’ avec f": x> IO t21 —dr .
+1
On a alors, pour tout x€ R, :
Frorf@=[ P [T =" =1
"(x)+ xzj t t+j tzj e dt=—.
U 0 14¢7 0 x

Ainsi :

. . 1 .
La fonction f est solutionde y"+y=— sur R, .
X
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X

: =1 e . . .
5) La fonction ¢ +— est définie et continue sur ]0,1] en tant que quotient de telles fonctions.

1+1
1 =1 . - ! .
Comme .[ —dt converge, j ——dt converge si et seulement si c’est le cas de . Or, ~ 1,
I+1¢ 0 1+¢ 01+¢ I+t =0
1 * . . 1 < . . .
donc I - dt converge si et seulement si I . t'dt converge, c’est-a-dire si et seulement si x>—1.
+t

Ainsi :

La fonction f: x> Ioltl—_ldt est définie sur |—1,+o0].
+1

Pour tout xe |—1,+o0[, x+1>0 (donc x+1e]|-1,+o[)et:

Fx+D+ f(x) = j A j”_ld j”ml” jl(r"—i}h:[L - 21n(1+t)}

0 1+¢ 0 1+1¢ x+1

1

0

Soit, pour tout xe |—1,+ o] :

f(x+1)+f(x):L—21n2
x+1

X

t . .
* Pourtout xe |-1,+o[, 1> est continue, donc continue par morceaux sur |0,1].

1+1¢

est continue sur |—1,+oo].

-1
e Pourtout 7€ |0,1], x>
1+1¢

| 4l 2 . 2 .
et la fonction 7+ —— est positive,

e Pour tout (x,1)e]-1,+e[x]0,1], on a ‘1+t\ T+ 1+ 1+t

continue par morceaux et intégrable sur ]0,1].

1t =1 ) .
Alors, f:x— I Ol—dt est continue sur ] —1,+ 00 [ et en particulier en 0, donc :
+1

lim f(x+1)= lim f(x)=f(0)=0.

x—-1"

Or, pour tout x€ |—1,+ oo, f(x)—%—2ln2 f(x+1) et lim L—+oo donc :
X+

o= x+1
. 1
lim f(x)=4+0c et f(x) ~ —.
x—o-1" x=-1" x+1
Pour tout x€ |—1,+ oo :
flx)= j AP S S LA
01+ t 0]+¢ 0]+¢ 0]+¢ '

Et:

Osj'lt—dtsj'lt*dtzL.
01+t 0 x+1
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=0 etdonc:
x—+0d0 1+ t
lim f(x)=—In2 et f(x) ~ —In2.
c . (-t e . :
6) Pour tout réel x, la fonction g:7 > 1 est définie et continue sur ]0,1[ en tant que quotient de telles
nt
fonctions.
e FEnoO:

o quand x>—1,ona g(t)= oo(t") et IO t'dt converge, donc _[Og(t)dt converge ;
t—

x+1
0o quand x<—1, lim g(_tl):hmt—ll—+00 (car —xT+1>O donc hmt 2 Int=0"), donc
ot L Lor JXF 0"
t? t ? Int
x=1 x-1
t? = ( g(t) et .[ t 2 dr diverge (car Tl< 1), donc .[ g(®)dt diverge ;
z—>()+
o quand x=-1, g(t)— —1 — et .[ —dt diverge (une primitive de tHL est
tint l—>0tlnt OtInt tint

t—1In |1n t| qui diverge en 0), donc _[ . g(®)dt diverge.
Ainsi, .[ ,8(0)dt converge si et seulement si x& | —1,+co[.
e FEnl:
1
Ona lirr} g(t)=1, donc g est prolongeable par continuité en 1, et I g(t)dt converge pour tout réel x.
t—

Finalement :

(-t

dt est définie sur ] —1,+ [ .

La fonction f:x> _[

=D -1 o
Int lnt

Soit g:(x,1) > une fonction définie sur |—1,+ o [x]0,1].

e Pour tout xe |—1,4+ o[, 1> g(x,1) est continue, donc continue par morceaux, et intégrable sur ]0,1[
(on vient de le voir).

e Pourtout 7€ |0,1[, x> g(x,1) estdeclasse C' sur |—1,+o0[ avec ?)_(x H=@t-De™ =t -1,

og )
e Pourtout xe ] —1,+ 00 [, t— a—(x,t) est continue par morceaux sur ] 0,1 [ .
X

x+1 x+1

e Pour tout ae]—1,+oo[etp0urtout (x,t)e[a,+oo[><]0,1[,0na — <+ <1+17 et

g—i(x,t) =\t

la fonction ¢ > 14¢“ est positive, continue par morceaux et intégrable (car a >—1) sur ] 0,1 [ .

Alors, la fonction fest de classe C' sur [a,+ o[, de dérivée f': x> J-Ol ' =1 dt.
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Ceci étant vrai pour tout a e ]— 1,+00 [ et avec Uae]_l+m[[a,+ o [ = ] —1,+ [ , on peut conclure que :

La fonction fest de classe C'sur D= ] -1,+ 00[, de dérivée f':x> I;(r”l —t")dr.

On vient de voir que, pour tout x& | —1,+ oo :

1
fv(x):J-Ol(txH_t)C)dt:l: 1 tx+2_ 1 tx+l:l — 1 _ 1

x+2 x+1 o X+2 x+1

On a alors pour tout x€ ]—1,+oo[ :

f(x):ln(x+2)—ln(x+1)+K:ln(x+2j+K
x+1

avec KeR.

1 1 1
Remarquons que la fonction th— est continue sur ]O 1[ avec hmt——O et hmt——l Donc, la

Int t-0" Int t>1" Int
fonction thl—_l est bornée sur ]0,1[, et il existe une réel M >0 tel que pour tout te ]0,1[, tl;l <M.
nt nt

(1Dt .

Alors, pour tout x€ |—1,+o[,ona 1 <Mt* pour tout te |0,1] et:
nt
L(t=Dt* (t—-Dt* . M
—dt < dt<| Mt'dt=——-.
|f( )| Int IO Int j x+1

Comme lim M =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que hm f(x)=0.0r:

xote x+1]
. . x+2
Iim f(x)= lim {ln( j+K}=K.

X +oo X—+oo x+1

Ainsi, K =0 et finalement, pour tout xe ] —1,+ [ :

f(x)zln(x+2j
x+1
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Chapitres 12-13-14

1) Ona:
o [ ! = ! =a+k(L+Lj qui,évaluéenOdonneazl;
k(tk+1)(k+2) (k+1)(k+2) k+1 k+2 2
1 1 a c . .
o (k+1) = =b+(k+1)| —+——| qui, évalué en — 1, donne b=-1 ;
k(tk+1)(k+2) k(k+2) k k+2
e (k+2) ! = ! =c+(k+2)(£+LJ qui, évalué en — 2, donne c=l.
k(k+1)(k+2) k(k+1) k k+1 2
Ainsi :
1 o1 1(1_ 2 1 j
k(k+D)(k+2) k k+1 k+2 2\k k+1 k+2
. o -—
Sipourtout ke N, P(X =k)=———, alors, comme P(X=k)=1,0na:
P ( ) k(k+1)(k+2) kZ::‘ ( )
St SEr ) sl e
kzlk(k+1)(k+2) 25\k k+1 k+2 275 I\k k+1 k+1 k+2 2 2) 4
Donc :
a=4
On a kP(X —k)—; ~ i et Zi converge, donc ZkP(X =k) converge et X admet une
Dk +2) boee k2 K 8 s

espérance, donnée par :

—( 1 1 1
B0 = AP == E = s 4

Soit :

E(X)=2

Ona k’P(X =k)_#(kk+2)k k z diverge, donc Zk P(X =k) diverge et :

X n’admet pas de variance.

2) On veut la probabilité de A : « une personne au moins n’a pas le méme résultat que les autres ».
Ona A = «tout le monde a le méme résultat ». Et si on note Pi = « tout le monde obtient pile » et Fa = « tout
le monde obtient face », on a A = Pi U Fa, I’union étant disjointe.

. ., .1 ) 1
Il y a n personnes et les n lancers (simultanés) sont indépendants les uns des autres, donc P(Pi) = P(Fa) :?

et ainsi :
1

n—1 "

P(A) = P(Pi)+ P(Fa) = 23 -
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Finalement :

La probabilité qu’une personne au moins n’ait pas le méme résultat que les autres est 1—

n-1 "

L’expérience des n lancers simultanés a deux issues : A (une personne au moins n’a pas le méme résultat que
les autres) que nous noterons succes et A (tout le monde a le méme résultat), I’échec. Si on répete cette
expérience de manicre indépendante une infinité de fois, le rang du premier succes (autrement dit le nombre de
lancers nécessaires pour qu’au moins une personne n’ait pas le méme résultat que les autres) est la variable X.

Cette variable suit donc une loi géométrique de parametre P(A) = 1—% . Alors :
1 2! _1-PA) 2

EO= s =270 VO Gy Ty

3) C’est du cours: X +Y suit une loi de Poisson de parametre a+b .

Avec les fonctions génératrices : G, (t) = eV et G, ()= ¢”'™" et comme X et Y sont indépendantes :
GX+Y (t) — GX (t)GY (t) — ea(t—l)eb(l—l) — e(a+b)(t—l) .

Donc, X +Y © Z(a+b).

Comme X et Y sont indépendantes, X et — Y le sont aussi, et Cov(X,Y)=Cov(Y,X)=0, donc :

o(U)=\V({U) = V(X +Y) = V(X)+V () =-Ja+b
o(V)=V(V) = V(X =Y) = JV(X)+V(=Y) = V(X)+V(¥) =~a+b
Cov(U,V)=Cov(X +Y,X -Y)
=Cov(X,X)+Cov(Y,X)—Cov(X,Y)—Cov(Y,Y)
=V(X)-V(Y)=a—b

Alors :

Cov(U,V) a-b
oU)o(V) a+b

4) L’expérience est : on tire simultanément deux cartes (distinctes) dans un jeu de 52. L’ordre ne compte pas,

: 52 52x51 . : .
illya ( 5 ] = > >2<5 couples possibles et tous les couples sont équiprobables, donc on peut utiliser la formule :

nombre de cas favorables

proba = - .
nombre de cas possibles

Ona X (Q)=Y(Q)=[113]. Soit (a,b)e [[1,13]]2. Pour évaluer P(X =a,Y =b), considérons trois cas.

e Sia>b,ona:

P(X =a,Y=b)=0.
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Si a=b, les deux cartes tirées ont le méme niveau ; il y a 4 cartes pour ce niveau a, donc le nombre de

4
cas favorables est (2] =6etona:

6 B
= = = X Y .
P(X=aY=b)=P( V=557 31
2
e Sia<b,ily a4 cartes pour le niveau a et 4 pour le niveau b, donc le nombre de cas favorables est
4x4 etona:
4x4 8
P(X—a,Y—b)— 50%51 —%.
2
Donc, pour tout (a,b)e [[1,13]]2
L quand a=b
221
P(X=a,Y=b)=4 0 quanda>b
8 quand a <b
663

Vérifions :

P(X=a,Y=b)=Y P(X=Y=a)+ Y P(X=aY= b)=z (X=Y= a+ii X =a,Y =b)

(a,b)e[1,13]]2 a=1 1<a<b<13 a=1 b=a+l

—o] =~663 221 &< 663 17x13 17x13x3 2 17 17

13 12 13 12 _
¥ i:1_31+28(13 @_ 13 8 12x13_1 16

Soit ke [1,13].Ona:

k— 13

1
P(X =k) ZPX kY=b)=>P(X=k,Y=b)+P(X=Y=k)+ D P(X=kY=b)

b=1 b=1 b=k+1
13 —

_ 1 s 8 _ 1 8 3 4-107-8

221 57,663 221 663 663

13 k-1 13

P(Y:k):ZP(X:a,Y:k):ZP(X:a,Y:k)+P(X:Y:k)+ZP(X:a,Y:k)

a=1 a=1 a=k+1

&8 1 8k—5

=2+ (k=D+-—=—"=

=663 221 663 21 663

Donc, pour tout k € [1,13] :

107 -8k 8k -5

P(X =k)= Y
663 663
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Ona Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) et:

E(XY)= >, abP(X=a,Y=b)=ia2P(X=Y=a)+ > abP(X =a,Y =b)

(ab)e[1,13]° a=1 I<a<bs<13
1 &, 83 (% a+1+13
=—>a +——) a b a +— 13—
22145 663 (bza::l j 221 ; 663 ; o D=
1 13><14><27 2 2485
= a(l13-a)(a+14
221 6 663 ; ( e )= 5 1

k=5 67x7
663 51

o < 107-8k 357
E(X)=) kP(X=k)=) k =
; ( ) Z‘ 663 51

E(Y)zikp(y k) Zk 8

Donc :

2485 357 67x7 _ 11830

Cov(X,Y)= =
51 51 51 2601

5) Dans tous les cas, les évenements (X,=k) et (X, =k'), avec n,n'e N et k,k'e{0,1}, sont
indépendants.

a.Ona (T=1)=(X, =1)"(X, =1), donc P(T =1)=P(X, =1)xP(X, =1)=%x%, soit :

Et (T =2)=(X, =0) (X, =1)n(X, =1), donc P(T =2)=P(X, =0)xP(X, =1)xP(X, =1)

———, soit :
222°

P(T=2)=1

b. Remarquons que A NB = et A UB, = «on n’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n premiers
tirages ». On a :

A, = «onn’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n+1 premiers tirages et X,,, =0 »

= «on n’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n premiers tirageset X, ,, =0 »

= (4,uB,)n(X,, =0)

En effet, si X,,, =0, onn’apas deux 1 consécutifs aux n

ieme

et (n+1)"™ tirages.

Comme A, et B,, donc A UB,, ne concernent que les n premiers tirages, A UB, et (X,, =0) sont
indépendants, donc :
1
pn+1 P(A+l) P(A UB )XP I:P (Bn):IXP(XnH:O):E(pn-'_qn)
On a aussi :

B ., = «on n’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n+1 premiers tirages et X, , =1 »

= «on n’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n premiers tirageset X, =0 et X ,, =1 »

= A,N(X,.,=0)
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e et (n+1)™ tirages, alors forcément X, =0.

En effet, si X ., =1 etonn’apas deux 1 consécutifs aux n

Alors, toujours avec A, et (X,,, =0) indépendants :

n+l _P(B l):P(An)XP(XrH—l :O)ZEP;«,

1 1 '
:E(pn +qn) et qn+l ZEP,Z, soit :
pn+l _l 1 1 pn
qn+1 2 1 0 qn

n—-2
1 (1 1
On prouve alors par récurrence que pour tout n =2, Pul_ — >, avec :
n—-2 1 0
qn 2 q2

Ainsi, pour tout ne N, Dot

=P<A2>=P(X2=0)=%

4, = P(B,) = P(X, =0)xP(X, =1)=—

,_.
|

1 1
Si on pose M:[l Oj,onaxMzXz—X—l de racines a = 5

a 0 a b 1 -b
diagonalisable et on obtient M = PDP ™' avec D = , P= et P7'= ! .
0 b 1 1 a-b\—-1 a

n+l _ n+l n___n
Cecidonne M" =PD"P™' = I fa"=b ab(bl a4 )1 et donc :
a=-b\ a"-b" ab(b" —-a"

pﬁiL((z bya" +(a-2)b"")

2n
1 1 n—-2 n-2
q, =§—((2 bya"”? +(a-2)b"")

Or, a—b=—+/5 et a+b=1,donc 2—b=1+a=a’ et 2—a=b+1=>b> (car a et b sont racines de X

Ainsi, pour tout ne N* :
bn+1 _ an+l
Pi=" 5 1-5 1++/5
avec a = et b= .
b" —-a" 2 2
25

On a aussi pour tout ne N
(T =n) =«onn’obtient pas deux 1 consécutifs lors des n+1 premiers tirages et X, =1 et X

= Bn r-\()(n-%—l :1)

Donc :
P(T=n)=P(Bn)><P(Xn+1 :1) :%qn.

> et b=i (distinctes), donc M est

-X-1).

=1 »
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Si on pose u, =2""' P(T =n), on obtient :

u _znq _bﬂ_aﬂ
n n \/g
On a bien ul:b\/gazle1 et uzzb\/ga _o a\)/(gb+a)=1=FO+Fl:Fz,etpourtoutne N :
. _bn_an+bn+l_an+l_(1+b)bn_(1+a)an_bn+2_an+2_u
n n+l \/g \/g \/g \/g n+2

Donc, u, = F, pour tout ne N*, d’ou :

n+l

F
P(T =n)=—"
(T'=n) >

6) Pour tout ne N* :

PX>m=Y PX=k)=Y pl-py =24=P"
(X>m k;ﬂ ( ) k;rlp( P) I-(1-p)

Soit :

P(X >n)=(1-p)’

Ona Z(Q)=N" et, avec X et Y indépendantes, on a pour tout ne N :
P(Z=n)=P(X=nY=n)+P(X>nY=n)+P(X=nY>n)
=P(X=n)P(Y=n)+P(X>n)P(Y=n)+P(X =n)P(Y >n)
=p(l=p)"q1-¢)"" +(1-p)'ql-g)"" + p(l=p)" (1-g)"
=[pg+1-p)g+pl-g)]1-p)"1-¢9)""
=(p+q-pp[U-p-]”

En remarquant que (1- p)(1—¢)=1-(p+g— pq) eten posant r = p+q— pq, on obtient P(Z =n)=r1-r)""

et ainsi :
Z suit une loi géométrique de parametre r = p+q— pq.
Alors :
1 1
E(Z)=—=
r ptq—prq

7) C’est du cours : Loi faible des grands nombres.
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8) La premiere question est aussi du cours.
Si on note p la probabilité que X soit pair est :

}\12;1 + oo }\12;1 1+e—2k
P(X =2 - et e chA=
P= Z( =3 e C =on!

n=0

-2A

On a alors p—l:e >0, donc p>l et donc :
2 2 2

Il vaut mieux parier que X est pair.

9) Lerang X d’apparition du premier pile suit une loi géométrique de parametre p, donc si

On a alors :
2n-1 <« 27" 1- ?
P(A) = ;P<X o) = ;a P =3 0] =1f’plf(1f;)2.
Soit :
1_
P(A):ﬁ

De la méme fagon :

P(B)=iP(X =3n)=i(1—p)3”_1pzii[(l_p)3]" _ 1f’p El_P)\ -

1-p% 1-(-p)
Soit :
P(A) = (1-p)’
3-3p+p’
Ona:

AN B = «on obtient pile pour la premiere fois au bout d’un nombre de lancers pair et multiple de 3 »
= « on obtient pile pour la premiere fois au bout d’un nombre de lancers multiple de 6 ».
Donc :
- - " P X s _ P (=p)° _ p(-p)
P(ANB)=) P(X=6n)=) (I-p)" ' 'p=——=> |(1-p)°| = = :
; Z; 1—19;[ | I-pl=-(1-p)° 1-(1-p)°
Les évenements A et B sont indépendants si et seulement si P(ANB)=P(A)P(B),et:

pd-p) _1-p p(-p)’
I-(1-p)* 2-pl-(1-p)

P(ANB)=P(A)P(B)

e (1-p)’Q2-p)=1+d-p)

& 2-5p+4p’—p’=2-3p+3p°-p’
& p'=2p

< p=0oup=2

Or, pe |0,1[,donc p#0 et p#2,etainsi:

Les événements A et B ne sont pas indépendants.
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10) Notons D=detM =(-1)* —(-=1)",ona:
Notons M1 1’éveénement « M est inversible ». On a :
MI=(D#0) = (-1 #(-1)" =«XetY sont de parités différentes » = « X +Y est impair ».
Or, X et Y sont indépendantes et suivent toutes deux une loi de Poisson de parametre Ae R, donc X +Y suit

une loi de Poisson de parameétre A+A =2A . Alors :

—an

_+°° 3 _+°° » (2;\’)2n+1 o _l—e
P(MI)—;P(X+Y—2n+1)—nZ:(;e m—e sh(2)) = >

Ainsi :

1_6—4}L

La probabilité que M soit inversible est

Ona M(Q)={M, M, M,,M,} avec MI:G D,Mzz(j D,M3:(1 1),M4=(‘1 1) et -

Xor, = X (X =2), Aoy, = X7, Xy, =(X =17 +1, %, = X7 =2,

Aucun de ces quatre polyndmes caractéristiques n’admet 1 pour racine, donc :

La probabilité que M admette 1 pour valeur propre est nulle.

Les polyndmes caractéristiques de M, et M, sont scindés a racines simples dans R, donc M, et M, sont
diagonalisables sur R .

Le polyndme caractéristique de M, n’a pas de racine réelle, donc M, n’est pas diagonalisable sur R, mais est

scindé a racines simples (1+i et 1—i)dans C donc M, est diagonalisables sur C.

La seule racine de % u, ©st 0, donc si M, était diagonalisable sur R ou C, elle serait semblable a la matrice
nulle, donc nulle. Ceci n’étant pas le cas, M, n’est diagonalisable ni sur R, ni sur C.
Ainsi :
« M est diagonalisable sur R »= (M =M )u(M =M,).
« M est diagonalisable sur C »= (M =M,)u(M =M,)u(M =M,).

Alors :

(M
(M =M,)=X estpairetY estimpair

M,)=X etY sont pairs

(M =M,)=X estimpair et Y est pair
Et, comme les variables X et Y sont indépendantes, on peut écrire :
P(M =M,)=P(X etY sont pairs) = P(X est pair) P(Y est pair)
P(M =M,)=P(X estpairetY estimpair)= P (X estpair)P(Y est impair)
P(M =M ,)=P(X estimpair et Y est pair)= P (X est impair) P(Y est pair)
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Enfin :
+ o0 )\‘Zn 1+e—27x
P(X est pair) = P(Y est pair) =Y P(X =2n) Ze_x( )'—e’xchk: 5
— n 0 n .
+o0 + oo 2n+1 "2
P(X estimpair)=P(Y estimpair)ng(X=2n+l ;e’x(;’;—_’_l)' e shi =1 ;
Donc :
l+e ’
P(M=M1):( j
2
2\ 2
P(M—M3):P(M:M4):(l+e J(l d J
2 2
Finalement :

-\? Y -2 -2
La probabilité que M soit diagonalisable sur R est (1+; j + [H_; j(l ; j = 1+;

—21)? Y Y —21 —24
La probabilité que M soit diagonalisable sur C est (1+; j + 2[“_; j(l ; jz (te )f ¢) .

11) (P(Ai))ie[[l,n]] est arithmétique, donc si R est sa raison, on a P(A) = P(A )+ (—1R pourtout ie [[l,n]] .

Et D P(A)=1, soit :
i=1

n(n 1) n(n —-DR+1

ZP(A,) Z[P(A)+(z—1)R] nP(A)+RZ(z—1) o+ > >

Donc, w =1, ce qui donne R =

et ainsi, pour tout i€ |Ln| :
nn-1) P |I ]]

P(A)——(E ;‘llj

D’apres la loi de probabilités totales ((Ai)ie[[l,n]] est un systeme complet d’éveénements), on a :

< S0 101 i-1 1 &G(i -1 1
P(B)=§P(BIA)P(A)=Zi;(5+;_lj=ﬁ;(5 du )j 5{(2 L Jan > }

i1 n—1
_L (l_ 1 jn(n+1)+ 1 n(n+D)2n+1) n+1 1 1 2n+1
2n* [\ 2 n-1 2 n—1 6 4n |2 n- 1 3(n—1)
Soit :
P(B):7(n+1)
24n
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12) C’est un exercice classique avec un nouvel habillage...

Ona N(Q)=N, pour tout ne N et tout ke [[0,n], P,_, (K =k) =(ijk(l—p)"‘k et pour tout ke N :

P(sz)zip(zv:n) Py (K=k)= Ze-““ (kjp (1-py~*

—x(Pk)k =ha-p]™ upmk & [Ml p)] o (P!
; (n—k)! Z T

Donc,

K suit une loi de Poisson de paramétre pA .

13) Les n lancers sont indépendants. Si p est la probabilité que le chiffre de A soit strictement supérieur a celui
de B a I’issue d’un lancer, la variable X suit un loi binomiale de parametres n et p.

Les deux dés étant discernables, il y a 6X6 =36 issues possibles quand on lance les dés A et B, donc 6 pour
lesquelles le chiffre de A est égal a celui de B, 15 pour lesquelles le chiffre de A est strictement supérieur a celui
de B et 15 pour lesquelles le chiffre de B est strictement supérieur a celui de A. Comme les 36 issues sont

équiprobables, ona p = % = % . Ainsi :

La variable X suit une loi binomiale de parametres n et % E(X)= %n et V(X)= %n

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Pour tout ae Ri , P(|X - E(X)| > a) < V()z() .
a
Ona:
0,9< X <1l o 09E(X)<X<LIE(X)
E(X)
o —-0,lE(X)SX-EX)<0,1E(X)
|X —E(X)|<0,1E(X)
Donc :
X
=P|0,9< <L1|=P(|X-EX)L0,1E(X)).
P, ( 200 j (|X - EX)| (X))
Alors :

p,20,99 & P(|X-EX)<0,1E(X))>0,99
& 1-P(|X-EX)|<0,1E(X))<1-0,99
& P(|X-EX)|>0,1E(X))<0,01

Or, on a (|X —E(X)|=0,1E(X)) < (|X —E(X)|20,1E(X)), donc si P(|X—E(X)|=0,1E(X))<0,01, alors
P (|X - E(X)| > O,lE(X)) <0,01 et d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, avec a =0,1E(X)>0,ona:

V(X)

P(|X -E(X)|20,lE(X))s————.
(0,1E(X))
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Et:
35
VX)  qaat 140
2 2 .
(0,1E(X)) (0,15’1) n
12

Enfin, comme @ <0,01 pour n>14000,0n a:
n

p, 20,99 pour n 214000 (au pire).

14) Ona:
C, = «le i-eme chasseur est touché » = (X, =1) ;

C. = «le i-eme chasseur n’est pas touché » = (X, = 0).

Les (¢ lapins touchent les chasseurs indépendamment avec une probabilité pe ]0,1[. Donc, la probabilité

qu’un chasseur ne soit pas touché (les ¢ lapins ne touchent pas le chasseur) est (1— p)". C’est la méme chose

pour chaque chasseur, donc P(C,)=P(X,=0)=(1-p)" etainsi :

P(C)=P(X, =1)=1-(1- p)’

OnaV= Z X, .Les X, (variables compteurs) sont indépendantes et suivant toutes la méme loi de Bernoulli de
i=1

parameétre 1—(1— p)’. Donc :

V sui une loi binomiale de paramétres c et 1—(1—p)".
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Chapitre 15

1) Pour f,ge E=C'([0,1],R), f'g" est définie et continue sur [0,1], donc @(f,g) est défini. Ainsi, @ est
une application définie sur E* et a valeurs dans R .

Soient f,g,he E et \e R.Ona:
e ¢(f.g)=9(g,f) par commutativité du produit dans R, donc @ est symétrique.
e Ona:
¢(f+Mh,g)= [f(0)+7»h(0)]g(0)+[f(1)+7»h(1)]g(1)+Lj[f () +Mh'(1)] g () dr
= f(0)g(0)+An(0)g(0)+ f (g +Ah() g (1) + jol [f'()g' () +Ah'(t)g (1)) dt
= f(0)g(0)+ f (g +Ahr(0)g(0) +Ah() g (1) + jol fi(g'®de+ Kjol h'(1)g'(t)dt

= OO+ FDeW+ [ £ O8O dr+1 H0)gO)+hDg+ [ g 1t
=¢(f.g)+ro(h.g)

Donc @ est linéaire a gauche, et par symétrie, @ est bilinéaire.

o O(ff)=FOP+FO+] ; £(6)*de >0 donc @ est positive.

e Comme f(0)*, f(1)* et .[Olf'(t)zdt sont positifs, on a :
fO)=7rMH=0

o(f.f)=0 & [OP =70 =] f0d=0 & {I(jf'(t)zdt—o

Or, comme fest C "sur [0,1], f 2 est continue et positive sur [0,1], donc j; f '(t)*dt =0 entraine que

f 2 donc f ', sont nulles sur [0,1], ce qui veut dire que f est constante sur [0,1]. Comme f(0)=0, fest
nulle sur [0,1]. Ainsi, @ est définie.

Finalement, @: E> — R est bilinéaire, symétrique et définie positive, donc :

¢ définit un produit scalaire sur E.

2) Ona u=(1,0,1), v=(,1,1) et w=(=1,1,0) dans R*, muni du produit scalaire canonique.
1
o u =\/§,d0ncon 0s€: e =——U.
z pose ¢, =1
e On cherche e, =au+bv tel que (e, lu)=0 et ||e2||2 =(e,le,) =1, soit :

(au+bviu)=alu] +b(viu)=2a+2b=2(a+b)=0
lau+bv[ = a? Jul” +2ab(u1v)+6* v = 2a* + 4ab+3b* =2(a+b)* +b* =1

Cecidonne b=—a et b*> =1, et on peut prendre a=—1 et b=1, soit e, =v—u=(0,1,0).
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e On cherche enfin e, = ae, +Pe, +Yw tel que (e, le,)=(e,1e,)=0 et ||.e3||2 =(e,le;) =1, soit :

(ocel+Bez+wael):06(elIel)+y(wlel):06—iy:0
V2 e. =% (=1,0,1)
(oe, +Pe, +ywle,)=B+y=0 o 17 T
”63“2 =1 o =1
On peut prendre e —L(—l 0,1)
3 \/5 PASE) .

Ainsi :

T T
B B

obtenue a partir de (u,v,w) par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

La base orthonormée (e.e,,e;) avec ¢, =—(1,0,1), ¢, =(0,1,0) et e, =—(—1,0,1) est

3) Dans R,[X], le produit scalaire canonique est celui pour lequel la base canonique (I,X XX 3) est

orthonormée. On cherche F*, avec :

F={(X*-X)P,Pe R [X]}={(X*-X)(aX +B), (a,b)e R*} = Vect (X’ - X, X’ - X7).

Soit P=aX’+bX*+cX +de R,[X].Ona:

PLX’—X (PIX*-X)=0 (PIX*-X)=b-c=0
PeF" & L, © & & a=b=c

PLX'-X (P1X°-Xx*)=0 (PI1X*-X*)=a-b=0

Donc :
Fr={aX’+aX’+aX +d,(a,d)e R’} ={a(X’+ X’ + X)+d, (a,d)e R’} .
Soit :
Fr=Vect(L, X’ +X*+X)
4) Les vecteurs e, ...,e, sont des vecteurs unitaires d’un espace euclidien E, et on suppose que pour tout
xe k£ :
IR 2
A= 2w
k=1

Comme les e, sont unitaires, prouver que (e,,...,e,) est une base orthonormale de E revient & prouver que

c’est une famille orthogonale, autrement dit, que pour tous i, j € [[1,n]] tels que i # j, <el.,e j> =0.

Par hypothese, on a pour tout i€ [1,n] :

lelf =Y (ene )’ = (e + Dfene) el + (ener)’
3 =1 =1

=1
k#i k#i
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n
2 4 2 . . ..
Comme ||ei|| =],ona ||el.|| = ||el.|| =1 et donc Z<ei,ek> =0. On a ainsi une somme nulle de nombres positifs,
k=1
k#i

donc <ei,ek>2 =0, soit <ei,ek>=0,pour tout i e [[l,n]] tel que k #1i.

Ainsi, la famille (el, s en) est orthogonale et donc :

(el, s en) est une base orthonormale de E.

5) F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E. On a :
FcFuUG (FUG) c F*
=
GcFUG (FUG) cG*

Remarquons que I’équivalence (la réciproque est inutile pour le raisonnement) est vraie car on est en dimension
finie. Les deux dernieres inclusions ci-dessus impliquent alors que :

(FUG) c F*nG*.

Et, si xe F*NG™, alors, x est orthogonal a tout vecteur de F et de G, donc a tout vecteur de FUG.
Autrement dit, x€ (F LJG)L et donc :

F*AG* c(FUG)" .

Ainsi :

(FUG) =F*nG*




