PSI*

Exercices d'entrainement chapitres 16 a 18 - Enoncés

Chapitre 16

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

Soient E un espace euclidien, k un réel et a un vecteur unitaire de E.

Montrer que u: x — k(al x)a+ x est un endomorphisme autoadjoint de E.

En écrivant sa matrice dans une base bien choisie de E, déterminer la ou les valeur(s) de k pour
la(les)quelle(s) u est un automorphisme orthogonal. Caractériser cette isométrie.

Soit Ae M,(R), non nulle, telle que A=AT.

a. Trouver un polyndme annulateur de A.

b. On suppose que 0 Sp(A). Déterminer Sp(A).

! 0) avec une matrice de passage orthogonale.

c. Montrer que A est semblable a B = ( 00

Montrer que f: P> 2XP'+(X>—1)P" est un endomorphisme de R [X] (ol n est un entier supérieur ou
égal a 2). En donner les valeurs propres.

Montrer que f est autoadjoint pour le produit scalaire (P,Q) > <P, Q> = J-_ll PO.

1 0 -1 0
0 1 0 -1 . . .

Donner le rang de M = Lo 1 ol Déterminer son noyau et son image, une base orthogonale du
0 -1 0 1

noyau et de I’image, puis montrer que ces deux sous-espaces sont orthogonaux pour le produit scalaire
canonique de R*.

Diagonaliser M. De quel endomorphisme s’agit-il ?

Montrer que A=1,+M est inversible, que (A‘") , converge vers la matrice d’un endomorphisme que
ne

I’on déterminera.
Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de s, la symétrie orthogonale par rapport a3 Im M .
Déterminer {Ae M, (Z), A orthogonale} .

Dans R* muni du produit scalaire canonique, on note s la symétrie orthogonale par rapport 2 :

x+y+z+t=0
x—y+z—-t=0

Déterminer la matrice de s dans la base canonique.

Soient un entier n>2 et u: M +— — M +tr(M)I, défini sur M, (R).

Prouver que — 1 est valeur propre de u. Trouver une base de E_,(u), le sous-espace propre associé.
Montrer que u est diagonalisable. Déterminer detu et tr(u) .

Donner un produit scalaire sur M, (R) pour lequel u est un endomorphisme autoadjoint.

Trouver une base orthonormale de vecteurs propres de u pour ce produit scalaire.
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8) Soit Ae M, (R), telle que ATA=AAT etil existe peN’, A” = 0,.
Montrer que A"A=AA" =0 , puis que A=0, .
ab c
9) Ondonne M =|c a b |e M,(R) etonpose G=ab+bc+ca et s=a+b+c.
b ¢ a
Montrer que M est orthogonale si et seulement si 6 =0 et |s| =1.
Montrer que M € SO,(R) si et seulementsi 6=0 et s=1.
. — 4 .
Montrer que M € SO,(R) si et seulement s’il existe k € [O,E} ,a,betcsontles racinesde X*—X*+k.
. b ... .- P ..
10) Soit M = (Z j . A quelle condition sur a,b,ce R, M est-elle positive ? définie positive ?
C
Chapitre 17
2 6 -3
1) Montrer que ’endomorphisme u de R’ de matrice A=—| -6 3 2 | dans la base canonique est une
3 2 6
rotation. Préciser ses éléments caractéristiques.
-2 1 -1 1
2) Soient A=| 1 -1 2 |et B=|1|.Déterminer X, € M, (R) pour lequel . ij&lf . ||AX —B|| est atteint.
“1 2 1 1 M
3) Montrer que P:x+y+z=0 et D:x=y=z sont orthogonaux dans R’ muni de sa structure euclidienne
canonique. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur P.
8§ 1 -4
4) Montrer que f, de matrice M =—| 1 8 4 | dans la base canonique de R’, est un endomorphisme
N_4 4 -7
orthogonal indirect. Quelle est la nature de cette isométrie ? En donner les caractéristiques.
On note g la rotation d’angle B et d’axe D dirigé et orienté par (1,1,0). Déterminer la matrice de g dans la
base canonique de R”.
Déterminer I'image du plan P: x+y+z=0 par go f .
Chapitre 18

Dans ce qui suit, 1’espace affine est rapporté a un repere orthonormé direct (0,7, j,E ).

1) Etudier les arcs paramétrés suivants (asymptotes, points stationnaires, points multiples) :

fit— avec a>0.

, 2

X =1 += {x(t) = cos (31) {x(t) =a(t—sint)
gt . cit>

(1) . (1) =sin (21) y(t) =a(l—cost)

t

Quelle est la longueur d’une arche de ¢ ?
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arctan (xyz) T
1+(xyz)> 8

Donner une équation du plan tangent en (1,1,1) a la surface d’équation cartésienne f(x,y,z)=0.

2) (St Cyr PSI) Soit f:R* >R ;(x,y,2)—

3) Donner la représentation, dans la base canonique de R’, de la projection f, sur le plan P d’équation z=0,
parallelement a D, dirigée par OS avec S1,-1,1).

X +z77=1

y=0

Montrer que <~ a pour équation x”> +2y”+2xy =1 dans le plan P rapporté au repere (0,7, ).

On note «* I’image par f du cercle ¥~ d’équations {

4) Soient I’application f :(x,y)— x>+ y”>—2x’y* et S la surface de I’espace d’équation z= f(x,y).
Montrer que S est invariante par quatre réflexions que 1’on donnera.
Trouver les points critiques de f et déterminer les extremums locaux ou globaux de fsur R”.

5) Soit la surface S de I’espace d’équation cartésienne x> +2y” +z° =1.

Déterminer tous les plans tangents a S passant par le point A de coordonnées (1,1,0) .

Déterminer tous les plans tangents a S contenant la droite D d’équations { 0
Z =

6) Reconnaitre la surface S de I’espace d’équation cartésienne (x—2)° +y* +z° =1.
Pour tout Ae R, on note D(A) (si elle existe) la droite horizontale passant par le point A(L), de
coordonnées (0,0,A) et qui coupe S une seule fois.

Que dire des droites D(A) ? En existe-t-il pour tout Ae R ?

Donner une équation cartésienne de la réunion de ces droites quand A décrit R .

7) Apres avoir justifié qu’elles sont de classe C* sur R*, calculer la matrice hessienne de fen ae R*, puis
rechercher les extremums éventuels de fsur R* pour :

2

a i) xt+xY -y b. f:(x,y) > sin(x* +y?)
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Exercices d'entrainement chapitres 16 a 18 - Corrigés

Chapitre 16

1) Onpose u: x> k(alx)a+x avec E un espace euclidien, ke R et ae E tel que ||a|| =1.

Par bilinéarité du produit scalaire, x> (alx)a est linéaire, donc un endomorphisme de £E. Comme u est une
combinaison linéaire de cet endomorphisme est de id,, u est un endomorphisme de E.

Pour tout (x,y)e E*,ona:

(u(x)1y)=(k(alx)a+xly)=k(alx)(aly)+(xly)=k(aly)(xla)+(xly)=(xlk(aly)a+y)=(xlu(y)).

Ainsi, u est autoadjoint et donc :

L’application u est un endomorphisme autoadjoint de E.

Posons a=e¢, et (e,,...,e,) une base orthonormée de {a}*. La famille B=(e,e,,...,e,) est alors une base
orthonormée de E. On a alors :

o u(e)=k(ale)a+e =k(ele)e +e =(k+1e ;

e Pourtout je [[l,n]] s ule;)=k(ale)a+e, =k(e | ej).e1 +te, =e;.
Donc, M ;(u)=diag (k +1,1,..., 1). Cette matrice est orthogonale si et seulement si |k +1| =1, donc si
seulement si k=0ou —2.

Ainsi :

u est un automorphisme orthogonal si seulement si k=0ou -2, et u=id,

dans le premier cas, et u est la réflexion par rapport 4 {a}" dans le second.

2) a. Ona Ae M,(R), A#0, et A>=A". Alors:
A:(AZ)T:(AT)ZZ(A2)2:A4.

Donc :

X*—X estun polyndme annulateur de A.

b. Si 0e Sp(A), %, estscindé dans R (car A est une matrice 2x2) avec X, = X (X 7).

Or, X*'-X=X(X-1)(X-j)X~-j) un polyndme annulateur de A scindé a racines simples, donc A est
diagonalisable dans C et ses seules valeurs propres (réelles) possibles sont 0 et 1. Or, si 0 était sa seule valeur
propre, A serait semblable a la matrice nulle, donc nulle, ce qui n’est pas. Ainsi, 0 et 1 sont les valeurs propres
de A, soit :

Sp(A)={0,1}
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c. D’apres ce qui précede, X, = X (X —1) est scind€é a racines simples dans R, donc A est diagonalisable dans
R. Avec Sp(A)={0,1}, il existe Pe GL,(R) telle que B=P 'AP avec B= ((1) 8)

Remarquons que B> =B="'B, donc :
AT=A*>=(PBP"'Y’ =PB’P"'=PBP'=A.

Ainsi, A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée. Autrement dit :

10

A est semblable 2 B = ( 00

) avec une matrice de passage orthogonale.

3) Les applications P> XP' et P> (X*—1)P" sont linéaires (par linéarité de la dérivation).

De plus, pour tout PeR [X], on a degP'<n-1 et degP"<n-2, donc deg(XP')=1+degP'<n et
deg((X2—1)P")=2+degP"Sn.Ainsi, P XP' et P+ (X>—1)P" sont des endomorphismes de R [X] et

finalement, comme f est une combinaison linéaire de ces deux endomorphismes :

f:P—2XP'+(X*-1)P" est un endomorphisme de R [X].

Ona f(1)=0, f(X)=2X etpourtout ke [2,n] :
FOX=2X (kX*)+ (X =D (k(k-DX*?)=k(k+DX* —k(k-D X"

Ainsi, si on note B, = (1, X, X2, ..., X") la base canonique de R [X],ona:

00 -2 0 --- cee e e 0
02 0 -6 . :
00 6 0 . .
00 0 12 . —k(k=1) "-.
MBC(f): : 0 IR :
: ok(k+D L 0
E “o—nn-1
: .o 0
O «or eeeee el -+ 0 nn+)

Cette matrice est triangulaire supérieure, donc les valeurs propres de f sont les coefficients diagonaux (tous
distincts car I’application x = x(x+1) est strictement croissante sur R , donc injective). Ainsi :

Sp(f)={0,2,6,....k(k+1),...,n(n+ D} ={k(k +1), ke [0,n]}

Pour tout (P,Q)e (R,[X])’,ona:
(f(P).Q)=(2XP"+(X>~1)P".0) =2(XP".Q)+((X>~)P",Q) =2[ (P 0)Q(dr + [ (> ~)P"(1)Q(1)dr .

Toutes les applications en jeu sont polynomiales donc de classe C' sur R . On peut réaliser des intégrations par
parties :

I_lltP'(t)Q(t)dt = [tP(t)Q(t)]l_l —J'_ll P()(Q@)+1Q'(t))dt
= QP +Q(-DP-D=[ P()(Q(0)+1Q'®))di
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Et :
|| @-vPwowd =[@-DPwo® ] - [ P®)(2000)+@ -DQ'®)dr
=— [P(t)(th(t) +(1 —1)Q'(t))]l_1 + j _11 P(1)(20(0)+41Q'(1)+ (1 —1)Q" (1)) dt
=-200P()-20(=DP(=D+ 2[_11 P(t)(Q(1)+1Q'(r))dt
+ j _llp(t)(th )+ -DQ"(t))dt
=—2[ 1Pt +(P. f(Q)
Soit :

[ @-nPrmowdi+2[ 1P (10w =(P. £(Q)).

Ainsi <f(P),Q> = <f(P),Q> et ceci pour tous P,Qe R [X], donc :

L’endomorphisme f est autoadjoint pour le produit scalaire (P,Q) +— <P, Q> = I jl PQ.

4) Notons C,,C,,C;,C, les colonnes de M. On a C;,=-C, et C,=-C,. Comme C, et C, ne sont pas
colinéaires :

rg(M)=2

Notons B, =(e,, e,, €;, ¢,) 1a base canonique de R* et u I’endomorphisme de R* canoniquement associé a M.

D’apres ce qui précede ImM = Vect(u(e,), u(e,)) = Vect(C,,C,).Et C, =¢,—e,, et C, =¢,—e¢,, donc :

ImM =Vect(e,—e;, e, —¢,)

Remarquons que (e, —e;le, —e,) =0, donc (¢, —e,, e, —e,) est une base orthogonale de I'image de M.

Le théoreme du rang donne dim(kerM )=2 et comme C,+C, =u(e, +e,)=0, C,+C, =u(e,+e,)=0 et les

vecteurs e, +e; et e, +e, ne sont pas colinéaires, on a :

ker M = Vect(e, +e,, e, +e,)

Remarquons que (e, —e;le, —e,) =0, donc (e, —e,, e, —e,) est une base orthogonale du noyau de M.
Ona:
(e,—e;le, +e;)=(e,—e,le,+e,)=1-1=0
(e,—e;le,+e,)=(e,—e,le,+e,)=0

Donc, les vecteurs d’une base de ImM sont orthogonaux aux vecteurs d’une base de ker M , donc :

kerM L ImM
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€1
s

Comme kerM et ImM sont orthogonaux et dim(kerM )+dim(ImM)=4, on a kerM =(ImM)
R*=kerM ®ImM et B=(e +e,,¢,+e¢,,¢,—¢;,¢,—e,) estune base de R* adaptée a cette décomposition.
Or, u(e,))=—u(e;)=e¢, —e, et u(e,) =—u(e,)=e, —e¢,, donc:

u(e,—e;) =2u(e,) =2(e, —e,)

u(e, —e,)=2u(e,)=2(e,—¢,)

u(e,+e;)=0

u(e, +e,)=0

Et ainsi, on a M ,(u) =diag(0,0,2,2). Finalement :

Sp(M)={0;2}, kerM = Vect(e, +e;, e, +e,) et ker(M —21,)=ImM = Vect(e, —e;, e, —¢,).

On a M, (u)=diag(0,0,2,2)=2diag (0,0,1,1) et diag(0,0,1,1) est la matrice de la projection orthogonale p
sur InM (parallélement 2 ker M = (ImM )" ). Ainsi :

M est la matrice de la composée de 2id_, , ’homothétie de rapport 2,

R4’

par la projection orthogonale p sur Vect(e, —e,, e, —¢, ).

Comme — 1 n’est pas valeur propre de M, ker(M +1,)={0} et donc :

A=1,+M estinversible.

Si on note PzPéf,ona P™'MP =M ,(u)=2D avec D =diag(0,0,1,1) et pour tout ne N', D" =D . Alors :
M =2PDP~' et M* =4PD’P~' =2(2PDP™")=2M .

Onaalors M’ =2M?*=4M =2°M et on prouve par récurrence que pour tout ne N, M" =2""M (le faire).

Comme M et I, commutent, on peut écrire pour tout ne N :

A" =, +M)" :Z(ZJM" =1, +Z(Zj2"“M
k=1

k=0

~1, %{X(ijk}M :14%[2":(:}? —1}M :14+%(3" ~1)M

k=1 k=0
Or, pour tout ne N, A™" =(A")"' et comme M?*=2M ,ona:
2
(A”)2=(14+%(3”—1)Mj =1 (3 )M @ M = (e m L ()
1 n n 1 n 1 n
=14+5[2(3 -1)+(3 —1)2}M=I4+§[(3 —1+1)2—1}M=I4+5((3 ) -1)M

— o (1) (3 )M =L (3 ) (A7 1) = (3 1) A7 -3,
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Donc, 1, =3in[(3”+1)A”—(A”)z}z%[(3"+l)l4—A"}A” et ainsi, avec A" =I4+%(3"—1)M :

A=A :3%[(3" +1)1, —A"] =3i,{(3" +1)1, —(14 +%(3" —I)Mﬂ =1, _%(1_%}\4

Finalement, on obtient lim A™" =1, —%M et:

n—+oo

lim A" =1, —%M =1,-PDP'=P(I,-D)P"".

n—+oo

Ainsi, 1, _EM est la matrice de id, — p le projecteur associé a p, donc :

. _ 1 . . .
La suite (A ”) converge vers 1, _EM , qui est la matrice de la projection

neN

sur Vect(e, +e,, e, +e,) parallelement 2 Vect(e, —e,,e,—e¢,).

On note s, la symétrie orthogonale par rapport a Im M .

1 o . .
Comme p = Eu est la projection orthogonale sur InM ,ona s=2p—id . =u—id ., donc:

R4,

La matrice de s dans la base canonique de R* est M —1,.

5) On cherche les matrices nXxn a coefficients entiers et orthogonales.

Soit A=(q, ;) <, une telle matrice.

On a pour tout je[l,n], Y a, =1. Ceci implique que pour tous i,je[l,n], 0<a’, <1, donc que
i=1

n
a;;=0oul,car a’; estun entier. De plus, pour avoir Y a’, =1, il faut alors qu’exactement I'un des a;; soit
i=l1

égal a 1 et tous les autres nuls. Ainsi, pour tout je[Ln], il existe i, =@(j)e [Ln] tel que a;,j =1, soit

@ = Aoy,

=+1 et a,, =0 pour tout i€ [Ln]\{o(/)} .

Ceci peut se résumer en a, ; =+ 9§,

ot PoOUr tout i€ [Ln].

Enfin, on a doit avoir pour tous j,j'€[Ln] tels que j=j', Za =0, soit a =0 et comme

i=1

i, 0.1 %0, j

ay ., =%1, cecidonne a,; . =0 etdonc @(j)# ().

Ainsi, ¢ est une injection de [[1,n] dans lui-méme, donc une bijection de [[1,n] dans lui-méme, autrement dit
une permutation de [1,n].

Ainsi, A=(£3, ) <, OU @ est une permutation de [1,n].

Réciproquement, si A=(q, )., ., ala forme ci-dessus, A est a coefficients entiers et pour tous j, j'e [1,n] :

(+ 5<p<j>,<p<j>)(i 5w<j>,q><j'>) =0 quand j# '

;ai,jai,j' = ;(i 801 )(E By 0(9) = {(i 5

Donc, A est orthogonale.

2 . X}
oie) =1 quand j=j
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Finalement :

Les matrices nxn a coefficients entiers et orthogonales sont les matrices
de la forme (£3, ;). <, OU @ est une permutation de [[1,n].

6) Onnote B, =(e¢,, ¢, €,, ¢,) la base canonique de R* (muni du produit scalaire canonique).

On note s est la symétrie orthogonale par rapport a :

P x+y+z+t=0
lx—y+z-1=0

Soit X =(x,y,z,t)e R*.Ona:

X 1 0
xX+y+z+t=0 x+z=0
XeP & Y & o | V=« " +y o X e Vect(f, f,)-
x—y+z—-t=0 y+t=0 2 -1 0
t 0 -1
1 1
avec fl:T —
2

(LQ—LO)zQ%(q—%)etﬁf:JEGLLQ—lr:jjua—Q)
On a donc P=Vect(f,, f,)-

Les vecteurs f, et f, sont unitaires et orthogonaux. On peut compléter (f;, f,) en une base orthonormée
1 1 1 1

B=(f, [, fs» [i) de R*, en posant f,=—7=(1,0,1,0)=—=(¢, +e¢,) et f,=—=(0,1,0,1)=—=(e, +¢,).

(fis fos fs 1) p N \/5(1 3) SN \/5(2 +)

N

La symétrie orthogonale s est alors la symétrie par rapport a P=Vect(f, f,), parallelement 2
P* =Vect(f,, f,). On aalors :

s(f) =1 s(e,—e;)=s(e))—s(e;)=e —e, s(e)=—e,
s(fy=1 - s(e,—e,)=s(e,)—s(e,)=e,—e, - s(e,)=—e,
s(f)=—1; s(e, +e;)=s(e)+s(e;)=—e —e, s(e;) =—e
s(f)=—1f, s(e,+e,)=s(e,)+s(e,)=—e,—e, s(e,)=—e,
Ainsi :
0 0 -1 0
La matrice de s dans la base canonique est | . 8 g _01
0 -1 0 O

7) Onprend un entier n22 et u: M (R) > M (R); M > —-M +tr(M)I,.
Soit Me M (R).Ona:
uM)=-M < tr(M)I,=0 < tr(M)=0.

Donc :

— 1 est valeur propre de u et E_,(u) = ker(u +idy g ) ={M e M (R), tr(M)=0}.
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Remarquons que comme la trace est une forme linéaire sur M (R), E  (u)=ker(Tr) est un hyperplan de
M (R), donc de dimension n” —1.

Remarquons de plus que, si (E

" )m,an est la base canonique de M, (R), alors, pour tout i, j€ [[l,n]] tels que

i#j,onawr(E;)=0,donc E_€E (u). De plus, pour tout i€[2,n], on a tr(E,—E,)=1-1=0, donc
E,-E, €E (u). La famille ((E

iJ )19',_/91,#_,-

U(El,l _Eii)

i )ie[2 ]]) contient (n*—n)+(n—1)=n’~1 matrices et

est libre (a prouver), donc :

((Em. )lsi,an,i;tj U (EL1 -k, )ie[[Z,n]]) estune base de E_ (u).

On vient de voir que — 1 est valeur propre de u et que la dimension du sous-espace propre associé est n° —1
(avec dim (M, (R))=n").

Soit maintenant A€ R une éventuelle valeur propre de u différente de — 1 et M € M (R) un vecteur propre
associé. On a alors u(M)=—M +tr(M)I, =AM , soit :
A+DM =tr(M)I, .
Comme (A+1)M #0,,0ona tr(M)#0 et, en passant a la trace dans la relation ci-dessus, on obtient :
A+D)xtr(M)=tr(M)xtr(I,))=tr(M)Xn.
Avec tr(M)#0,ona A+1=n,soit A=n—1 et:

M :tr(M)In :tr(M)In'
A+1 n

Ainsi, tout vecteur propre associ€ a n—1 est proportionnelle a I, .

Réciproquement, on a :
u(l))=—1 +tr(I ), ==1,+nl =(n-DI,.

Donc n—1 est bien valeur propre de u et I, est un vecteur propre associé.
Onaalors E, _ (u)= ker(u —(n="Djid ) =Vect(7,) et dim(E,_,(u))=1.

Finalement, dim (E_,(u))+dim(E, ,(w))=(n" —1)+1=n’ =dim(M,(R)) donc :

u est diagonalisable.

On a vu que u est diagonalisable avec Sp(u) ={-1,n—1}, dim(E_l(u)) =n’-1 et dim(E, ,(u))=1, donc — 1
est de multiplicité n* —1 et n—1 de multiplicité 1, d’ol :

o detu=(-1""(n-1)=(=1""(n—=1) (car n et n*> ont la méme parité) :

o trw)=n'-D=D+n-)=n-n’.

Finalement :

detu=(=1""(n-1) et tr(u)y=n—n’.
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Soit (-1-) un éventuel produit scalaire sur M, (R) pour lequel u est un endomorphisme autoadjoint.
On a alors pour toutes M,N e M (R) :
(uM)IN)=(MIu(N)) < (=M +tr(M)I,IN)=(M|-N+tr(N)I,)
& —(MIN)+ur(M)(I,IN)==(MIN)+tr(N)(M 11,)
& r(M)(I,IN)=tr(N)(I,IM)
En considérant (a tout hasard !) le produit scalaire canonique de M, (R), (A,B)— (AIB) =tr(A"B), on a,
pour toutes matrices M,N de M, (R), (I,1M)=tr(I,'M)=tr(M) et de la méme fagon (I,|N)=tr(N),
donc tr(M)(I,IN)=tr(N)(I,IM). Ainsi :

L’endomorphisme u est autoadjoint pour le produit scalaire canonique de M (R).

La base canonique (El. ; )1<- _est orthonormale pour le produit scalaire canonique de M (R) (par définition),
’ <i,j<n

donc la famille extraite (Ei j) - Test aussi.
LG j<n, i#

De plus, pour tous i, j € [1,n] tels que i # j et tout ke [2,n],ona:
(E1E,-E.,)=(E 1E,)-(E E,)=0-0=0.
i

Donc, la base ((E )1 N u(E11 —E“.), i ]]) de E | (u) est orthogonale et comme pour tout k € [[Z,n]], ona
<i,j<n,i#j ’ el 2,n

i

HEU—Ek,kH:\/E, on en déduit que la famille {(E..)lgi’an#ju(%(E“—Ek’k)j j est une base
2<k<n

orthonormale de E_ (u).
Par ailleurs, pour tout M € E_ (u)={M € M,(R), tr(M)=0},ona (I,IM)=tr(M)=0, donc :
E u)lE (u).

Enfin,

Jn

1 . ) )
In|| = \/; , donc (— Inj est une base orthonormale de E_ (#) et finalement, pour le produit scalaire

canonique de M, (R) :

1 1
E.)  Ul—(E,-E )j U (— Inj est une base orthonormée de de vecteurs propres de u.
(( >J )151,1511,#/ (\/5 Ll k.k r<k<n /n p p

8) Posons B=ATA=AA".Comme A et A" commutent, on a B* =(A")" A* = A*(AT)* pour tout ke N, et en
particulier B” =(AT)” A? =(A")" 0, =0,. Donc, B est nilpotente.
On a (det B)p =det(B”)=det0, =0, donc det B=0 et B n’est pas inversible. Ainsi, 0 est valeur propre de B.

Or, X’ est annulateur de B, donc le spectre de B est inclus dans I’ensemble des racines de X”, donc O est la
seule valeur propre de B.

Par ailleurs, ona B =(ATA)" = AT(A")" = ATA = B, donc B est symétrique réelle, donc diagonalisable d’apres
le théoreme spectral. Or, si une matrice est diagonalisable et n’admet que O pour valeur propre, alors elle est
semblable a 0, , donc égale a 0, . Ainsi :

B=ATA=AA" =0,
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Soit maintenant X € M, | (R) quelconque.

En utilisant le produit scalaire et la norme euclidienne canonique de M, (R), ona:
|AX||" = (AX)T(AX)=XTATAX =X"0,X =0.

Ainsi, pour tout X € M, (R),

AX||:O, soit AX =0 etdonc :

A=0,
ab c
9) Ona M =|c a b|e M{(R), 6=ab+bc+ca et s=a+b+c.
b ¢ a

La matrice M est orthogonale si et seulement si ses colonnes sont orthonormées, soit :

ab+bc+ca=0=0
a*+b*+c* =1

Or, a’+b*+c* =(a+b+c)* —2(ab+bc+ca)=s"—26,donc M est orthogonale si et seulement si :
c=0 c=0
2 = 2
s°—20=1 s =1

M est orthogonale si et seulement si 6 =0 et |s| =1.

Soit :

La matrice M appartient a SO,(R) si et seulement si elle appartient a O,(R) et son déterminant vaut 1.

Ona:
a b c s b c 1b c 1 b c
detM =|c a b = s a bl=s|l ab = |0 a-b b-c
CC+Cy+Cy Ly«—L,-L
b c a s Cc a 1 ¢ a|lge-L, |0 ¢c=b a—c

En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient :

detM =s|“ "7 V"¢ | =5[(a=b)a—c)~(c=b)b-0)] = 5(5* ~30) .
Alors :
MeO,R ] =0
MeSO,R) o { OR) o e o {G
: det M =1 s=1

s(s*=30)=1

On a donc bien :

M € SO,(R) sietseulementsi =0 et s=1.

Pour tout (a,b,c)e R’, on a, avec les notations ci-dessus :

(X —a)(X-b)(X-c)=X'—sX*+0X —abc.
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Donc, pour k€ R, si trois réels a, b et ¢ sont racines de X° — X’ +k , alors s=1, 6=0 et k =—abc.

Enfin, pour avoir I’équivalence souhaitée : a, b et ¢ racines de X —X*+k si et seulement si s=1 et 6=0
(avec k =—abc), il faut que le polyndme X* — X* +k admette trois racines réelles (distinctes ou pas).

Pour ke R, posons f(x)=x"—x*+k.La fonction polynomiale fest dérivable sur R avec pour tout xe R :
f'(x)=3x>-2x=Bx-2)x.

On obtient le tableau de variations :

X |—o 0 2/3 + 0

k
¥ » /' \f(w) /'

+ o

2 4
Et —|l=k——.
f(3j 27
Alors :

e Si f(0)=k<0, X’—X?>+k n’apas de racine réelle inférieure 2 3 et une unique racine réelle supérieure
L2 ( Lo N . N N 2
a 3 (assurée par le théoreme de la bijection continue a appliqué a f sur §,+ oo ).
. 2 4 . 4 3 2 , . . . . .
e Si f 3 :k_E>O’ soit k >E, X" —X"+k n’a pas de racine réelle positive et une unique racine
réelle négative (assurée par le théoreme de la bijection continue a appliqué a f sur |—0,0]).
. 4 2 . o . ,
e Sike O’E ,alors f(0)=0 et f 3 <0, et le théoreme de la bijection continue assure I’existence de
trois racines réelles (pas forcément distinctes) : 1’une négative, 1’autre comprise entre 0 et 3 et la derniere

) 2
supérieure a 3

Ainsi, X’ — X?+k admet trois racines réelles (distinctes ou pas) si et seulement si k € [O,E} .

) . ) . ) 4
Finalement, trois réels a, b et ¢ sont racines de X°— X +k si et seulement si k =—abce {O,E} , s=1 et

6 =0. Avec la question précédente, on peut conclure que :

M e SQ(R) si et seulement s’il existe k =—abce [Oi} , tel que a, b et ¢ sont les racines de X -X*+k.
27

10) Ona M € S,(R) etsi Sp(M)={A,\,} :

tr(M)=A+A,=a+c
detM =A\, =ac—b’
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Alors :

Donc :

De méme :

Donc :

Sp(M) C R A +A, 20 a+c>0
C =
P " AN, 20 ac>b*
a+c=0
M est positive si et seulement si )
ac=b
Sp(M) R’ A +A,>0 a+tc>0
C (=
P " AA, >0 ac > b’

PP . jatc>0
M est définie positive si et seulement si )
ac>b




PSI*

Chapitre 17

Dans tous les exercices de ce chapitre, on note B, = (f, j,lg ) la base canonique de R’.

1) Les colonnes de A sont orthonormées, donc A est orthogonale. Cherchons les vecteurs invariants par u.

Soit V=xi+yj+zke R, ona u(¥)=" siet seulement si :

N 2 6 -3\ x N 2x+6y—-3z="Tx Sx-6y+3z=0 220
Aly|l==|-63 2 ||y|=]|y| & <{—6x+3y+2z=T7y & <6x+4y-27=0 & { 5
Z:
z 32 6 \z) (= 3x+2y+67=72 3x+2y—2=0 Y
Donc, ker(u - id]RS ) = Vect(] +2k ) est une droite et ainsi :
u est une rotation d’axe Vect(j+21€).
. , 11 2 2
Slocestlangledeu,ona1+2cosoc=Tr(A)=7,donc cos0c=7 et o == arccos 7 [27].
Le vecteur i est orthogonale 4 I'axe et i Au(i)=1i A g17—§*'+§I€ :—ng—éj:—é(j+2/€), donc si
7 7 7 7 7 7

I’axe Vect(} + 21€) est orienté par ] + 2k ,ona o =—arccos (%J [27].

Finalement :

. ., . , - g N 2
u est une rotation d’axe dirigé et orienté par j +2k et d’angle — arccos (7j .

2) Ona _inf |AX —B||= inf |[Y—B|.Or, det A=6#0, donc A est inversible et In A =M, (R).

XeMs, (R) YelmA

Alors, on a ||AX —B|| =0 pour X = A'B,donc inf ||AX —B|| =0, atteint pour X = A'B.

XeM;, (R)
Enfin :
7
x=——
X X -2x+y-—z=1 ?
X=|y|=A"'B & A|ly|=B o {x-y+2z=1 & y=-3
Z Z —x+2y+z=1 5
=—
6
Donc :
1—7
iM’”AX—B“Jmemqmmqu— -31.
XeMy, (R) 6
5
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3) Un vecteur normal & P est i + j +k , qui dirige D, donc :

P1D

Notons p la projection orthogonale sur P.

Les vecteurs i — et i —k sont orthogonaux a l?+]+lg (les deux produits scalaires sont nuls), donc

appartiennent a P =ker (p —id_, ) CBti+j+ k dirige D= P+ = ker(p +id_, ) , donc :

. p(i)== (1—2] 2k )
J

pli = j)=pli)-p(j)= 1
P —k)=p@)-pk)=i -k & p(D=c(-27+]-2%)

pA+j+k)=p@)+p()H+plk)=—i-j—k

i —
1 —

p(l;):%(—Zf—2]+I€)

Ainsi :

4) Les colonnes de M sont orthonormées, donc M est orthogonale. De plus :

8 1 —4 (o1 -e (oo 0 10
detM =—| 1 8 4 ceToe O B A S| 9 B3=o| 1 84
_4 4 —7|GTOTO g g (OGO ey o 9241

Et, en développant par rapport a la deuxieme colonne, on obtient :

1

detM =—— L4
9

—2 1|~

Donc :

fest un endomorphisme orthogonal indirect.

Cherchons les vecteurs invariants par f.

Soit ¥ = xi + y]+zl€e R*,ona u(v)=7 sietseulement si :

. 8 1 -4\« N 8x+y—47=9x
M|yl=—| 1 8 4 ||y|=|y| © <x+8y+4z=9y & x—y+4z=0.
Z -4 4 -7 Z Z _4x+4y—7Z29Z

L’ensemble des vecteurs invariants par f donc le plan d’équation x—y+4z =0, donc :

fest le réflexion par rapport au plan d’équation x—y+4z=0.
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. s T s L., . . + =
On note g la rotation d’angle 3 et d’axe D dirigé et orienté par i + j .

Ona D= Vect (i) avec ﬁz%(f+j) et ke D*. Alors :
e _l e —:_ "
g(i)=ii gG+ D =g@)+g(H=i+] 8 =5 (7 +7-V2k)
g — g — 1 e - g 1 g 1 - - 1 g - g
gy =iink=7=—7=({-j) & fe®)=—=i-—] & g(])=5(1+]+\/§k)
g@)=v Ak ==k g(==s)-g(H=-2k g(,g):%(;_j)
Donc :

1
. . 1
La matrice de g dans la base canonique de R’ est N =— -1].

vz V2 o

1 1
1 1

Un vecteur normal 2 P est i=i + j + k ,donc P= (Vect (fz))l . Comme f et g sont des isométries go f en est
une aussi, donc conserve 1’orthogonalité et ainsi, I’image de P par go f est un plan de vecteur normal

go f(i)=ai +bj +ck avec:

a Doy v s r=any fror sy
bI=NM|Li=rol 1L -1l 1 8 4 1=l 11 -1 13 (=] 25 ).
c 1 22 o )\l-44-7)1 22 0 \-7 82

Dong, si gof(ﬁ):%(llf+25]+8\/§l€) et ainsi :

L’image du plan P:x+ y+z=0 par go f estleplan P":11x+25 y+8\/§z=0.
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Chapitre 18

1) Onnote #; la courbe de f. La fonction f est dérivable sur R" avec :

2::2(L—D02+t+1)

x'(t)=2t—— >
i T T
=1+
yO) =——7F—
On obtient le tableau :
t — 0 -1 0 + o0
x (1) - 4 - _ N
roe T, +o o
0 + o0 + o0
y'(0) + 0 - - 0 +
¢ Ona lim % =0, donc Z; admet une direction asymptotique horizontale quand ¢ — % o
t—>+too X t
oy 1 . 1 s g ) 1
®* Ona lim—==— et lim| y(t)——x(t) |=0, donc Z; admet une asymptote d’équation y=—x en t —0.
150 x(f) 2 10 2 : 2

3 2 3 2
e Ona f(1+h)—f(1):hz[lj—h3[1j+hoo(h3), et comme [J et (lj ne sont pas colinéaires, le point

stationnaire de Z; est un point de rebroussement de 1% espece (p=2,g=3).

On obtient la courbe :

40

20

r—0"

t—>+o0

On note %, la courbe de g. Les fonctions x et y sont définies sur R, 27-périodiques (toute la courbe est obtenue

quand ¢ décrit un segment de longueur 27), respectivement paire et impaire (la courbe est symétrique par
rapport a (Ox)) et vérifient x(t—1) =— x(t) et y(m—1t)=— y(t) pour tout ¢ (la courbe est symétrique par rapport

a (Oy)). On étudie sur {O,g}. La fonction g est dérivable sur R avec :

, {x () =-3sin (3t)
g it

y'(t)=2cos(2t)
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On obtient le tableau :

T
4

x'() |0 _ g _
2

S R T

yi@ |2 + 0 - -1 - =2

3 2 3 2
On a f(+h)—fQ) :hz(lj—h3(lj+hoo(h3), et comme (J et (1] ne sont pas colinéaires, le point
stationnaire de Z, est un point de rebroussement de 1 espece (p=2,9g=3).

On obtient la courbe (la partie en rouge est celle correspondant a 7€ [0,%} ):

On note % la courbe de c. Les fonctions x et y sont définies sur R et pour tout #, x(t+27) =2%a+x(t) et
y(t+2m) = y(t), donc la courbe enticre est obtenue par translation de vecteur (2nak, 0) avec ke Z de la partie
obtenue quand ¢ décrit [— Jt,n] ). De plus, les fonctions x et y sont respectivement impaire et paire : la courbe

est symétrique par rapport a (Oy) et on peut étudier sur [0, 7).

La fonction c est dérivable sur R avec :

' x'(t)=a(l—cost) x(t) =a(t—sint)
it _ cit
y'(t) =asint y(t)=a(l—cost)
On obtient le tableau :

x'(t) 10 + 2a
 /> Ta

Yo
// 2a

Y 1o

y'(@) |0 + 0
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0 1 0 1
Ona c(t)—c(0)= %(J +%(Oj + 00(t3) , et comme (J et (Oj ne sont pas colinéaires, le point stationnaire de

% est un point de rebroussement de 1% espece (p=2,g=3).

On obtient la courbe pour a =1 (la partie en rouge est celle correspondant a ¢ e [— n,n] ):

La longueur L d’une arche de # est donnée par :

L= ew]de=[" x@+y@) dr=af J1-cosn)’ +sin’1dt=a[" \J2(1-cost)ds

=2a["\[2(1=cost)dt = 4a.|.:sinédt ~8a

Donc :

La longueur d’une arche de % est 8a.

2) La fonction f est de classe est C' sur R’ comme différence d’un quotient de telles fonctions et d’une

. T
constante. Si on pose g(¢) :%, ona f(x,y,z2)= g(xyz)—g et:
+t

af
0z

9
dy

of

™ (x, y,x)=xz g '(xyz2) (x, y,x)=xy g'(xyz).

(x, y,x)=yz g '(xyz)

arctzanl :g, donc f(1,1,1)=0 et le point (1,1,1) appartient bien a la surface d’équation

cartésienne f(x,y,z)=0. Une équation du plan tangent a cette surface en (1,1,1) est donnée par :

De plus, g(I)=

a—f(1,1,1)()c—l)+a—f(1,1,1)()7—1)+a—f(1,1,1)(Z—1) =0.
ox dy 0z

B L ain=Lary=Larn=gq=iz2actanl 1(1 —Ej #0, donc I’équation ci-dessus équivaut 2 :
ox dy 0z 4 4 2

x=1+y-14+z-1=0.

Ainsi, une équation du plan tangent en (1,1,1) a la surface d’équation cartésienne f(x,y,z)=0 est:

x+y+z=3
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3) Notons f le projecteur vectoriel de R* associé a f. Alors, f est le projecteur sur ﬁ:Vect(f,]),

paralleglement D = Vect (f —j+ k ) etona:

f@)= f@)=i
fGhH=j e {fh=7
fA=j+b)=fO-f(H+fk)=0 (ky=—i+]
Donc :
1 0 -1

M. (H=[0 1 1
00 0

Soit M (x,y,z) un point de I’espace et M '(x',y',z")=f(M).
Comme O appartient a P, ona OM '= f(W), donc :
1 0 -1

x' X xX—z X'=x—z
yii={0 1 1 yi=|y+z| & y'=y+z
z' 0 0 0 J/{z 0 z'=0

Soit M '(x',y",z").Ona:

M'e! =f7) & IAM(x,y,20€7 ,M'=f(M)

xX'=x-z
= EI(x,y,z)eR3,x2+z2=1,y=0, y'=y+2z
z'=0
xX'=x-z
& FxeR, ¥+ =11y'=z
z'=0
x=x"+y'
& AxeRL P+ =1z=y'
z'=0
B {<xv+y~>2+y'2:1
7'=0
B {<xv+y~>2+y'2:1
7'=0
o {x'2+2x'y'+2y'2=1
M'e P

Finalement :

" abien pour équation x*+2y”+2xy =1 dans le plan P rapporté au repere (0,7, ).
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4) Pour tout (x,y)e R*,ona:

) =fE=xy=f=n=Ffyx)=f(=y-x).
Donc, si M (x,y,z)e S, alors :
M (—x,y,20 eS8
M,(x,—y,z2)e S
M, (y,x,z)e S
M,(—y,—x,2)e S

Or, M,,M,,M,,M, sont les images respectives de M par les réflexions par rapport aux plans B =(yOxz),
P, =(x0z), P, d’équation y=x et P, d’équation y =—x. Donc :

La surface S est invariante par les réflexions par rapport aux plans
P =(y0z), P,=(x0z), P, d’équation y=x et P, d’équation y=—x.

La fonction fest de classe est C' sur R*, car polynomiale, et

of

—(x,y)= 2)(—4)cy2 = 2x(1—2y2)
ox
a—f(x,y):2y—4x2y= 2y(1—2x2)
dy
Alors :
of _ 2
g o =0 {2x(1—2y2)=0 {xzo Y=o
3 1= , = ou
Y (xy)=0 2y(1-2x¢") =0 y=0 2
dy y==x 5
Donc :

b

Les points critiques de f sont (0,0), ( > >

R LR L I B

272 27 2

Ona £(0,0)=0 et, pour tout (a,b)e R*\{(0,0)},0na:
f(at,bt) = (a’ +b*)t* —2a’b’t* ~ (a*> +b*)t*

Comme (a’ +b*)t* >0 pour tout réel ¢, ceci prouve que :

0 est un minimum local en (0,0,0).

Remarquons que f(0,1)=—-1<0, donc 0 n’est pas un minimum global.

Ona f|—,—
2 2 2 2 2 2 2

V2 ﬁ}=f(£ —£J=f(—£,ﬂj=f(—£,—£j=%, et les points (—Q ﬂ l),

2 V21
2

—,—%,%] sont les images respectives du point (%, ,EJ par les réflexions par
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a2

rapport aux plans B, P, et P,. Donc, f est extrémale en (7’7} si et seulement si elle ’est aussi en
V2 ) (22 (L2 2
27 2 ) 272 27 2 )
Pour tout (x,y)e R*,ona:

f(x,Y)—% =x’+y’=2x"y —% == 2(xzy2 BERCIL +lj =— 2(x2 —lj(yz —lj :

Donc, si |x| Sg, ona — Z(x2 —%) >0 et f(x,y)—% change de signe que y’ —% change de signe. Ainsi, f

n’est pas extrémale en (\/_ \/_J \/_ \/_], (—Q QJ et (—Q —QJ
2

et donc pas en , ,
2 2 2 2 2

Finalement :

La fonction f'admet O pour unique extremum local (et non global).

5) S est la surface de I’espace d’équation cartésienne f(x,y,z)=x>+2y>+7°—1=0.
La fonction fest de classe est C' sur R*, car polynomiale, et :
9 9 9
i(x, y,2)=2x i(x, y,z) =4y i(x, y,2)=2z.
ox dy 0z
Alors, si M (a,b,c) est un point de S, on a (a,b,c)#(0,0,0) (car a’+2b”+c*>=1), donc le vecteur

[ A (a,b,c), f( ,b,c), f (a b, c)j est non nul et une équation cartésienne du plan tangent 7,, a S en M est :

a—f(a,b,c)()c—a)+ai(a,b,c)(y—b)+ai(a,b,c)(z—c)=261()(—61)+4b(y—b)+ZC(Z—C)=0.
ox dy 0z

Soit :

ax+2by+cz=a’>+2b*+c* =1.
Alors :

ALLOET, & a+2b=1 & a=1-2b.
Et avec a’+2b>+c’ =1, on a c¢*=1-(1-2b)>—2b" =4b—6b> =2b(2—-3b). Ceci n’est possible que si

b(2-3b) 20, soit OSbS%.

Ainsi :

Les plans tangents a S passant par le point A de coordonnées (1,1,0)
a=1-2b

sont les plans d’équation ax+2by+cz =1 avec (be {O%}

=+./2b(2-3b)
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Soit 7,, un éventuel plan tangent a S en M (a,b,c) contenant D. Alors pour tout xe R, le point N(x,x,0)

appartient a 7,,, donc ses coordonnées vérifient I’équation ax+2by+cz =1 de T,,, soit :
ax+2bx=(a+2b)x=1.

Ceci doit étre vrai pour tout réel x, ce qui est impossible, donc :

Il n’existe pas de plan tangent a S contenant la droite D.

6) La surface S de 1’espace d’équation cartésienne (x—2)>+ y*>+z> =1 est la sphere de centre Q(2,0,0) et de
rayon 1.

La droite D(A) est horizontale et passe par A(L), de coordonnées (0,0,1), si et seulement si elle est incluse
dans le plan horizontal P(A) d’équation z=A.

Notons B(A) le point de coordonnées (2,0,1).
L’intersection de P(A) et S est soit vide, quand |7u| > 1, soit le point B(A) quand |7u| =1, soit un cercle C(L) de

centre B(A) et de rayon v1—-A* quand |A|<1.

Alors, si [A|>1, D(A) n’existe pas, si [A|=1, D(A) =(AMB(L)) etsi [A|<1, D(A) est tangente & C(A) en un
point T(A) tel que sur la figure ci-dessous (en coupe dans le plan P(A) et il existe deux telles droites

symétriques par rapport au plan (xOz).

D(\)

\ C(h)

~
-~
~
-~
-
~a
-~
~.
~.
~.
~
-~

~a
~
-
~
-~
-~
~
-
!

Si T(M) a pour coordonnées (x,y,A),ona:

{D(X) = (AT ) L(BOWT (L)) AMTA) - BOMT(A) =0 {x(x— 2)+y> =0
= =
T(Me CQ) BOOTV) =+1-\ (x=2)*+y* =1-\

Ce qui donne :

3+ A7 1+22Y
,V,A) = 1= A
(x,y,A) > { ) j
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2 2
Alors, D(A) est la droite dirigée par ii(A) = A(AM)T(L), de coordonnées 3+ ,t 1—(“— A

2
j,O et passant

2 2\?
par A(L). Remarquons que quand |k| =1,ona A’ =1, donc 3+2)L =2 et 1—(“_2}L J =0, et on retrouve le

cas vu plus haut.

Ainsi :

* i |k| >1, D(\) n’existe pas ;

e si|A|<1, D(L) estla droite dirigée par ii(L)

2 2\2
Shatl ,* 1—(1_”L J ,0 | et passant par A(A).

D’apres ce qui précede, A= U D(A) = U D(MA) et, pour un point M (x, y,z) de I’espace, on a:

AeR re[-11]

MeA < 3ke[-L1], Me D)

& IAre[-11], AWM et (M) sont colinéaaires

3+A°
X
2
& Ire[-L1], oV =0etz=A\A
- 1_[1+ j
2
2 2\2
o Fhe[-LI], y 2 _i s 1—(”?} etz=X

o ze[-11], [ e
S 2
3+z22 1+z22 3+z22 3+22)(1-2°
V== =x|1- y’ —-x | — =0.
2 2 2 2 2

3+ 77 L. .
# 0, ceci équivaut a :

Et:

Et comme pour tout ze€ [-1,1],

1+7° 1+7°
y2(1+TZJ—x2(1— 2Z ij e XF+yHt=x"-3y".

Donc, une équation cartésienne de la réunion des droites D(A) quand A décrit R est :

(x* +y*)z" =x* =3y avec ze[-11].




PSI*

7y a. fi(x,y)— x> +x" —y” estde classe C* sur R* comme fonction polynomiale et pour tout (x,y)e R* :

a—f(x, y)=2x+19x"
ox

2+(19x18)x7 0
_(-x7y):_2y B
dy
Ona:
of
—(x,y)=0
ax(xy) 2+19x")x=0 )c:Ooux=—183
of < =0 It 19
5(%}’)20 Y= y=0

Donc, f admet deux points critiques : (0,0) et (— 1?/%,0} .Etona:

1 17
2.0 518 1
H,(0,0)= et H,| =120 |=| 2718X19%2% 0 | 4yec 2-18x19%27 ~ - 38.8.
Ainsi :

* H,0,0)¢ S, (R) et —H,(0,0)¢ S;(R), donc fn’admet pas d’extremum en (0,0) ;

o —H |- 3,0 e S (R), donc f admet un maximum local strict en | — ' 3,0 )
f 19 2 19

Enfin :

lim f(x,0)= lim x” =+co et lim f(x,0)= lim x” =—oo.

X —>+o00 X—+oo
Donc, f n’admet pas d’extremum global.

Finalement :
I 9
fadmet un maximum local, non global, strict en | — 1‘8/3,0 , qui vaut f| — 1,8/3,0 = (ljg —(ijlg.
19 19 19 19

b. f:(x,y)>sin(x*+y*) est de classe C* sur R*> comme composée d’une fonction polynomiale de classe

C? sur R? par la fonction sinus de classe C* sur R . Pour tout (x,y)e R* :

a—f()c, y) =2xcos(x* + y?)
0x
ai(x, y)=2ycos (x2 + yz)
dy

2c0s (x% + y?) —4x? sin (x* + y?) — 4xysin (x* + y?) j

H, (x,y)=
iy { — 4xysin (x> + y?) 2c0s (X2 +y2)—4y?sin (22 + y?)



PSI*

Remarquons que quand cos (x* + y*)=0, (x,y) est un point critique et :

. T
® f(x,y) est maximal, et vaut 1, quand x*+ y’ :§+ 2km avec ke N ;

.. T .
®  f(x,y) est minimal, et vaut — 1, quand x* +y* =— E+ 2km avec ke N,

Enfin, (0,0) est le dernier point critique et H ,(0,0) =217, € S;"(R), donc f admet 0 pour minimum local (mais
non global) strict en (0,0) .
Finalement :

fadmet :

e | pour maximum global atteint en tout point (x,y)e R* tel que x* + y* = g+ 2km avec ke N ;

e — 1 pour minimum global atteint en tout point (x,y)e R? tel que x° + y* = —g+ 2km avec ke N ;

¢ (0 pour minimum local strict en (0,0).




