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Exercices d'entrainement chapitres 6 a 10 - Enoncés

Chapitre 6

1) Donner le rang de la matrice A=(q, )€ M,(R) avec a, , =sin(i+ j) pour tous i, j€[1,n].

2) Soient fet g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie, tels que :

E=Imf+Img=Kker f+kerg.

)

4) Soit E un espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E tel que fog=id,.

Montrer que ces sommes sont directes.

[= i)

1
0
0

S = O

3) Existe-t-il une matrice B telle que B’ :(

a. Montrer que ker go f =ker f .
b. Montrer que Imgo f =Img.
c. Montrer que ker f et Im g sont supplémentaires dans E.

d. Déterminer un espace vectoriel E et deux endomorphismes fet gde Etel que fog=id, et go f #id, .

5) Soit E=R,[X] avec ne N, n>2,et H={Pe R, [X],P'(1)=P(1)=0}.
a. Justifier que H est un sous-espace vectoriel de E.

b. Soit P = X" —nX —1. Déterminer le reste de la division euclidienne de P, par P,.

c. Montrer que £E=H @R [X]. En déduire la dimension de H.

A B

6) Soit ne N', A,B,C,De M, (K) et M :(C D

je M,,(K). On suppose M, A et D inversibles.

Exprimer M ~' sous forme de blocs.

7) Soient E un espace vectoriel de dimension finie non nulle et u€ L(E) tel que keru =Imu.

a. Montrer que dimE =2p avec pe N'.

0
b. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme ( g 0” J .
p p

Chapitre 7
I+x° —=x 0 - 0
—x 1+x —-x :
I) Calculer A, =| 0 -x . . 0
: T —x
0 0 —x I+x° .

2) Soit (ay,...,a,)eR" et A=(q, ;)€ M, (R) telle que a ; =149, .a, pourtous i, j€ [[l,n]].

i,j i
Montrer que detA:IEIai +i fl a .
i=l

k=1 i=1,i#k
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3) Soit Ae M, (R). Montrer que :
VXeMR), dt(A+X)=detX < A=0, .

-ieme

© Pour le sens direct, on pourra supposer que A a une colonne non nulle, C, (la j*™ colonne).

4) Soient ne N” et a,..,a,a,.b,..,b, e K tels que les a, sont deux a deux distincts.

n+l? n+l

Donner une relation entre L et L

.. 1es polyndmes interpolateurs de Lagrange associé aux scalaires a, et

b, pour 1<i<n et 1<i<n+1 respectivement.

2

S

S OO

5) Donner les valeurs propres de A= avec (a,b,c,d)e R* tel que (a,b,c,d)#(0,0,0,0).

S o o0
OO O

b
c
d

6) Soit Ae GL, (R).Exprimer le polyndme caractéristique de A~' en fonction de celui de A.

Chapitre 8
a’ ab ac ad
1) Donner les éléments propres de A = ZIC) i: I;f I;d avec (a,b,c,d)e R* tel que a#0.
ad bd cd d’
A est-elle diagonalisable ?
2 02
2) La matrice A:{—la } 8} avec a€ R est-elle diagonalisable dans R ? dans C ?

3) On veut résoudre I’équation M> = A dans M, (R) avec A :(

[« S e
o = O

1
0.
1
Montrer que A n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable dans M, (R) et la trigonaliser.

Montrer que le spectre de M € M, (R) vérifiant M* = A est inclus dans {-1,0,1}.

Estimer la dimension des sous-espaces propres correspondants. Montrer que 0 est valeur propre de M.

Trouver toutes les matrices M de M, (R), solutions de M ‘=A.
4) Soit A de M, (R), inversible, telle que A*—3A%+2A=0, et tr (A)=8.

Justifier que A est diagonalisable.
Que peut-on dire des valeurs propres de A ?
Donner une matrice D diagonale, semblable a A.

Donner tous les polyndmes annulateurs de A.

5) Donner le rang, le noyau, 1’image et les éléments propres de Ae M, (R) qui a des 1 sur la diagonale, la
premiere et la derniere colonne, et des O partout ailleurs.

6) Montrer que 1’application f donnée par f(P)=P(1)X — P(3)(25— X?) est un endomorphisme de R[X].

Donner son noyau et son image. Déterminer ses valeurs propres.
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7) A quelle condition(s) nécessaire(s) et suffisante(s) sur a,b,c,d,e, f la matrice A= est-elle

SO O R
oo &
SO & O
R X

diagonalisable ?
8) On note P = (i i) et ¢ I’endomorphisme définie sur M, (R) par ¢(M )= MP.

Donner, si possible sans calcul, la matrice de ¢ dans la base canonique de M, (R), puis son noyau et son
image. Le diagonaliser, toujours sans calcul.

9) Montrer que f, définie sur M, (R) par f(M)=M +2M T est un endomorphisme.

Déterminer ses valeurs propres. Est-il diagonalisable ? Calculer sa trace et son déterminant.

Chapitre 9

1) Dans chacun des cas suivants, montrer que f est dérivable sur R et calculer sa fonction dérivée.

a. f:R—>K[X]; ¢t P(tX) ou P estun polynome fixé de K [X].

b. f:R—>M (K);t+> A(r)B ou A est une application dérivable de R dans M, (K) et B est une
matrice fixée de M, (K).

c. [iR->M(K);t+> A()B(t) ou A et B sont des applications dérivables de R dans M, (K).
d. f:R—>K ;> Tr(A®)) ol A est une application dérivable de R dans M, (K).

© Utiliser les applications composantes de f suivant la base canonique de 1’espace considéré.
2) Etudier la dérivabilité de la fonction F, définie sur R, par F(x)=[ ‘In(1+xr)di. © Poser u=xt.

3) Donner le développement en série entiere de la fonction sh.

Trouver une solution développable en série entiere de tx"+2x'—tx =0, puis une autre solution sur R’ .
4) Résoudre (E): x(x*—1)y'+2y=x" sur des intervalles ou les solutions existent.

Existe-t-il une fonction continue sur R dont la restriction aux intervalles précédents est solution de (E) ?
5) Résoudre xy'—(1+A)y=0 pour Ae R.

En déduire les éléments propres de ¢ L(R[X]), défini par ¢(P)=XP'—P.

6) Développer sin(x—t), puis montrer que si g est une fonction continue sur R, f:xH— I : g(®)sin(x—1t)dt

est dérivable sur R et calculer f'.

Montrer que f est solution de y"+ y = g, puis résoudre cette équation différentielle pour g(r)=¢'.
x'(6) = 2x(1) + y(0)
7) Résoudre (S): < y'(t)=2y(¢)
7'(t) =2x(t)—3y(t)+4z(t)

8) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f:R — E dérivable en O et telle que pour tout xe R,
f(2x)=2f(x). Montrer que f est linéaire.
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9) Etudier la continuité sur R* des fonctions suivantes :

xsin® y
—_— uand (x,y) # (0,0
a. f:ny)=>{xt+y’ a (x.)#(0.0)
0 quand (x, y) =(0,0)
xpyq
—_— and (x, y) # (0,0
b. g:(x,y)>x +y’ a (x,)#(0.0) avec (p,q)e N*.

0 quand (x, y)=(0,0)
10) Déterminer les extremade f:(x,y,2) > x° +y° +2° +2xyz.
11) Montrer que f :(x,y)+> x’y+In(1+ y*) posséde un minimum et un maximum sur A = [— 1,1]2 .
Montrer que f possede un point critique sur B = ] -1,1 [2.
La valeur £(0,0) est-elle un extremum de f ? © On pourra calculer f(x,x").

Trouver le minimum et le maximum de f sur A.

12) Résoudre sur R* 1’équation :

f o 5
ax(x,y) 2x 3 (x,y)=0

en effectuant le changement de variables @(x, y) = (x, x* +y).

Chapitre 10

1) Pour quels réels a et b, I'intégrale [ = I{:w (\/; +avt+1+byt+2 ) dt converge-t-elle ?

En cas de convergence, calculer /.

2) Justifier la convergence de J-OW (1 —tarctan (%j dt , puis la calculer a I’aide du calcul de .[ Oxt arctan (lj drt .
t t

3) Nature selon ae R de J-Omx“ In(x+e“)dx.

eV
t
et + oo, La fonction f est-elle intégrable sur R, ?

2x * s o, , . . .
4) Montrer que f:xH> j dt estde classe C' sur R et calculer sa dérivée. Déterminer ses limites en O

Int
X’ +t

. . +oo 1
5) Déterminer I’ensemble de définition D de F : x> .[ . dt . Calculer F(1) (on pourra poser u=-) et
t

2

en déduire F(x).
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Exercices d'entrainement chapitres 6 a 10 - Corrigés

Chapitre 6

1) Si n=1, A=(sinl) et rg(A)=1. On suppose maintenant que n>2.

Pour tous i, j€ [[l,n]], a; ; =sin(i+ j) =sinicos j+cosisin j.

Sion note C,, ..., C, les colonnes de A, on a pour tout j & [1,n] :
sinl cosl
. .. sin 2 cos?2
CJ. =(cos j)X +(sin j)Y avec X =| . et Y=| . .
sinn cosn

Donc, Im A = Vect(C,,...,C,) c Vect(X,Y) et rg(A)<2.

sin 2 sin 3
sin 3 sin4 sin2 sin3 . . .5
De plus, C, = . , C, = . et | 3 sind =sin2sin4-sin"3=-0,71#0, donc C, et C,
: : sin3 sin
sin(n+1) sin(n+2)

sont non colinéaires, donc rg(A) =2 et finalement, rg(A)=2.

Ainsi :

1 quand n=1
2 quandn =2

rg(A) ={

2) Ona E=Im f+Img=ker f +kerg.
Comme E est de dimension finie, on peut utiliser la formule de Grassmann, qui donne :
dimE =rg(f)+rg(g)—dim(Im f NImg) (1)
dim E = dim (ker f )+dim(ker g)—dim(ker f nkerg)  (2)
En additionnant (1) et (2), on obtient :
2dimE =rg (f)+rg (g)+dim(ker f)+dim(ker g)—dim(Im f "nIm g)—dim(ker f Nker g)
Or, le théoréme du rang donne aussi :

dimE =rg (f)+dim(ker /) =rg(g)+dim(kerg).
Donc, 2dim E =2dim E —dim (Im f N Im g ) —dim (ker f nker g), soit :
dim(Im f NIm g)+dim(ker f Nkerg)=0.
Enfin, comme dim(Im f N"Im g) et dim(ker f Nker g) sont des entiers positifs, la relation ci-dessus donne :

dim(Im f NIm g)=dim(ker f Nkerg)=0.
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Alors, Im f nIm g =ker f Nnker g ={0} et donc:

E=Imf®Img=Xker f ®ker g

o O O
S O =

o = O
N—

3) Supposons qu’il existe une matrice B telle que B’ = [

1 0
Or, ImB’ =Vec{(0 ,[1DCImB, donc rg(B*)=2<rg(B) et comme B est nilpotente, elle n’est pas
0 0

inversible donc rg (B) <2, finalement rg (B)=rg (B*)=2 etdonc ImnB>*=ImB.
Alors, si u est I'endomorphisme de R’ canoniquement associée 2 B, on a Imu” =Imu et pour tout ke N™ :

Im B =Imu*" ="' (R*) =o' (u’(R")) =" (Imu’ ) =u*" (Imu) =u* (R*) = Imu* =Im B*.

La suite (Im B") . est donc constante, soit pour tout k € N°, InB*=ImB.

keN

En particulier, Im B® = Im B. Ceci est absurde car B® =0, et B#0,, et ainsi :

[= R
(=R

S = O
N—

Il n’existe pas de matrice B telle que B* = (

4) a. On a toujours ker f ckergo f .

Soit xe kergo f.Ona go f(x)=0 et comme fog=id,
F)=(fo)(f(®))=(fogef)x)=f((gof)x)=f(0)=0.

Donc xe ker f et ainsi, ker go f < ker f .

Finalement, on a bien :

kergo f =ker f

b. On atoujours Imgo f cImg.

Soit xe Img . Il existe ze E tel que x=g(z) etcomme fog=id, :
x=g((fog)D)=(gofog)2)=(g°f)(g(2)).

Donc xeImgo f etainsi, IngcImgo f.

Finalement, on a bien :

Imgof=Img
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c. Onveut E=ker f@Img.
Procédons par analyse-synthese. Soit xe E .
Analyse : Supposons qu’il existe (x,,z)e ker f XE tel que x=x, +g(z).
Alors, avec f(g(z))=(fcg)z)=2z f(x)=0,o0na:
f)=f)+f(g(2)=z2
X =x=g(2)=x—(g° f)(x)
Ainsi, si x se décompose dans ker f +Im g, la décomposition est unique est la somme est directe.
Synthése : Posons z= f(x) et x, =x—(gof)(x).Ona:
x+g()=x=x-(go f)D)+g(f(x)=1r.

Bt f(x)=f0)-f((go/)®)=f0)—(fog)(f(x)=f(x)-f(x)=0, donc x €ker f et, comme
bien entendu g(z)e Img,ona xeker f+Img=ker f ®Img.

Finalement, on a bien :

E=ker f®Img

d. 1II est clair que si E est de dimension finie, alors f o g =id,, implique que f et g sont des bijections

réciproques 1’'une de ’autre et donc go f =id,.
Pour tout trouver I’exemple demandé, il faut donc se placer en dimension infinie.
Prenons E=C~(R,R), f: o> @' et g:@+> P ou @ est la primitive de ¢ qui s’annule en 0.
Les applications f'et g sont des endomorphismes de E et pour tout g€ E :
* (feog)@)=D'=¢ donc fog=id, ;

* (gof)@)=g(@)=" ou ¥ s’annule en 0, alors que @ ne s’annule pas forcément en 0, donc go f #id,. .

5) a. Ona:
H={PeR,[X]P()=P1)=0}={PeR,[X](X-D)*IP}={(X-1)’Q, Qe R, ,[X]}

- {(X —1)2§akxk, (ay,..a, )€ ]R”‘l} =Veet (X -1, (X -’ X, ..., (X -1)>X"7)

Donc :

H est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque : La famille ((X D4 (X -D’X, ..., (X=X "‘2) est échelonnée en degrés donc libre donc, avec

cette méthode, on a immédiatement dimH =n—1.

b. P=X"-nX-let P,=X>-2X-1.

Comme deg P, =2, le reste R de la division euclidienne de P, par P, est de degré au plus 1, donc R=aX +b
avec a et b réels. Si Q est le quotient, on a :

P=X"-nX-1=(X’-2X-1)Q+aX +b.
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Les racines de P, = X>—2X —1=(X —1)>—2 sont 1#+/2 donc :

P.(1-2)=(1-2)" —n(1—+2)-1=a(—~/2) +b
{1{1(1+\/§):(1+J§)" —n(1+2)-1=a(+2)+b
(14+2) =(1=2)" =n(1+~32) +n(1=2) = a(1 ++2) —a(1-2)
{b:(l—\/i)" ~n(1-v2)~1-a(1-+2)
L2y a2y
02

. (1442) = (1-+2)"
b=(1-~2)"- 1-v2)-1
_(1+2)1-2)" - (1-+2)1++2)"
202

Donc, le reste de la division euclidienne de P, par P, est:

e[ N2 -2y (1+V2)(1-V2)" ~ (1 -V2)(1+42)"
= -n|X+ -
22 2\2

1

1

c. On a vu que H=Vect((X—1)2,(X—I)ZX,...,(X—I)ZX”_Z) avec deg((X—l)sz)=k+2 pour tout
ke[0,n-2]. Alors, la famille (L X,(X -1 (X -1X,..,(X-1)>X"?) est une famille échelonnée en

degrés de n+1 polyndmes de R [X] (de dimension n+1), donc c’est une basede E=R [X].

Et comme R,[X]=Vect(l, X),ona:

E=H®R [X]

On a alors immédiatement dimE =n+1=dimH +dimR [X]=dim H +2, donc :

dimH =n-1

6) Ona M:( gje GL, (K) avec A,De GL (K) et B,Ce M. (K).

A
C
Posons M ~' = (2 g) (comme M est inversible, M ™', donc A", B',C', D" existent). On a alors :

AA'+BC'=1, (A-BD'0O)A'=1,
vy - [ AA+BC AB'+BDY_ (1, 0,) AB'+BD'=0, - B'=—A"'BD'
~lca'+pc' ¢cB'+DD') "™ |0, I, CA'+DC'=0, C'=—D-'CA’
CB'+DD'=1, (D-CA™'B)D'=1,
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Ceci implique que A—BD~'C et D— CA™'B sont inversibles, et :
A'=(A-BD™'C)"!
B'=—A"'B(D-CA'B)"!
C'=—-D'C(A-BD'C)"!
D'=(D-CA™'B)”!

Ainsi :

o (A-BD'C)”! -A"'B(D-CA'B)""
-D'C(A-BD'C)"! (D-CA'B)"!

7) a. Posons dimkeru =dimImu = p . D’apres le théoréme du rang, dimkeru +dimImu =dim E, donc :

dimE =2p avec pe N’

(p est non nul car dim E est non nulle).

b. Soit (e, ..., ep) une base de keru=Imu .
Pour tout ke [1, p]], ¢, € Imu, donc il existe ¢,,, € E tel que ¢, =u(e,,,).

Notons B=(e,,....e,, e ey,) . Soit (A, AL AL A, )€ K7 tel que

p+1 p+l2

Me+..+h e, +A e, +..+tL, e, =0.

p+l

Pour tout k€ [1, p]], ¢, € keru, donc u(e,) =0 et, en appliquant u 2 la relation ci-dessus, on obtient :

Mu(e)+..+ A u(e,)+A, ule, )+..+A, ule, )=A, e +..+A, e, =0.

Comme la famille (e, ..., ep) est une base, elle est libre, donc A o1 = e = A, =0. La relation initiale se récrit

2p

alors Ae +...+A e, =0 et, toujours par liberté de (e,...,e,), ona A =..=A, =0. Finalement, tous les A,

P
sont nuls, donc B est libre et comme elle contient 2 p =dim E vecteurs, c’est une base de E.

Enfin, pour tout k€ 1, p], u(e,)=0 et u(e,,,)=¢,, donc:

0, I,
My =" g
P P
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Chapitre 7

1) En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient :

- x —x 0O - 0
0 1+x —-x :
A, =1+x)A_+x[ 0 —x 1+x . 0
: . . ]
0 0 —x 1+x°

n-1
Puis en redéveloppant le second déterminant par rapport a la premicre colonne :
A, =(1+x)A,  —xX°A, .
Soit, pour tout ne N* :

AL=1+x)A,, XA, & A ,-A_ =x(A,—-A).

n+l

La suite (A,,,—A,) . estdonc géométrique de raison x> et

Ona A,—A, =(1+x"+x*)—(1+x*)=x", donc pour tout ne N :

A=A, =00 A =AY =",

Etpour n>2 :
n—1 n-1 n n
A=A =D (AL —A)=D =3 o A=A+ X
k=1 k=1 k=2 k=2

1
Soitavec A =1+x> = x* :
k=0

2) Sionnote C,...,C, les colonnes de A et (E, ..., E,) la base canonique de M, ,(R), ona C,=U +a;,E,

pour tout j€[1,n], avec U =E, +...+ E, (vecteur colonne qui ne contient que des 1). Alors :

det A=det(C,,...,C,)=det(U +a,E,,U +a,E,,...,U+a,E,)
=det(U,U +a,E,,...,U +a,E,)+det(qE,,U +a,E,,...,U +a,E,)
=det(U, a,E,,...,a,E,)+det(a,E,,U +a,E,,...,.U+a,E,)
=a,..a,det(U, E,,...,E,)+adet(E,U+aFE,,..,.U+a,E,)
=a,..a,det(U-E,..—EE,,..,.E, )+adet(E,U+a,FE,,..,U+a,E,)
=a,..a,det(E, E,,...,E,)+a det(E,U +a,E,,..,.U +a,E,)

= [1 @ +a det(E.U+a,E,,....U +a,E,)

i=1,i#1

[] a+adet(E.U.U+akE,, .. ,.U+a,E,)+adet(E, a,E, U +a,E,,...,U +a,E,)
i=1,i#l
H a, + H a,+aa,det(E, E,,U+a,FE,,...,U+a,E,)

i=1,i#l i=1,i#2
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En continuant ainsi, on obtient :

det A= ﬁ a + ﬁ a+.+ ﬁ a,+aa,..a, det(E,E,,.., E

n—1°

U+aE,)

i=1,i#1 i=1,i#2 i=1,i#n-1

= a. + a+..+ a+aa,.a det(E.E,,...E ,U)+aa,..a det(E.E, ...,E ,aF
Hle Hl 172 n—1 (12 n—1 ) 12 n—1 (12 nlnn)

i=1,i#l i=1i#2 i=l,i#n—1
n n n n n
=[Ta+]a+ -+ [] a+]]a«+][]a
i=1,i#l i=1i#2 i=l,i#n—1 i=l,i#n i=1
Et ainsi :
n n n
det A= H a, + a,

i=1 k=1 i=l,izk

3) Le sens réciproque est immédiat.
Supposons que pour tout X € M, (R), det(A+ X)=det X .

Notons C,, ..., C, les colonnes de A et supposons aussi que A est non nulle, donc qu’il existe je [[1,n]] tel que

Cj # (. On peut alors compléter — Cj en une base (Ul, s Uj_l, — Cj, U ,Un) de ,’MHJ(R).

JISERE

Notons X la matrice de M, (R) dont les colonnes sont U, ..., U]._l, — CJ., U ,U .

jHo e U

On a alors X € GL,(R), donc detX #0 etla j*™ colonne de A+X est C,—C,; =0, donc det(A+X)=0.

Ainsi, det(A+ X)) #det X , ce qui contredit I’hypothese. Ainsi, toutes les colonnes de A sont nulles, donc A est
nulle.

Finalement, on a bien :

VXeM(R), det(A+X)=detX < A=0,

4) Ona:
X__bz“ _Xb o _od ~b —c —d X-2a -b —c
= 20 0 x o |TAlX 0 0 HX| —b X 0 |=X(X'-2aX b~ =d?).
4 0 0 X 0 X O -c 0 X

Et X?—2aX —b* —c* —d* = (X —a—s)(X —a+s) avec s=+la* +b> +c*+d* . Ainsi :
X=X (X —a—-s)(X—a+s).
Les valeurs propres de A sont donc 0, a+s et a—s . Reste a voir si elles sont distinctes.
Comme (a,b,c,d)+#(0,0,0,0),ona s>0,donc a+s#a—s.
Si a—s=0,alors a’=s>=a’+b>+c*+d’, donc b +c*+d* =0, soit b=c=d =0 (donc a#0) et s=|d|.
Enfin, comme a =s, 0on a > 0. Réciproquement, si b=c=d =0 et a>0,alors a—s=0,et a+s=2a.

De méme, a+s=0 sietseulementsi b=c=d=0¢et a<0,eta—s=2a.

Finalement :

Sib=c=d=0 et a#0,alors Sp(A)={0,2a}, sinon Sp(A)={0,a—s,a+s} avec s=Nat+b +c2+d? .
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5) Ona yx, =det(X1,—A) et pour tout xe R :

X, (0= det(xln —A‘l) :det(xA‘1 (A—llnjj =x"detA™' det(A—lInj _ o X (lj .

X X detA "\ x

Donc :

e (L
X = gea X XA(X)
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Chapitre 8

1) Remarquons que :

2
a ab ac ad

a a a
2
A b _ ab b bf bd || b =(a2+b2+c2+d2) b .
c ac bc ¢ cdd || € c
d ad bd cd d’ )\4 d

Comme a#0, A=a’+b>+c>+d’ est une valeur propre non nulle de A. La dimension du sous-espace propre
E, associé est de dimension au moins 1.

o &

Sion note C,C,, C,,C, les colonnes de A et C = ,ona C#0et C,=aC,C,=bC,C,=cC,C,=dC donc
d

ImA = Vect(C) et rg(A)=1, donc 0 est valeur propre et le sous-espace propre E,=ker A associé est de
dimension 3.

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est au plus 4, on a :
Sp(A)={0,A}, dimE, =3 et dimE, =1 avec E, = Vect(C).
On a dim E, +dim E;, =4 =dim M, (R), donc A est diagonalisable.

Enfin, si (E,, E,, E,, E,) est la base canonique de M, ,(R), ona:

AE =C, =aC
A(aE, —bE))=0
AE, =C,=bC
donc < A(aE;, —cE))=0
AE, =C,=cC )
A(aE,—dE)=0
AE,=C,=dC

Comme a #0, la famille (aE, —bE,, aE, —cE,, aE, — dE,) est une famille libre de trois vecteurs de E, =ker A,

qui est de dimension 3. C’en est donc une base et ainsi, avec A=a’+b° +c>+d” :

-b —-c —d a
Sp(A)={0,A}, E, =Vect g , 2 , 8 , E, =Vect IC) et A est diagonalisable.
0 0 a d
2) En développant par rapport a la premiere ligne :
X-2 0 =2
B v | X-10| 5la x-1
Ay = _al X—_ll )(? =(X 2)‘ 4 X‘ 2_1 _1‘

=(X-2)(X-DX-2(X-1-a)=X"-3X*+2(a+1)

On pose f(x)=x’—3x”+2(a+1). Apres une étude rapide de f, on obtient le tableau :

oo 0 2 +oo
2(a+1) + 00
; B /v \ o /V
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Alors, avec le théoreme de la bijection continue, on peut conclure que :

e si 2(a+1)<0 ou 2(a—-1)>0, soit a<—1 ou a>1, f admet une unique racine réelle (simple) et deux
racines complexes conjuguées (distinctes) ;

e si2(a+1)=0 ou 2(a—-1)=0, soit a=—1ou 1, fadmet et deux racines réelles, dont une double (2 quand
a=1,0quand a=-1);

® si2a-1)<0<2(a+1),soit —1<a<1, fadmet deux racines réelles distinctes.

Dans le premier cas, A est diagonalisable dans C et pas dans R ; dans le troisieme cas, A est diagonalisable
dans R.

z 110
propre double O est une droite : A n’est diagonalisable ni dans R, ni dans C.

X 202\ «x
Quand a=-1, A{y} = (1 1 OJ{yJ =0 donne x+y=x+z=0, donc le sous-espace propre associé a la valeur
Z

x 2 02\ «x x
Quand a =1, A(y} = {—1 1 OJ{yJ = Z[yJ donne x+ y=z=0, donc le sous-espace propre associé a la valeur
z 1 10)\z z

propre double 2 est une droite : A n’est diagonalisable ni dans R, ni dans C.

Finalement :

e Sia<-—1oua>l,A estdiagonalisable dans C et pas dans R .
e Sia=-1oul,An’est diagonalisable ni dans R, ni dans C.

e Si—l<acx<l,A estdiagonalisable dans R (et donc dans C).

3) En développant par rapport a la derniere ligne :

X 0 -1
-2 X-1 0

X 0 2
=(X—1)‘ ‘:X(X—l).
0 0 X-1 -2 Xx-l

Xa=

1 0
Alors, Sp(A)={0,1} eton trouve E, =ker A= Vec{{— ZD et E, =ker(A—1,)= Vect((l]}.
0 0

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres n’est pas 3, A n’est pas diagonalisable.

1 0)(0
La famille B = H 2},[1}{0}} est libre donc c’est une base de M, ,(R) etona:

A B

Alors, la matrice dans la base B de f, I’endomorphisme canoniquement associé¢ a A est M ,(f) = {

(= ]

1
0
1

(=N
S = O

—_— N
N—

Ainsi :

S O O
S = O

—_— DN
N—

A n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable dans /M, (R), semblable a (
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Si Ae Sp(M) et X est un vecteur propre associé, alors MX =AX , donc AX =M’X =M (AX ) =AMX =1°X .
Ainsi, A€ Sp(A)={0,1}, donc A* =0 ou 1, soit A=—10u 0 ou 1. Donc :

Sp(M)c{-1,0,1}

Remarquons déja que si M est diagonalisable, alors son carré, A, I’est aussi, ce qui est absurde. Donc, M n’est
pas diagonalisable. Ainsi, on ne peut avoir Sp (M) = {— 1,0, 1} (car M est 3x3).

Si Sp(M) contient deux valeurs, alors les sous-espaces propres sont de dimension 1 (sinon M serait
diagonalisable) et si Sp(M) ne contient qu’'une seule valeur, alors le sous-espace propre associé est de
dimension au plus 2 (sinon M serait diagonalisable, donc scalaire).

Les sous-espaces propres sont de dimension 1 si M possede 2 vap et au plus 2 si M possede une seule vap.

Si 0 n’est pas valeur propre de M, alors M est inversible et son carré aussi. Comme M>=A n’est pas
inversible, M ne I’est pas non plus, et donc :

0 est valeur propre de M.

On a finalement pour I'instant trois cas : Sp(M)={-1,0} ou {0,1} ou {0} .

Remarquons qu’il s’agit du spectre réel au complexe, donc si Sp(M)={0}, on a %, =X, donc M’ =0,

d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. Ainsi, M est nilpotente, donc M> = A aussi et 0 est la seule valeur
propre de A. Ceci est absurde, donc Sp (M) #{0}.

Ainsi, Sp(M)={-1,0} ou {0,1}.

Remarquons encore que M € M,(R) est solution du probleéme si et seulement si — M 1’est. Or :
Sp(M)={-1,0} < Sp(-M)={0.1}.

Donc, il suffit de déterminer les solutions M telles que Sp (M) ={0,1}.

D’apres ce qui précede, on a alors : dimker M =dimker(M —1;)=1.

Or, si X eker(M —Al), on a MX =AX, donc AX =M>X =A"X =AX (car A=0oul, donc A’ =%) et

ainsi, X € ker(A—Al;). Comme on a vu que dimker A=dimker(A—17,)=1,o0na:

1
kerM =ker A= Vec‘{[ 2]}
0
0
ker(M —1I,)=ker(A-1,) = Vec{(l}}
0
1

}z P 'AP avec P =( 2
0

(==l Re]
S = O
—_N =
S = O

0
0.
1

a
b} (avec les sous-espaces propres
C

En reprenant ce que 1’on a vu plus haut on a M4 (f) =(

[= i)
(= ]

Si u est ’endomorphisme canoniquement associé a M, on a M, (u) ={

de M vus ci-dessus).
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Comme f =u’, on a alors :

ac=1
1 00 ac
2J—M3(u2)—{01b+bc} & b(+c)=2 & a=b=c=1.
1 00 ¢

c 2
c' =1

(=i
o = O

MB(f)z{

(La troisieme équation du systéme donne ¢ =1, mais ¢ =—1 est impossible du fait de la deuxieme équation.)

1
1|, donc:
1
1

M =PM,(u)P~' {— 2

Ainsi, M 4z(u)=P 'MP = (

[= i)
(= ]

S = O
(=i
S = O

0

Et finalement :

00 1 0 0 -1

00 1 0 0 -1
Les matrices M tellesque M>=A sont |2 1 —1|et|-2 —1 1 |.

4) Le polyndme X’ -3X*+2X =X (X —1)(X —2) est annulateur Ae M, (R). Comme il est scindé a racines
simples :

A est diagonalisable et Sp(A) {0,1,2}.

Or, A est inversible donc 0¢ Sp (A) et Sp(A) ={1,2}.

Si on note n, et n, les multiplicités de 1 et 2 respectivement dans le polyndme caractéristique de A (égales ici
aux dimensions des sous-espaces propres correspondants), on a :

{tr(A):nl+2n2 =8 {nl =4
=

n+n,=6
Ainsi, A est semblable & D =diag (1,1,1,1,2,2).

Réciproquement, toute matrice semblable a cette matrice diagonale D vérifie les hypotheses, donc les matrices
Ae M, (R) telles que A’ —3A%+2A=0, et tr(A) =8 sont les matrices :

A=P"'DP avec D=diag(1,1,1,1,2,2) et Pe GL(R).

On a vu que A(A-1,)(A-21,)=0,. Comme A est inversible, on a plus simplement (A—1,)(A-2[,)=0, et
donc (X —1)(X —2) est annulateur de A.

Soit R un polyndome annulateur de A. Les valeurs propres de A (1 et 2) sont racines de R donc
R=(X-1)(X-2)Q avec Qe R[X].

Réciproquement, si pour tout Qe R[X], (A-I)(A-2I,)0(A)=0,0(A)=0,, donc (X —-1)(X-2)Q est
annulateur de A.

Finalement :

Les polyndmes annulateurs de A sont les polyndmes de la forme (X —1)(X —2)Q avec Qe R[X].
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10001
11001
5) Ona A=|10101
10011
10001

Notons C,, C,, C;, C,, Cs les colonnes de A et (e, e,, e,, €,, e) la base canonique de R’, identifié a M, (R).
Les premiere et derniere colonnes de A étant identiques, on a :

ImA = Vect(C,, C,,C,,C,,Cs)=Vect(e, +e, +e,+e, +e5, ¢, 6, ¢,) = Vect(e, +es, ¢,, €, ¢, ) .
Comme la famille (e, +es,e,,¢e;,¢,) est libre, on a rg(A)=4. Alors, dimker A=1 d’apres le théoréme du
rang.
Comme dimker A=1, 0 est valeur propre de A, de multiplicit€ 1. On a Ae, =C, =C, = Ae,, donc A(e, —e,) =0
et ainsi, ker A= Vect (e, —e,).
De plus, pour tout j€[2,4], Ae; =C, =e;, donc 1 est valeur propre de A, de multiplicité au moins 3.
Comme on a 4 racines réelles de X, (comptées avec multiplicité) qui est de degré 5, x, est scindé sur R et si A
est la cinquieme racine réelle de ) ,,ona:

tr(A)=5=0+1+1+1+A.

Donc, A=2 et:
—x+u=0
X 10001)x X x 1
x—vy+u=0
y 1 T00 1}y y Y y=z=t=2x y 2
Alz|=|10101]||z|=2|z| & x—z+u=0 & S |z =x2
t 10011} ¢ t _ u=x t 2
w) (1000 1)\u y x—t+u=0 u 1
x—u=0

Finalement, si (el, e,,6,e, 65) est la base canonique de R’,ona:

rg(A)=4

ImA=Vect(e, +e5,¢,,¢,,¢,)

ker A= Vect (e, —e;)

Sp(A)={0,1,2}

ker (A—1I) = Vect(e,, e;, €, )

ker (A—215) = Vect(e, +2e, +2e, +2e, +e)

6) 1l est clair que pour tout Pe R[X], ona f(P)=P(1)X —P(3)(25-X*)e R[X]. De plus, les applications
évaluations P+ P(1) et P+— P(3) sont linéaires, donc f est linéaire et ainsi :

fest un endomorphisme de R[X].

Pour tout Pe R[X], f(P)=P(1)X +P(3)(X*>-25)e Vect(X,X*-25), donc Im f = Vect(X,X*-25).Or:

1 1 -
f(EG_X)j_X f(E(X—l)j—X 25.
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Donc, Vect(X,X2 —ZS)CImf et ainsi :

Im f = Vect (X, X*-25)

Soit Pe R[X]. Comme la famille (X ,X*=25 ) est libre (échelonnée en degrés), on a :
f(P)=PMX+P3)(X*-25)=0 & P1)=P3)=0 & (X-D(X-3)IP.

Ainsi :

ker f ={(X ~1)(X =3)0\ Qe R[X]}

D’apres ce qui précede, 0 est valeur propre de f.
Soit maintenant Ae R" une éventuelle valeur propre non nulle de f et P un vecteur propre associé.
Ona f(P)=AP,donc P :%f(P)e Im f = Vect(X, X*-25), soit :
P=aX +b(X*-25).
Alors, P(1)=a—-24b et P(3)=3a—16b, et :
f(P)=AP & (a—24b)X +(3a—16b)(X*—25)=NaX +Ab( X’ -25)
a—-24b=MAa A—1 24 a 0
{3a t6b=Ab ( 3 - (X+16)j(bj B [0)
A-1 24

Comme P est non nul, (a,b) #(0,0), donc la matrice
3 —(A+16)

j n’est pas inversible, soit :

=—(A-DA+16)-72=0 < A +15A+56=0 < A=-8ou —7.

A-1 24
3 —(A+16)

On a alors :
f(P)=—8P & 3a-8h=0 o P=§[8X+3(X2—25)]

f(P)=-TP & a-3h=0 o P=%[3X+(X2—25)]

Ainsi :

Sp(f)={-8.-7.0}

ker (f +8id) = Vect (8X +3(X* -25))
ker (f +7id) = Vect(3X + (X’ -25))

ker f ={(X -)(X -3)0\ Qe R[X ]}

7) Comme A est triangulaire supérieure, on a immédiatement Sp (A) = {a , g} .

Si a=g, alors A est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a al,, donc égale a al, et donc si et
seulementsi b=c=d=e=f =h=0.



PSI*

Si a# g, alors A est diagonalisable si et seulement si dimker(A—al,)=dimker(A—gl,)=2, soit:

rg(A-al,)=rg(A-gl,)=2.

0b ¢ d d
100 e f e f Co
Ona A-al, = et, comme g —a #0, les vecteurs et sont non colinéaires.
00 g—a h g—a h
00 0 g-a 0 g—a
b d
Alors, rg(A—al,)=2 si et seulement si 8 € Vect gia , i ,s0it b=0.
0 0 g—a

De méme (en raisonnant sur les lignes de A—gl,), rg(A—gl,)=2 sietseulementsi h=0.

Finalement :

A=

. . . . |a=§ ax*g
est diagonalisable si et seulement si

ou .
b=c=d=e=f=h=0 |b=h=0

oo &
SR & O
0 S X

SO O R

8) Onnote B, = (EM, E,.E,,, Ez,z) la base canonique de M, (R).On a (1)((? Z)j = (?:3 Z:S), donc :

MB(_ 9)=

00
00
11
11

O O = -
OO = =

On a immédiatement :

Im¢=Vect(E,, +E,,, E,, +E,, )

Avec le théoreme du rang, on obtient dimker¢=2. Comme ¢(E,,) =O(E,,) et ¢(E,,) =O(E,,), on obtient :

ker¢=Vect(E,,~E,,,E, —E,,)

On adéja Oe Sp(0) avec dimkerp=2.

De plus, ¢(E,,)=0(E,,)=E,, +E, et O(E,)=0¢(E,,)=E, +E,,,donc:
O(E,+E,)=2(E,+E,) et 0(E, +E,,)=2(E,, +E,,).

Donc, 2€ Sp(¢) avec dimker(¢—2id)=2.

Comme dimker ¢ =dimker (¢—2id)=4=dimM,(R) :

ker ¢ = Vect (EM —E,E, — Em)
ker(¢—2id)=Vect(E,, +E,,, E,, +E, )

¢ est diagonalisable avec Sp(¢)=1{0,2} et {
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9) La linéarité de la transposition assure que f:M > M +2M " est un endomorphisme de ‘M (R).

Soit A une éventuelle valeur propre de f et M un vecteur propre associé. Ona f(M)=M +2M " =AM , donc :

M= %(7\, -M o M= %(k —1M" (en transposant).

Donc, M :%(k—l)zM et comme M # 0, on obtient %(7\‘—1)2 =1, soit :

A=—1ou3.
Les potentielles valeurs propres de f sont donc — 1 et 3.

Pour A=—1, on obtient M" =—M , donc le sous-espace propre associé & — 1 est A (R), I’ensemble des

matrice antisymétriques de M, (R).

Pour A =3, on obtient M =M , donc le sous-espace propre associé a — 1 est S (R), I’ensemble des matrice
symétriques de M (R).

Ainsi :
Sp(f)={-1,3}
Comme A (R)®S, (R)=M, (R) :
fest diagonalisable.
Ona dimA (R)=""D o gims ®)=""FD jonc:

ir(f)=— n(n—l)+3n(n2—l) B

2
n(n-1) n(n-1)

det f=(=1) 2 3 2
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Chapitre 9

1) a. Posons PzZakX “.On aalors f:tr> Zakt"X * et comme toutes les applications polynomiales
k=0 k=0

t+> a,t* sont dérivables sur R, fest dérivable sur R avec f':f+> Zkaktk‘lX" = XZkak X)) ' =XP'X).
k=1 k=1

Ainsi :

festdérivable sur R avec f':t+—> XP'(tX).

b. L’application L: M + MB est un endomorphisme de M (K) etona f=LoA.Comme A:tr> A(f) est
dérivable sur R, fest dérivable sur R, de dérivée Lo A', soit :

festdérivable sur R avec f':t+— A'(t)B.

c. Notons A()=(a,,(0)_, _ et B0)=(b,,()_ . Onaalors A(t)B(t):(Zn:ai,k (t)bk’j(t)j

I<i, j<n

Comme A et B sont dérivables sur R, toutes les applications a,; et b, ; le sont aussi. Alors, pour tous

i,je [[1,n]], Zai’kbk, ; est dérivable sur R comme somme de produits de telles fonctions, de dérivé :
k=1

n

Z(a'i,k bk,j +ai,kb'k,j ) .

k=1

n

Ainsi, fest dérivable sur R, de dérivée ( (a', b +a,b' j)J , SOit :

k=1 I<i, j<n

festdérivable sur R avec f':t+— A'(t)B(t)+A(t)B'(t).

d. En conservant les notations précédentes, on a f :tHTr(A(t))zZai,i(t) est dérivable sur R comme
i=1

somme de telles fonctions, de dérivé f':f > Za L (1), soit
i=1

fest dérivable sur R avec f':1+>Tr(A'(r)).

Remarque : On pouvait aussi dire que f =TroA et, comme la trace est linéaire, f est dérivable sur R, de
dérivé f'=TroA".

2) Pour tout xe R,, = In(1+xt) est bien définie et continue sur [0,x], donc F(x)= .[ Ox In (1+ xt)dt est bien
défini et F(0)=0. Soit alors xe R+
Tel qu’indiqué posons u = xt (t+> xt est bijective et C' de [0, x] dans [O,xz] ). On obtient :

1 I+ x)In(1+x*)—x°
0_ .

F(x)zlszln(l+u)du w0 —u]
x0 X X
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Donc, pour tout xe R,

+xIn(1+x*)—x.

Fx) = In(1+x7)
X

La fonction F est dérivable sur Ri comme somme de telles fonctions et on a F(x)= o (x). Alors, comme la
x—0

fonction F admet un DL d’ordre 1 en O, elle est dérivable en 0. Finalement :

F est dérivable sur R, .

+ 00 2n+l
t

3) Onapourtout re R, shr= .
) Onap ;(2%1)!

+oo
Soit f :tl—)Zant” une éventuelle solution de (E): tx"+2x'—tx=0, développable en série entiere sur
n=0

I=]-R;R|[ avec R>0.On aalors, pour tout te [ :

+ o0 + 00
tf=Y at™"=>a,t"

n=0 n=1

+ o0 el
f®O=Ynat" =a+) (n+ha,,t"

n=1 n=1

tf"(0)=) (n+hna,,1"
n=l1
Donc :

tf'"O+2f ' O—tf0) =) (n+Dna,t"+2a,+ Y 2(n+Da, "= a, 1"
n=1 n=1 n=l

=2a,+ Y [(n+2)(n+Da,, —a, ]t"

n=1
Alors, fest solution de (E) sur [ si et seulement si pour tout re I, tf"(t)+2f'(t)—tf(t) =0, ce qui donne par

unicité du développement en série entiére, @, =0 et pour tout ne N’

(n+2)n+a,, =a,, < nln+2)(n+la, =nla , < @n+2)!a, =nla,,
Soit, pour tout ne N, (n+3)!a,,=m+1)!a,.
En remplacant successivement n par 2p , puis 2p+1, ceci donne pour tout pe N :

(2(p+1)+1)! ay oy =C2p+Ila,,,=2p+hla,,
([2(p+D+1]+1) ay 0y =Rp+Da,,., =(2Qp+D+1)a,,,

Donc, les suites ((2p+1)!a,,) L et ((2p+D+1)ta,,, ) pe N sont constantes, soit pour tout pe N :
PEe

2p+Dla,, =aq,

(2p+2)!a2p+1 =aq,

a,, % et a,,,
2p+D)!

+ 00 2n
t

o= Z Fr Yo

n=0

Avec a, =0 et a,€ R, on obtient pour tout pe N, =0, et donc :
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. « sht
Ainsi, pour tout re R, f(#)=ag,— et R=+o0.
t

Finalement :

sht
— and r #0
Une solution de (E) développable en série entiere sur R est f:t+>4 ¢ o .

1 quand =0

Cherchons une autre solution de (E) sur R, de la forme g =@f avec ¢ deux fois dérivable sur R’ .

Alors, g est deux fois dérivable sur R’ (comme produit de telles fonctions : f étant développable en série

entiere sur R, elle est de classe C” sur R ) et pour tout 7€ ]R*+ :
18" (1) +2g'(1)—1g(1) =1@"(2) f (1) +2t@'(2) f (1) +19(t) f "(2) +20'(2) f (1) +20(2) f '(2) —19(2) f (1)
=tfOQ"O+2[tf 'O+ fO]OD+oM[tf"O+2f (Ot f (1]
=tf (9" +2[tf O+ f1]9'®)
Or, tf(t)=sht et tf'(t)+ f(t)=cht, donc tg"(t)+2g'(t)—tg(t)=sht@"(t)+2cht@'(t) et ainsi, g est
solution de (E) sur R, si et seulement si pour tout 7€ R, :

shr@"(t)+2cht¢'()=0.

*

+9

Remarquons alors que pour tout t€ R, sht # 0, donc I’équation ci-dessus équivaut a pour tout € R, :
sh’t@"(t)+2chtsht@'(t)=®'(t) =0
avec ®(t) =sh’t'(r).

Ainsi, g est solution de (E) sur ]R*+ si et seulement si @ est constante sur Ri, donc si et seulement s’il existe

Ae R tel que @' =% =— k(ﬁj sur R” . Ainsi, ¢=- k%+u et comme on cherche une solution, on peut
S S s

prendre ici A=—1 et u=0, ce qui donne @ = %, soit g = % f et finalement :
S S

Une autre solution de (E) sur Ri est :

cht
H

4) L’équation (E) est une équation différentielle linéaire, d’ordre 1, avec second membre.
Soit I =] —oo;—1[ ou |=1;0[ ou |0;1] ou |15+ e [. Sur 7, I'’équation (E) se récrit :

- 2 X
RIS S

L’équation homogene (H) est y'++y:0,de solutions x > k exp —r 22 dt|.Or:
x(x”—1) 1t -1
2
- 2 dr=| (E—L—Ljdt=21n|x|—1n\x2—1\=1n i
tt -1 t t—1 t+1 X -




PSI*

2 2
Donc, les solutions de (H) sur I sont les fonctions x> k% e et comme x> — N
X - X =

est de signe constant

2
X

x* -1

sur I (fonction continue ne s’annulant pas), les solutions de (H) sur [ sont les fonctions x> A avec

reR.
x2

> avec A dérivable sur I (variation de la
X

Cherchons une solution particuliere de (E) de la forme x> A(x)

. 1
constante). En remplagant dans (E), on obtient A'(x) =—, donc on peut prendre A : x> In |x| .
X

Ainsi, si I =]—o0;—1[ ou |=1;0[ ou J0;1[ ou |15+ e :

2
Les solutions de (E) sur [ sont les fonctions x > (7»+1n|x|) 2x avec Ae R.
x —
XZ
Remarquons que R\{—1,0,1} est symétrique par rapport a 0 et que la fonction x > (k+ln|x|) —— est paire
x —

sur cet ensemble quel que soit A€ R. Or :

2 2 2
lim | ——1n|a] |=tim| ——1nx |=tim| 2 2x |1
=1 x” —1 =1 x7 =1 =l x+1x-1) 2

] x? ] x21n|x|
lim > 1n|x| =lim —— =0
x—0 X _1 x—1 X _1

ln|x

Donc, la fonction x +— , qui est continue sur R \{— 1,0,1} , comme produit de telles fonctions, admet

x =1
un prolongement par continuité sur R entier.

Ainsi (avec A =0), la fonction :

2
2x 11n|x| quand xe R\{-1,0,1}
x —
X 0 quand x =0
1
— uand x==*1
> q

est une fonction continue sur R dont la restriction aux intervalles précédents est solution de (E), et donc :

Il existe une fonction continue sur R dont la restriction aux intervalles précédents est solution de (E).

x* -1 j:?{ﬂ(

fonction continue sur R dont la restriction aux intervalles précédents est solution de (E).

2 2

A A
x =1

x—-1

Par contre, quel que soit Ae R, lim ( j: + oo, donc la fonction ci-dessus est la seule

5) Soit Ae R et I=R_ ouR’.
L’équation (E): xy'—(1+A)y =0 est une équation différentielle linéaire, homogene, d’ordre 1.

Cette équation se récrit sur /[ :
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. . 1+ + ..
Les solutions sont les fonctions x > k exp U —)Ldtj = k|x|1 * avec ke R . Ainsi :
t

Les solutions de xy'—(1+A)y=0 sur I =R_ ou R’ sont les fonctions x > l<|)c|l+x avec ke R.

Soit ¢:R[X]—>R[X]; P> XP'—P.Onabien ¢ L(R[X]) par linéarité de la dérivation.

Soit A€ R une éventuelle valeur propre de ¢ et P un vecteur propre associé. On a alors ¢(P)=XP'—P=AP,
soit XP'—(1+A)P=0. Ainsi, la fonction polyndmiale x+> P(x) est solution de xy'—(1+A)y=0 sur R,

donc sur R’ et il existe ke R" tel pour tout xe R, P(x)=kx"*. Comme la fonction x> P(x) est

polyndmiale, il faut que 1+Ae N, donc que Ae {—1} UN. Alors,ona P=kX" avec n=1+Ae N.

Réciproquement, pour tout Ae {—1}UN, ona X" e R[X] et:

o sikeN, o(X"™)=XA+M)X X" =2X"*

o sih=—1, 0()=—1=Al.
Dans tous les cas, on a ¢(X ™) =AX"" et, comme X' est non nul, ceci permet de conclure que A est valeur
propre de ¢ et que X' est un vecteur propre associé.

Finalement :

Sp(¢)={—1} UN et pour tout Ae Sp(¢), le sous-espace propre associé a A est Vect (X l+X) .

6) Pourtous x,re R, sin(x—¢)=sin xcost—cosxsint.
Pour tout xe R, t+> g(t)sin(x—t), t+— g(t)sint et t > g(¢)cost sont continues sur R comme produits de

telles fonctions, donc f(x) = j: g(®)sin(x—t)dt est bien défini et :

f(x)= I:g(t) sin(x—1t)dt = I:g(t)[sin xcost—cosxsint]dt =sin xjxg(t)costdt—cosxjxg(t) sintdt.

0 0

Les fonctions sin, cos, x> J-O g(t)costdt et x> J-O g(t)sintdt sont de classe C' sur R, donc f1’est aussi en

tant que différence de telles fonctions et pour tout xe€ R :
f'(x)=cos x.[; g(t)costdt+sin xcos x g(x)+sin xjox g(t)sintdt —cos xsin x g(x)

= .[Oxg(t)[cosxcost+sinxsint]dt = j;g(t)cos(x—t)dt

Ainsi :

fest dérivable (et méme C') sur R et pour tout xe R, f'(x)= I: g(t)cos(x—t)dt.

Comme pour f, f' estde classe C' sur R en tant que somme de telles fonctions et pour tout xe R :
f"(x)=—sin x_[: g(t)costdt+ g(x)cos® x+cos xj: g(t)sintdt+ g(x)sin® x
=— jox g(t)[sin XCOSt—COoS xsint]dt+ g(x)

=—[ g@sin(x=1)dt+g(x) == (x)+ g(x)
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Ainsi, f"+ f =g ,donc:

festsolutionde y"+y=g.

On pose maintenant g(r)=e¢' et on veut résoudre y"+y=e", qui est une équation différentielle linéaire,
d’ordre 2, a coefficients constants et avec second membre.

L’équation caractéristique associée est r*+1=0, de racines — i et i, donc les solutions de I’équation homogene
sont les fonctions x > Acos x+usin x avec A,ue R.

Le second membre est de la forme ™ ol ao=1 n’est pas racine de 1’équation caractéristique. On peut donc
chercher une solution particuliere de la forme x> Ae® avec Ae R et en remplagant dans I’équation on trouve

1 . N 1.
A= > donc une solution particuliere de y"+ y=e" est x> Ee .
Avec ce qui précede, on aurait pu prendre x > jo e’ sin (x—1)dr comme solution particuliere, mais le calcul de
I’intégrale est finalement plus long. Penser & jo e'sin(x—1)dt = Im(J‘0 e’ei("_’)dt) = Im(e” I . e“’”’dt) =..

Finalement :

. . . ) 1 .
Les solutions de y"+ y=e¢" sur R sont les fonctions x > A cos x+usmx+§e ,avec A,Le R.

x'(1) =2x(1)+ y(1)
7) On veut résoudre (S): {y'(t) =2y(¢)
z'(6) =2x() =3 y(1) +4z(t)

La deuxiéme équation donne immédiatement y(r) = Be® avec Be R et le systéme se récrit alors :

x'(t)-2x(t)= Be*
(S) & {y@)=Be” avec Be R.
72'(t)—4z(t) =2x(t)-3Be*

La premiére équation donne (en cherchant une solution particuliére de la forme ¢ — kte* ), x(t) = Ae* + Bte®
avec A€ R et le systéme se récrit alors :

x(t)=Ae* + Bte”
S) & {y@)=Be” avec A,BeR.
7'(t)—4z(t)=(2Bt+2A-3B)e”
La troisieme équation donne (en cherchant une solution particuliere par la méthode de variation de la constante
ou directement de la forme ¢ > (at+b)e™), z(t)=(— Bt+ B—A)e* +Ce* avec Ce R.

Finalement :

x:t— (Bt+A)e”
Les solutions de (S) sur R sont les triplets (x,y,z) avec 1 y:t+> Be™ et A,B,CeR.
z:t+> Ce" —(Bt+A-B)e”

X
On aurait pu aussi écrire le systeme matriciellement : X '=AX avec X =|y | et A=
Z

1 0
2 0.
-3

DO



PSI*

8) Analyse-synthese.
Soit fune éventuelle solution.

Ona f(0)=f(2x0)=2f(0), donc f(0)=0 et, comme fest dérivable en 0, on a alors :
lim — [f(h) fO)]= llm f(h) f'O=a.
Pour tout xe R, on prouve par récurrence sur n que pour tout ne N :

—

Comme 2——)0 et ;lf(h)wa,donc, pour x#0 :

a= lim if(ij:l lim 2"f(ij:l lim F()=- f(x).
2" 2" X note X

Ainsi, pour tout réel x#0,ona f(x)=xa et f(0)=0=0a. Finalement, f est bien linéaire.

Réciproquement, si f est linaire, alors il existe a€ E tel que pour tout xe R, f(x)=xa et:

f(2x)=2xa=2f(x).

De plus, f(0)=0 et lhn})% f(h)= zln}) a =a donc fest dérivable en 0 et donc fest bien solution.

Finalement :
Les solutions du probleme sont bien les fonctions linéaires.
xsin® y
uand (x,y) # (0,0
9 a f:(x,y)— x2+y2 d ()= ).
0 quand (x, y) =(0,0)

Comme x*+y>=0 si et seulement si (x,y)=(0,0) ; la fonction f est continue sur R*\{(0,0)} comme

quotient de telles fonctions. De plus, pour tout (x,y)e R*\{(0,0)},

||y

S|x|.

|f(xy)|= ‘ ‘
+y?

Or, ( %in}o O)|x| =0, donc le théoreme des gendarmes permet d’affirmer que N I)m}OO f(x,y)=0=f(0,0) et

ainsi, f est continue en (0,0).

Finalement :

La fonction fest continue sur R*>.
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P \,4

X"y
d(x,y)#(0,0

b. g:(x, ) > x*+y’° quand (x. y) #(0.0) avec (p,q)e N*.
0 quand (x, y) =(0,0)

Comme x*+y° =0 si et seulement si (x,y)=(0,0) ; la fonction g est de classe C' sur R*\{(0,0)} comme

quotient de fonctions de classe C' sur R* car polynomiales.

Remarquons que pour tout (a,b)e N* tel que a+b =1, 0na ( l)irr}o o
x,y) —> (0,

glx,y)|<

x“y”‘ =0, donc s’il existe (a,b)e N? tel

que a+b>1 tel que pour tout (x,y)e R*\{(0,0)},

x“ y”‘ alors, d’apres le théoreme des gendarmes,

( l)in}() o g(x,y)=0=g(0,0) et g est continue en 0.

Or, pour tout (x,y)e R*\{(0,0)},ona:

RPN xy |1
|x2+y2|gl’ x2+yz|Sl o xz+y2 : 2
car 2|xf|y[-x" =y =—(|| —|y|)2 <0 pour la derniere inégalité. Alors :

* si p+q-221,soit p+q=3, alors soit p=2 et |g(x,y)|< x”_zyq‘, soit ¢ =2 et |g(x,y)|< x”yq_z‘, et

dans les deux cas, g est continue en O ;

p+q-2

. . * 1
® i p+g—2<0,soit p+¢g<2,alors pour tout xe R, g(x,x)zEx et:

2 quand p+¢g=2

lim|g(x,x)|= .
X—>0|g( )| {+oo quand p+¢g<2

Dans les deux cas, lin}) g(x,x)#0=g(0,0) et g n’est pas continue en 0.

Finalement :

La fonction g est continue sur R” si et seulement si p+¢g>3.

10) La fonction f:(x,y,z) > x>+ y* +2z° +2xyz est polynomiale, donc de classe C' sur R’.

Et pour tout (x,y,z)e R’ :

0 ) %)
i(x,y,z)=2x2+2yz i(x,y,z):2y2+2xz i(x,y,z):2z2+2xy.
ox dy 0z

On a alors :

ai(x, y,z)=2x2+2yz:0
ox X ==y

g—f(x,y,z):2y2+2xz=0 & <y =—az
y
==Xy

a—f()c, y,z)=2z2 +2xy=0
0z

Ceci entraine que x’ =y’ =z’ =—xyz, donc que x=y=z et X’ =y =z =—xyz=—x", ce qui revient 2

x=y=z=0.L’origine est donc le seul point critique de f.
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On a f(0,0,0)=0 et pour tout xe R, f(x,0,0)= x> >0 donc £(0,0,0)=0 n’est pas un maximum (local ou
global). Reste a voir si c’est un minimum (local ou global), autrement dit si on a f(x, y,z) =0 (au voisinage de
(0,0,0) ou sur R’ entier).

Pour tout (a,b,c)e R*\{(0,0,0)}, ona a’*+b°+¢* >0 et pour tout re R :
f(at,bt,ct)=(a’>+b*+c*)t* +2abct’ ~0(a2+b2+c2)t2.

Comme (a’+b*+c*)t* >0, on a f(at,bt,ct)>0 au voisinage de ¢ =0, donc f est positive au voisinage de
(0,0,0) et £(0,0,0) =0 est un minimum local.

Par contre, lim f(x,x,x)= lim (3x2 + 2x3) =—oo0, donc fn’est pas positive sur R* entier, donc £(0,0,0) =0
n’est pas un minimum global.

Finalement :

Le seul extremum de f est un minimum local : 0 attient en (0,0,0).

Remarquons que 0 n’est pas attient seulement en (0,0,0), on a par exemple : f (— %,— %, - %j =0.

11) La fonction f:(x,y)+> x*y+In(1+ y®) est continue sur R*> comme somme de telles fonctions. De plus,

A= [— 1,1]2 est fermé et borné (donc compact) dans 1’espace vectoriel R, qui est de dimension finie.

Alors, fest bornée et atteint ses bornes sur A, autrement dit :

. N . . 2
La fonction f posséde un minimum et un maximum sur A = [— 1,1] .

La fonction fest de classe C' sur R* comme somme de telles fonctions et pour tout (x, y)e R* :

of of 2, 2y
—(x,y)=2x —(x,y)=x"+ .
ax( y)=2xy ay( y) )
Alors :
d
a—];(x,y)=2xy=0 x=0 y=0
= 2y ou & x=y=0
a 2 :0 {2:
%(x’y):xz'i'l-'_);z:o 1+y2 X
Donc :

fpossede un unique point critique sur B = ] -1,1 [2, qui est (0,0).

Ona f£(0,0)=0 etpour tout xe R, f(x,x)=x"+In(1+x°).Or, In(1+x°) = oo(xs),donc:
fx,x) ~Ox5.

Comme x° change de signe en 0, il en va de méme pour f(x,x’) et donc f n’est pas de signe constant au
voisinage de 0, ce qui veut dire que :

£(0,0) =0 n’est pas un extremum de f.
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Si le minimum ou le maximum de f était atteint sur B, qui est ouvert, ce serait en un point critique de f, donc en
(0,0). Or, f n’est pas extrémale en (0,0), donc le minimum et le maximum de f sur A sont atteints sur la

frontiere de A. Et, pour tout (x,y)e [-1,1], ona:

fELy)=fA,y)=y+In(+y?)
fx,—1)=—x>+In2
f(x,D=x"+In2

Pour tout xe [-1,1],ona:
—1+In2< f(x,—- DL f(x,1)<1+In2.

Par ailleurs, la fonction y+> y+In(1+y*) est dérivable sur [—1 1] en tant que somme de telles fonctions, de

2y (1+y)
1+y 1+y

dérivée yt> 1+ " 2y2 . Pour tout ye [— 1,1], 1+ >0, donc y+> y+In(l1+y®) est croissante
+
sur [-1,1] et ainsi, pour tout ye [—1,1],ona:
—1+In2< f(-Ly)=f(,y)<1+In2.
Ainsi, pour tout (x,y) appartenant a la frontiere de A, on a :
—1+In2< f(x,y)<1+In2.

Comme f(1,I)=1+In2 et f(1,—1)=—1+In2, on peut conclure que :

m}nf=—1+ln2 et mgle=1+ln2.

12) La fonction @:(x,y) > (x, x>+ y) estde classe est C' sur R”, & valeurs dans R”, car chaque composante

est polynomiale. Si on pose alors u=x, v=x>+y et g(u,v)= f(x,y),ona:

of ou dg dv dg og og
—_ == —_— =2 2x—=
™ X,y) > u,v)+a > (u,v) % (u,v)+ xav(u,v)
U oy Budg A
oy T o Y a1 T, Y
Donc :
f(x y)—2x f(x y)——(u v)+2x—(u v)— 2x (u v)——(u V).
Et ainsi :
af of

(x y)— 2x—(x y)=0 < g—g(u,v):O & gu,v)=%Y(WO)
u

avec W dérivable sur R .

Ainsi :

Les solutions de g—f(x, y) —2xa—f(x, y)=0 sur R* sont les fonctions
X

dy
de la forme (x, y) — W(x* + y) avec ¥ dérivable sur R.
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Chapitre 10

1) Pour tous réels a et b, la fonction ¢ — \/; +avt+1+bVt+2 estdéfinie et continue sur R, de plus:

Vi+ai+1+bV1+2 = \/_(l+a\/:+b\/:J (1+a(1+21J+b(1+%j+t%0+m(%2j]

:\/Z(1+a+b+a+2b+ 0 (1D (+a+bWr+2522 20, 0 ( ]
2 e

PR (e NS
Donc, vt +avt+1+bJr+2 - (1+a+b)\/_+a+2b— 0 ( jetcomme J-m 2 COMVETee -
i el tt
j*“{ﬁmﬁ +bt+2—(1+a+bni+ a;/z;b}dt converge.
Alors :
- jgm(ﬁ+am+bM)dt converge < J'+°°{(1+a+b)\/;+ azt/z;b}dt converge.

Or, si 1+a+b%0, ona (I+a+bi+F22 © (+a+bWi donc j+“[(1+a+b)\ﬁ+“+2b}dt diverge et
2\/; t—>+ 2\/;
+oo a+2b waqa+2b
si l+a+b=0 et a+2b#0, (+a+bnt +—= }d =127 dr diverge, donc
I [ N I N ¢
oo 1+a+b=0 =-2
I (1+a+b)\/;+a+2b dt converge < ¢ 2= ¢
N a+2b=0 b=1

Donc :

+o0 =2
:IO (\/;+a\/t+1+b\/t+2)dtconverge = {a

b=1

Dans ce cas,on a :

1=f, (-2t dis )dt:g[f\/;—2(t+l)m+(t+2)\/EIm
_( lim [t«ﬁ—z(z+1)Jwr_1+(z+2)JH_2]—[—2+2J§])

3 t—>+o
1 2(1+1j,/1+1+(1+2j 1+g}
i t t t t
=nt|1 2(1+1j(1+i+ 0 (%D+(l+gj(l+l+ 0 (lzm
t 2t 1o+t t t o+l g
o[}
>+ t
Donc, hm [t\/_ 20+ DN+ 1+ +2)Vi+2 }:0 et ainsi :

4(1-+/2)
3

Et:

Nt =20+ DN+l + @+ 2V +2 =1t

I =
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: 1 e . s
2) La fonction ¢ 1—tarctan (—j est définie et continue sur R, . De plus :
t

e lim {1 —tarctan (%} =1 donc .[ . (1 —tarctan (ljj dt converge ;
t—0" t t

1 1 1 1 1 1 +oo dt
® arctan| — =-=—=t o0 | <5 |, donc 1—rarctan| — ~ T et comme I —- converge,
t t 37 1o t)to+e 3t t

7
oo 1 .
j (1 —tarctan (;D dt converge aussi.

Ainsi :

L’intégrale J: ) [1 —tarctan (lD dt converge.
t

. 1 t? ) \ .y
Les fonctions ¢ — arctan (—j et t— — sont de classe C' sur R, , donc pour tous a,xe€ R, , on en intégrant
t

par parties :

1
. 2 1 o2 T2 2 1 . f2
I tarctan(ljdtz t—arctan(lj —j LI dt = t—arctan(lj +lj ! 2a,’t
a t 2 t “24. 1 2 t 290141
- ~a ? a

£ N 1x 1 £ 1 1 '
=| —arctan| — +—J- 1- 5 dt =| —arctan| — |+—¢—arctant
2 t)| 27 1+1¢ 2 t) 2 .

X 1) 1 a’ 1) 1
—arctan| — |[+—x—arctan x ———arctan| — |——a-+arctana
2 x) 2 2 a

Quand a — 0", on obtient :
x 1 x 1) 1
J. tarctan| — |dt = —arctan| — |+—x—arctan x .
0 t 2 x) 2

Alors, pour tout x€ R, :

x 1 X2 1 1 1 1
I l—tarctan| - | |dt = x——arctan| — |——x+arctan x =— x| 1 — xarctan| — | |+ arctan x .
0 t 2 X 2 2 X

Or, on a vu que l—xarctan(lj N Lz donc x{l—xaretan(lﬂ L x{l—xaretan(lﬂ - 0.

x ) x—+> 3x X x>+ 3y X X—+oo

rm(l—tarctan (ljjdt _I
0 t 2

Finalement, on obtient :
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3) Soit ae R . La fonction x> x*In (x+e™) est définie et continue sur R’ .
+ o0
L’intégrale I . x“In(x+e“)dx est impropre en 0 et + .
e EnO,ona x“In(x+e™)=x"In|x+1+ax+ oo(x)) =x‘ ln(1+(a+1)x+ oo(x)).
= x—
o Si a+1#0, on a x“In(x+e™) ~0(a+1)x“+1 et .[Ox“ In(x+e“)dx converge si et seulement si
x—
a+2>0.
1 a ax 1 —x 1 1
o Si a+1=0, on a x‘In(x+e“)=—In(x+e ")=—In|l+ o0 (x)]=— 0o (x)= o (1), donc la
X X x—0 X x—0 x—0
fonction admet une limite finie en O et .[ . x“In(x+e“)dx converge.
Ainsi, I . x“In(x+e“)dx converge si et seulement si a >—2.
e En+oo,0na:

o Sia=0,ona x‘In(x+e”)=In(x+1) et j“"x" In (x+e“)dx diverge.

+o0 +o00
o Sia>0,ona x“In(x+e“) ~ ax*"et J. x“"'dx diverge, donc J. x“In(x+e“)dx diverge.

X—>+ o

In x j+wlnx

o Sia<O,ona x*In(x+e*™) =~ ——dx converge si et seulement si lal>1, car:
lal
X

X +oo
. In x 1 I+lal S|
* silal>1,alors —= o et >1,doncJ- —dx ;
TR 2 [
x 2 x 2
. 1 In x +eo 1
= silal<lalors o= o |—r|etlal<l, donc [ —rdx.
X X—>+oo X X

. . +W . .
Ainsi, I x“In(x+e“)dx converge si et seulement si a<—1.

Finalement :

+o0
L’intégrale I . x“In(x+e“)dx converge si et seulement si —2<a<-—1.

o

4) Posons g(t) = . La fonction g est continue sur R, donc f est bien définie sur R’ et si G est une

primitive de g sur R, on a pour tout xe R, :
f(x)=G2x)-G(x).

Comme G est de classe C' sur R, fest une différence de deux fonctions C' sur R’ , et, pour tout xe R’ :

e— 2x e—\/; e— 2x _e—\/;

f'(X0)=2G'2x)-G'(x)=2g(2x)—g(x)=2 - =
2x X X

Ainsi :

NG e— 2x _ —x

. e e
dt estde classe C' sur R de dérivée f':x+>
t X

e

2x
La fonction f:xH> j
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N
sur R* .Ona h(t) ~ _ L et Ioﬁ

' NN

[ jxh(t)dt o Oth(t)dt ~ [ he)dt——=30.

Posons h(t) = converge, donc :

Or, pour tout xe R :

2xe‘*/; 2x 1 2x 2x dt 2x
f(x)zL t a’t:jx (h(t)+—jdt=jx h(t)dt+j —=L h(t)dt+1n2.

t ot

Donc :

lim /(x)=1In2

-t -t
e 1 +eo ] +o @ .
Ona = o | |et .[ — dt converge, donc .[ dt converge. Alors, pour tout xe R, :
o=\t Lot !
JF Jr Jr
2x e 2x e xe
f()C)—.[x Tdt—J-l Tdt—.[l Tdt
Jr i
. = e ~e .
Et donc, lim f(x)zJ-+ —dt—j+ ——dt, soit :
X—>+o0 1 t 1 t
lim f(x)=0
X—>+oo

%

Remarquons que g est positive sur R et pour tout xe R, x<2x, donc f est positive sur R . Montrer que f

+9

* . N + oo
est intégrable sur R, revient a montrer que J-O f(x)dx converge.

1
Cette intégrale est impropre en 0 et + o0, mais comme f admet une limite finie en 0, I . f(x)dx converge.

Par ailleurs, les fonctions fet x> x sont C' sur R’ , et en intégrant par parties, on a pour tout réel X >1 :

[ fde=[xf o) =[x ode=X FOO=f)= [ (e ~e " ax.

1 o
Or, e ¥ —e V= o (—j , donc JT (e‘m —e‘&)dx converge.

X—>+oo _xz

e—J?

t

i
) 1 o 1
Par ailleurs, g(t) = ¢ - o) (—j , donc il existe un réel A >0 tel que pour toutréel > A, on a <.
t

t t—>+oo 3

7
Alors, pour tout réel X > A, ona(avec x<2x):
o

t

2X 2X1 1 2X 3
0<Xf(X)=X[ —di<X| t_gdt:X[__} _3

2], 8X

Avec le théoréeme des gendarmes, on obtient Xlim X f(X)=0 et ainsi I IX f(x)dx admet une limite finie

—+oo

+ o0
quand X — + oo, autrement dit .[ 1 f(x)dx converge.
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Finalement I Om f(x)dx converge et donc :

La fonction fest intégrable sur R’ .

5) La fonction t —

est définie et continue sur R’ pour tout réel x. De plus, pour tout x€ R :

X+t
Int 1 +oo +o Int
> = o0 |z et j converge donc j — dt converge ;
x4t o=t X"+t
. « Int Int
e sixeR, —— ~ — et .[ Intdt converge, donc .[ —— dr converge ;
X +t -0 X 0 x +t

1 Int dr .. Int )
. ;:t o (t_zj et I vy diverge donc I ot_2dt diverge.

Finalement :

Int
x +Z‘

dt définie sur D=R".

La fonction F :x— I

1 .
La fonction ¢+ — est de classe C' et bijective de R, dans R , donc dans F(1)= j
t

. 1 .
le changement de variable u =—, ce qui donne :
t

Foy=[' M( izduj:j“ I u du:—j(:“’ulf” du=—F(l).

o+ (MVu)* \ u TR +1

Et donc :

F1)=0

Remarquons que F est paire.

* . t .o . * *
Pour tout xe R, la fonction ¢ +> — est de classe C' et bijective de R, dans R, donc dans F(x), on peut
x

. t .
poser le changement de variable u =—, ce qui donne :
X

oo ln(ux) __I+wlnu+lnx
1+u®

Fx)=|

X+M.X

Et comme les deux intégrales convergent, on a :

F(x):l[jgw Inu du+lnxjgmlfb; }z%F(1)+ln7x[arctanu];w=——.

X

Ainsi, par imparité, on a pour tout xe R’




