PSI*

TD du chapitre 2 : Espaces vectoriels normés

Sauf mention contraire, on se place dans un K -espace vectoriel normé (E, . ||) (K désigne R ou C).

Exercice 1

Soient x et y de vecteurs non nuls de E et a€ [0,1] .

1) Montrer que si ||y _ x|| <a, alors M < a4
(& [y| ~1-a
2) Prouver que A ) ||x—y|| .
I max (. 51)

Exercice 2

Ici, E=R[X].Pourtout P=a X"+...4+a,X +a,, on pose :

, NM(P)Z(I)I<1]§1<X|ak| et N(P)=max|P(t)|.

1€[0,1]

N,(P)= i|ak

Montrer que N,, N_et N sont des normes sur E. Sont-elles équivalentes ?

Exercice 3

Soient F un K-espace vectoriel et ue L(F,E). Donner une condition nécessaire et suffisante sur u pour que

I’application N : x> ||u(x)|| soit une norme sur F.

Exercice 4

Iei E=B([0,1],R) muni de la norme infinie |.|_.Onpose A={fe E, Vxe[0,1], 2+ f(x)<e’"}.

Montrer que A est une partie fermée et non bornée de E.

Exercice 5

Soient A et B deux parties de E.

1) Prouver que E\A=EM\ et E\f({ =EWA.

2) Prouver que si A B, alors AcBet ACB.

o

3) Montrer que f; m]oizAmB.

4) Montrer que AN B c AN B, mais que I’inclusion réciproque n’est pas forcément vraie.

Exercice 6

Soit C une partie convexe de E. Montrer que C et C sont aussi convexes.
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Exercice 7

On prend ici E =M (R) avec ne N'.

1) Montrer qu’il existe une norme || . || de E telle que pour toutes A,Be M (R), AB|| < ||A||||B|| .

© Vous avez I’embarras du choix ! Une telle norme est appelée norme matricielle.

2) Soit Ae E. Montrer que si ||A||<1, alors la suite (A*)_, des puissances de A converge vers 0, (la

matrice nulle de M, (R)) et justifier que 1’on ne peut pas conclure quand ||A|| >1.

3) Montrer que S, (R) et A, (R) sont des parties fermées de M, (R) et que si Ae A (R), la seule limite
possible de la suite (A*),_, est 0, .

© On rappelle que S, (R) et A (R) sont respectivement les ensembles des matrices symétriques et

antisymétriques de M, (R).

4) Soit P (R) I’ensemble des matrices de M, (R) dont tous les coefficients sont strictement positifs.

Montrer que P (R) est un ouvert de E.

5) L’ensemble des matrices de trace nulle de M, (R) est-il fermé ? ouvert ?

S’il est fermé, donner son intérieur ; s’il est ouvert, donner son adhérence.
6) (Centrale) Soit V,(R)={A=(q,))e M,(R). ¥ (i. j)e [Ln]'. a,,€[0.1]}.

Montrer que la partie Y, (R) est convexe, fermée et bornée.

P
7) Soit Ae E . Pour tout pe N, on pose A, :Z%Ak .
k=0 1 -

a. Montrer que pour toutes A,Be M (R),

AB|, <nA]. [B]..
b. Montrer que la suite (A4,),., converge. Sa limite est notée exp(A).

1
c. Calculer exp(A) pour A:[g j, A=diag(a,,...,a,).
a

€ I HAVE To READ THIS I'M DEAD. I'VE NOTICED You POINT
€s L || 280-PAGE Book IN THREE [ I'M DEAD.  ACTUALLY, || NEVER GIVE ME  THREE
DAYS! THAT'S LIKE 70 || I'M ToTALLY  1T'$ 93 || MATH HELP WHEN THREE
wHAT'S || PAGES A DAY! No WAY DEAD. PAGES A IWANTIT.  THREE
WRONG? CAN 1 DO THAT! 4 DAY.
y |
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Exercice 8 (ENTPE-EIVP - MP)

On note E le R -espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de la norme infinie : ||u||m =sup|u,|.
neN

L’ensemble F des suites nulles a partir d’un certain rang est-il un ouvert de £ ? Un fermé ?
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Exercice 9 (Mines - MP)

On note @ I’application définie sur ’ensemble E =C([0,1],R) par ¢(f)= I ;/2 f(@)dt— ,[11/2 f@t)dt .
On munit E de la norme infinie N_, définie par N_(f) = sup| f | .
[0.,1]
1) Onpose A={fe E,N_(f)=1}. Déterminer sup|(p( f )| et montrer que cette borne supérieure n’est pas un
fea

maximum.

2) Montrer que F ={f € E,@(f)=1} est fermé et calculer la distance de la fonction nulle a F.

WELL, CLASS, THE DAY ToDAY 1S THE DAY I WooHoo! JASON, LET ME BE SPECIFIC
MANY OF You HAVE BEEN ANNOUNCE. OUR YESSS ! ABOUT WHAT T 15 THEY'VE
DREADING HAS ARRIVED. FIRST MATH TEST. | SWEET MoMMA BEEN DREADING...
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