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Corrigé du DM n° 1

1) Remarquons que u(g;) =0 et pour tout i€ [2,n], déterminer u(e,)=¢,_,.

. .y . . ' €, quand k<i
Soit i e [[1, n]] fixé. Prouvons par récurrence finie sur k que pour tout k € [[0, n]], u(g)=

0 quand k>i
* Pour k=0<i,ona u’(g,)=¢, =¢,,, donc la propriété est vraie.
e Supposons la propriété vraie a un rang k € [[O, n— 1]] . On a alors :
W) = (i (e)) = {u(si_k) quand k < z
u(0) quand k=i
€ i quand k <i-—1
=<u(e,)=0 quand k=i-1 par hypothese de récurrence
0 quand k >i
€ (s quand k+1<i
:{O quand k+12>i

Ainsi, la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [[O, n]] .
Remarquons alors que u"(€,) =0 et pour tout entier k >n, u*(g,)=u"" (u”(ei)) =u""(0)=0.

En définitive, pour tout i e [[l,n]] ettout ke N :

‘e €, quand k<i
u'(g) =
' 0 quand k>i

Ona N, = My (1), donc Nnk =My (u*) pour tout ke N , soit :

colonne k +1
: 01°".:
P 0 '
N, =|: 01 |« lignen—k
: 0
Orereneieenn)

2) Si A’ =0,,ona ImAckerA, donc rg(A)=r<dimkerA.
D’apres le théoreme du rang, dimkerA=n—-rg(A)=n—r,donc r <n—r,soit 2r <n ou encore r S%

Comme A#0 nona r#0,soit r =1 et ainsi, on a bien :

15r<

oS




PSI* septembre 2023

3) Onaque ImAckerA et dimkerA=n—r2>r.

Si la famille (f(e,), ..., f(e,)) est une base de Im f, on peut donc la compléter par g vecteurs ¢',..., €' en

q
(f(el),...,f(er), e'l,...,e'q),une base de ker f etona g=dimkerA—rg(A)=n—-2r.

Ainsi :

Il existe g =n—2r vecteurs ¢',...,e', de K" tels que(f(el),...,f(e,), e'l,...,e'q) est une base de ker f .

4) La famille fB=(f(el),...,f(e,), e'l,...,e'q,el,...,e,) contient r+qg+r=r+n—2r+r=n vecteurs.
Soient o, ..., &, By, ... B,, V5., ¥V, € K tels que o, f(e)+...+ 0, f(e,)+Pe, +..+B.e +ve+..+7,e =0.
En appliquant f, on obtient, avec f(e,),..., f(e ), €', ..., e'q ekerf :
Yf(e)+..+7,f(e,)=0.
Or, (f(e),..., f(e,)) est une base de Im f , donc est libre et ainsi, y, =...=Y, =0. Alors :
o, fle)+...+a, f(e)+Be, +..+B.e, =0.

Et, comme ( fe),..., f(e), e'l,...,e'q) est une base de ker f, donc est une famille libre, on obtient

o, =..=0, =0, =...=p, =0. Finalement :
o fle)+...+a, f(e)+Be, +...+Be, +Ve+..+ve =0 = a=.=a=p=.=p=7=.=7,=0.

Donc, la famille (f(el), .., f(e) e, .., e'q, €5 s er) est libre et comme elle contient n =dim K" vecteurs :

B:(f(el),...,f(er), e'l,...,e'q,el,...,er) est une base de K" .

Comme f(f(e))=...=f(f(e))=f(e))=..=f(e',)=0,0na:

colonnen—r+1

00100
: 01°:
: 0
My(f)=|: 01 |« ligner
: 0
0 0
Soit :
My (=N

Ona A=M, (f) et My(f)=N,"", donc les matrices A et N,”" représentent le méme endomorphisme f dans

deux bases différentes : elles sont semblables. Ainsi :

I existe Pe GL, (K) telle que A=PN"P".
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5) Si n—r est pair, on peut poser B=PN’P~" avec p :n_;re N. On a alors :

B =(PN’P"') =P(N/) P"'=PN?P'=PN/"P"' = A.

Ainsi :

Il existe une matrice Be M, (K) telle que B> =A.

6) On a vu dans la question 4 que A est semblable a N . Or, les seules hypotheses sur A (non nulle) que I’on
a utilisé pour établir ce résultat sont rg (A)=r et A>=0, . Ainsi, toute matrice de rang r et de carré nul est
semblable a N,"", et donc a A. Or, comme M est diagonale par blocs, on a :

colonne n—r

. : 0 1 i
i0 : 000
Mo N 0 10|« ligner
n - " i B

L 00

0 020 P

0 S0 0

0 S0 0

Donc, Im(Mn"‘l") = Vect(g,, ..., €,) et:

De plus :

!

H

2 2 2(n-1-r) i

n-1-r \ _ 2m-1-n\? _| N7 P
(M) =(M, ) = - |

Or, ici 2r<n,donc n>2r+1 et 2(n—1-r)2n-1,d’ou N*'"™ =0 _, d’apres la question 1. Ainsi :

(M) =0

n*

Les deux hypotheses sont réunies pour affirmer que M, est semblable 2 N, et donc que :

M~ est semblable 2 A.

Comme A et M "™ sont semblables, il existe Pe GL (K) telle que A=PM """ P".

—-r

Ici, n—r est impair, n—1—r est pair et on peut poser p:n— €N (car n=22r+1 donc n—1-r=2r>0)et
B=PM'P~'.Onaalors:
2 p p—1 2 p 2 -1 2p p-1 n—1-r p-1
B> =(PM/P') =P(M}) P'=PMP'=PM" P =A.

Ainsi :

Il existe une matrice Be M, (K) telle que B’=A.
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7) On suppose ici que n—r estimpairet 2r=n.

a. Si n=2r alors n est pair. Comme n—r est impair, ceci implique que r =n—(n—r) est lui aussi impair et
donc il existe pe N telque r=2p+1 et n=2r=22p+1).

N n—r 2p+l 02p+1 12p+1 . ..
Alors, A est semblable a N,"" =N, ., = 0 . Ainsi :

2p+l 2p+l

2p+l1 02p+l

0 I
Hexiste pe N tel que n=2(2p+1), r=2p+1 et A est semblable 2 ( e 2”“}.

b. Supposons qu’il existe Be M, (R) telle que B> =A.

N 02p+l 121)+1 . . 02p+l IZp+1 -1
Comme A est semblable a , il existe Pe GL, (K) telle que A=P P

2p+l1 2p+l 2p+l 021)+1

B, B

3 4

Posons B'=P’IBP=(B1 BZ} avec B,B,,B,,B,e M, (R).Ona:

0 0

2p+l 2p+l

0 1
(BI)ZZ(P—IBP)Z:P—IBZP:P—IAP:( 2p+l 2p+1j.

0 0

2p+l 2p+l

(Bl sz 02p+1 12p+1 — 02p+1 12])+l (Bl BZ) P 02p+1 Bl — ( Bx B4 j Py B3 = 02P+1
Bs B4 02p+1 02p+1 02p+1 02p+1 B3 B4 02p+1 B3 02p+1 02p+l Bl = B4
Alors :

2 2 2 2
(B v)2 — Bl BZ — Bl 32 — Bl BlBZ + BZBI — 02p+l 12p+1 PN Bl - 021}+1
B3 B4 02p+1 Bl 02p+1 312 021:+1 02p+1 BlBZ + BZBI = I

b b b’ =0 b =0
Dans le cas o n=2,o0na 2p+1=1, donc B'=(01 sze M,(R) et { ! soit { ! qui est
1

' 0, I -
Les matrices B'et (B')> commutent, donc ( 2o “”j et (B')* commutent. Ainsi :

2p+l

bb,+bb =1 2bb, =1
absurde.

Dans le casoll n>2,0ona p>0 et 2p+1>2. Comme B} =0 d’apres la question 4, il existe une matrice

2p+l 2

Qe GL,,,,(R) telle que Q™'B,Q =N’ ™" avec r, =rg (B,). Alors, en posant C=Q™'B,0,ona:

2p+1

12p+1 = Q_112p+1Q = Q_1 (Ble +BzBl)Q = NI C+CN I

2p+l 2p+l

2p+1
2

. 1 .
Or, d’apres la question 2, rg (B))=r, < =p +§, donc 7, < p (car 1, est entier). Rappelons que :

colonne n—r, +1
)
1

0--0 0 -0
Do oo

2p+l-n __
N 1

ieme 71:
2y <™ ligne

(= ]
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ieme

Ona rp<p et n—r+12n—p+1=p+2, doncla (p+1*™ ligne et la (p+1)*™ colonne de N,” ™ sont

nulles, ce qui implique que la (p+1)*™ ligne de N,/ C etla (p+1)*™ colonne de CN,” ™ sont nulles.

Alors, le coefficient central, d’indices p+1, p+1 de N;7/"C+N;?1™"C est nul, ce qui contredit la relation

2 p+l-p 2p+l-n __ £
N, "C+CN, " =1,,, trouvée plus haut.

Finalement, dans les deux cas, supposer qu’il existe Be M (R) telle que B> =A mene a une absurdité et
donc :

Il n’existe pas de matrice Be M, (K) telle que B> =A.

8) D’apres la question 2, on a toujours 2r <n. On a alors trois possibilités :
® n—r estpair;
® n—r estimpairet 2r<n ;
® n—r estimpairet 2r=n.

Ainsi, les questions 5, 6 et 7 balayent tous les cas possibles, donc :

Il existe Be M, (R) telle que B*> = A sauf quand n=2(2p+1) et rg(A)=2p+1.




