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Corrigédu DS n° 1

Probleme n° 1

PRELIMINAIRES

1) Les fonctions ‘f‘ et h sont réelles positives sur [l,+oo[, donc x> J]A‘f(t)‘dt et x> J.lxh(t)dt sont
croissantes sur [1,+ o[ . Comme x> J'lxh(t)dt admet une limite finie quand x — + oo que I’on notera L, on a
J.: h(t)dt < L pour tout x€ [1,+ o[ . Comme ‘f(x)‘ <h(x), on a pour tout xe [1,+ o[ :

j]“\ f(@)dr < j :h(t)dt <L.

Ainsi, x|—>‘m f (t)\dt est croissante et majorée par L sur [l,4+oo[, donc d’apres le théoreme de la limite

monotone :

x> [ | £(»)dr admet une limite finie quand x — + oo
jlso ;

2) On suppose dans un premier temps f réelle et on pose :

f=|fx| quand f(x)20 0 quand f(x)=0
fiixe et fix>y X '
0 quand f(x)<0 - f()=|f®)| quand f(x)<0

On a pour tout x& [L+ oo, 0< f,(x) <[ f(x)| et 0< f (x)<|f(x)|. Comme x|—>m f(®)|dt admet une limite

finie quand x — + oo, les fonctions x 'm f.@)]dt = J.l) fi.(o)dt et x> LX‘ f@)]dt= J.]X f.(t)dt admettent une

limite finie quand x — + 0.

Or, f=f.+f , donc pour tout xe[l,+oco[, j]“ f(z)dz:j]“ f+(t)dt+‘[: f(ndt et x»—>j]“ f(t)dt admet une

limite finie quand x — + 0.

Re(f()|<]f(x)

la question 1, x»—)J.IA‘Re( f (t))‘dt admet une limite finie quand x —+oo et d’apres ce qui précede,

On suppose maintenant que f est a valeurs complexes. Pour tout xe [1,+ o, , donc, d’apres

x> j 1‘ Re(f(1))dr = Re[ j 1“ f(t)a’t} admet une limite finie quand x — + oo.
On prouve de méme que x> L) Im( f (t))a’t =Im |:J.lx f (t)dt} admet une limite finie quand x =+ et
finalement, x > J.]X f(t)dt admet une limite finie quand x — +oo.

Ainsi, dans tous les cas :

Si x> J.lx\f(t)\ dr admet une limite finie quand x — + oo, alors x > J.le(t)dt aussi.

3) a. Pour tout entier naturel > 2, on a, en intégrant par parties (on peut car fest de classe C') :
w,=[" fwdr- o =[tfo], =] tf @de- )
=nfm=m=Df=0=[" 11 Odi= ) =n=D[f 0~ fr=D]-[" 1 )t
=(n-1) j 1 f@de - j :4’ f@w)ar

Soit finalement :

w,=[" (=1=nf )t

On a alors :

Wn

=Uil(n—l—t)f'(t)dt‘ sjn"il\(n—l—z)f )| dr =J’;‘n—1—tHf'(t)‘dt.

Or, pour tout t€ [n—1,n], n—l—t‘:t—(n—l)Sl, donc :

Wll

< j 1\ £ dr

b. Pour tout entier naturel n>2, on a Zn:,‘-kk,,‘ f@)|dt :J'l"‘ f'@)dt. Or, .m f'(®)|dt admet une limite finie
k=2

. n .
quand x — + oo, donc la série ZJ. 1‘ f '(t)‘dt converge et par comparaison, z w,| converge, donc :
.

La série ZW" est absolument convergente.

c. D’apres ce qui précede, Z w, est absolument convergente, donc convergente.

Or, pour tout entier naturel n>2,ona f(n)= IH f(®)dt—w,, ce qui permet de conclure immédiatement que

n ek n
Zf(n) converge si et seulement si ZI ]f(t)dt converge. Enfin, ZJ.k ]f(t)dt =J.l f(#)dt etainsi :
n— il

La série z f(n) converge si et seulement si la suite (Jn f(t)dt) converge.
! neN’

4) a. La fonction fest de classe C' sur [1,+ o[ et pour tout x& [1,+ oo :

' =%(xﬁc05\/;—sinx/zj = C;j\/\/;; - sir;;/; .

|cosJ}|+|sinJ}|< 11

Alors, pour tout xe [l,+o0[,0na |f'(x)|<——F—— —< ~+— et:
P [ [ ‘f( )‘ 2xa/x X~ 27 X

o1 1 ) 11
Jim ] [T,m +,7jdf=}i‘1‘m(2‘ﬁ‘;]:2-

Donc, d’apres la question 1 :

X LA‘ f '(t)‘ dt admet une limite finie quand x — + co.
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b. Pour tout xe [1,+ o[, en posant le changement de variable u = \/; (soit t=u” et dt =2udu),ona:

Jxsinu

xsin~/t Vr sinu
L

t u?

du .

j]“ ft)dt = j] Qudu=2 j

! u

En intégrant par parties, on obtient alors :

Jx
x — N [x
L f(t)dt:Z[[ COSM} —J.l - Ci”du]:Z[cosl—COS\/;—L Coszudu}
u 1

u Jx u

Ainsi, on a bien, pour tout xe [1,+ o] :

x Jx si Jx
_[ f(t)a't=2_[ S =2 Cosl—cos&—I COSZM du
1 1 u \/; Loy
Jx Jx
c. On a pour tout xe€[l,+oo[, I COSZM du SJ. d—?:l—i%L donc, comme plus haut, on peut
1 U I \/_ X +oo
Jx|cosu

conclure que la fonction x J.l >—|du admet une limite finie quand x — + oo.

Jx cosu . cos/x
du et, comme lim

1 uz X—>+ 00 \/;

X
X J.l f(#)dt admet, elle aussi, une limite finie quand x — +oo.

D’apreés la question 2, il en va de méme pour x|—>I =0, la fonction

Ceci prouve que la suite (Ln f (t)dt) converge.
neN’

Or, d’apres la question a, la fonction f vérifie les hypotheses de la question 3, ce qui permet de conclure que la
série z f(n) converge, autrement dit :

‘o sinv/n
La série z converge.
n

PARTIE I

C [BN S,
5) Onaici lim §, =S #0.Comme v, :*Z”k =—",ona:
n—+oo nio n
S
v, ~—.

n

Or, la série harmonique diverge, donc :

La série Zvn diverge.
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6) On a pour tout ne N*, u, = , soit, plus simplement :

1 .
- quand n est pair
_J n
LR o
-—— quand n est impair
n+l1
On a alors pour tout pe N :
s 2p P P ro1 ro1 0
2y = u, = u, + U, , = _ —_—=
et ;Hk ; 2 ;2/( ;2/(
Et:
1 1
Szp+1 :S2p+u2p+l =0- == .
2p+1+1 2(p+1)
Donc, lim §,, = lim S, =0,etainsi:
P>t po+oo
214,x converge et §=0.
D’apres ce qui précede :
0 quand n est pair
v, =—"= L
" - quand n est impair
n(n+1)
Comme ~ iﬁ et la série de Riemann converge, la série Z - converge et donc :
n(n+l) n° n(n+1)

z v, converge.

7) On procéde comme ci-dessus. On a pour tout pe N" :

1
U, =——— S, =0 v, =0
2p In(p+1) _ 2p 1 _ 2p 1
1 S, == v e
u = p-l 2p-1 _
2p-1 In(p +1) In(p+1) Q2p-DIn(p+1)
=0,dou:

Alors, lim §, = lim §
potoe F Pt

2p-1

214” convergeet S =0.

Comme v,, , ~— et la série Zm diverge (par comparaison série-intégrale) :

2plnp

Z v, diverge.
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8) Dans les deux questions précédentes, ona S =0 et une fois ZV” converge, une fois elle diverge, donc :

Quand S =0, on ne peut pas conclure quant a la nature de la série ZV” .

PARTIE II

9) Si la série 214” diverge vers + co ou — o0, S, et donc v, sont de signe constant a partir d’un certain rang

(positif si lim S, =+oco, négatif si lim §, =—o0).
n—+oo n—y+oo

. . 1 - . .
De plus, lim ‘Sﬂ‘ = lim ‘n vn‘ =+0c0,donc —=0(v,). Comme la série harmonique diverge :
n—+oo n—+oo n

z v, diverge.

PARTIE IIT

10) Ici, u, = (=1)". La suite u ne converge pas vers 0, donc 214,x diverge grossi¢rement.

De plus, pour tout ne N” :

I--D" _ (=D"-1
S—Zuk Z( D TR

Donc, (S,),_,- n’admet pas de limite. Ainsi :

La suite (u,) . vérifie bien les hypotheses de cette partie.

Ona VneN’, v, =S Dl =lﬂ—ll La série Z b converge, mais la série harmonique
n 2n 2 n 2n
Zl diverge, donc :
n
Zvn diverge.

11) Ici, uy=—1et,pour n22, u, =2(=1)".
La suite u ne converge pas vers 0, donc ZMH diverge grossierement. De plus, pour tout ne N* avec n>2 :

1-(-1"

e o

S, =2 u, ==1+2) (=D =—=1+2(-1)’
k=1 k=2

Donc, (S,), - n’admet pas de limite. Ainsi :

La suite (u,) . vérifie bien les hypotheses de cette partie.

5, _D D converge, donc :
n n

OnaVneN,vy == etlasériez
n

Z v, converge.

12) Dans les deux questions précédentes, une fois Zvn converge, une fois elle diverge, donc :

Quand la série ZMH diverge grossierement et que (S,) . n’admet pas

de limite, on ne peut pas conclure quant a la nature de la série ZV,, .

PARTIE IV
13) VneN":
u, =sin(\/;)—sin(\/m)
=25in[\/—_;/mjcos[\/;+;/mj

—25in[ ! jcos(ﬁ+m]
- 2(Jn+~/n-1) 2

Donc

u

n

1
2|sin et comme lim sin| —=—p= |=sin0=0, onabien lim u, =0.
[2(\/—_‘_ l )] n—+oo (2( ’}’l+ ln_l)J n—+oco

De plus, on a par télescopage, V ne N" :

S, => u, =Y (sink)—sin(k 1)) =sin(/n) —sin(x/0) = sin(x/n) .
k=1 k=1

Alors, Vne N, Sn2 =sinn, donc, d’apres le résultat rappelé dans I’énoncé, (S"2 )neN, n’a pas de limite.

Or, si (Sn)neN, admettait une limite, toute suite extraite aurait la méme limite, y compris (S"2 )neN,. Donc,

(S),cn n’admet pas de limite, et ainsi :

La suite (u,) . vérifie bien les hypothéses de cette partie.

OnaVneN', converge, donc :

_ﬂ _ sin(x/;)
n - - n

N . P L. sinvn
et, d’apres la question les préliminaires, la série Z
n n

Z v, converge.

14) Comme la suite u est la méme que celle de la question précédente en dehors de son premier terme, sa limite
est toujours 0. De plus, V ne N, S, =1+ sin(\/Z), donc (S, )neN, n’admet pas de limite, et ainsi :

La suite (u,) . vérifie bien les hypotheses de cette partie.
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i: 1+51n(\/;) :l+ sm(\/;) Comme zsm\/;
n n

|
converge et Zf diverge :
n n n

Onaici VneN', v, =

Z v, diverge.

15) Dans les deux questions précédentes, une fois Zvn converge, une fois elle diverge, donc :

. - - - >
Quand la série Zun diverge, mais pas grossicrement, et que (S,) . n’admet

pas de limite, on ne peut pas conclure quant a la nature de la série ZV“ .

CONCLUSION

16) Dans les quatre parties précédentes, nous avons passé en revue tous les comportements possibles pour la
série 214” : convergence, divergence vers 1’infini ou absence de limite pour la somme partielle.

En définitive, on peut conclure quant a la nature de ZVH uniquement dans le cas ol la somme partielle S, de

la suite # admet une limite non nulle (finie ou infinie).

Probleme n° 2

Ql. Soit C =diag(z,...,z,)e M,(C).Onaalors C =diag(z,...,7,) et

2
.

2).

1,+CC =diag (1+ 2%, ... 1+2,%,) = diag (1+|z,

2).

Comme pour tout k € |[1,n]], 1+‘Zk ‘2 est un réel supérieur ou égal a 1,on a :

Z

‘n

Donc :

det (1, +¢C) =T (1+]z.

k=1

det(1,+CC)e R et det(I,+CC)=1.

De plus :
det(1,+CC) =] (1+ls)=1 & Vke[Ln]1+z[ =1 & Vke[Ln] z =0.

k=1
Donc :

det(ln +CE) =1 si et seulementsi C=0,.

Q2. On veut prouver par récurrence sur n que pour tout n€ N* et toute matrice A = (a,;)e M,(C),ona:
det (A)=det A.
® Pour n=1, pour tout A=(q,,)e M(C),ona detA=gq,, et A= (@,,), donc det (4)= a,, =detA.

La propriété est donc vraie au rang n=1.

*  Supposons la propriété vraie a un rang ne N'. Soit A=(q, )s; ;1 € M, (C).

Pour tout i€ [1,n+1], notons A, € M, (C) la matrice obtenue en enlevant la derniére colonne et la i*™ de
la matrice A . On a alors en développant par rapport a la derniére colonne :

n+l
det(A)=Y (1)@, det(A).

i=l
Or, par hypothese de récurrence, on a det (Ki) =det A, pour tout ie [[1, n +1]] , donc :
n+l — n+l

det(A)=) (-1)"'a,,, detA =D (-1)"a,,, detA =) (~1)"a,,, detA, .

i=1 i=1 i=1

n+l
Et comme en développant par rapport a la derniere colonne, on a det A = z (-D)"™a

i=1

det A, , on obtient :

in+l
det(A)=det A.
Ainsi, la propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N", soit :

Vne N, VAe M, (C), det(A)=detA.

Q3. Ici, Ce M,(R). Comme C+il, et C—il, commutent,on a :

(C+il N(C—il )=C>+1,.

De plus, comme C estréelle, C+il, =C—il,, donc :
det(1,+C?)=det[(C+il, )(C—il,)| =det(C+il,)det(C~il,) = det(C—il, ) det(C~il,).
Avec la question précédente, on obtient :
det(1, +C?)=det(C~il,)det(C~il,).

Soit :

2

det (7, +C*)=|det(C~il,)

2 .
Comme ‘z‘ € R, pour tout ze C, on abien :

det(1,+C*)eR,

De plus, comme ici C=C,ona:

det(1,+CC)=det(I,+C*)=0 & |det(C-il,)

=0 & det(il,-C)=0 & ieSp(C).

Soit :

det(1,+CC)=0 < ieSp(C)
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Q4. Soit Ae M, (C) fixée.

n.p

* . A B
Montrons par récurrence sur p€ N que pour toute matrice Be M, (C), ona det( 0o 1 j =detA.
o L

® Pour p=1,soit Be M, (C).En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient :
A B 2
det(o 1j= (=D xIxdet A=det A.
Ln

Donc, la propriété est vraie au rang p=1.
e Supposons la propriété vraie A un rang pe N,

Soit Be M, ,,,(C). On peut écrire B=(B, | B) avec e M, (C) et B.e M, (C). Alors :

n.p
A B AP

e o2

Pl

En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient :

det(oA IB jzdet(A').

S|

Et, par hypothese de récurrence, det(A')=det(A), donc det (0 4 IB j =det(A).

pln " p+l

La propriété est vraie au rang p+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout pe N”, soit :

A
Pour toutes matrices Ae M, (C) et Be MHVP(C) s det[

BdA
Ol—et.

pn P

Q5. En utilisant le premier résultat admis, on obtient :

1, 0, (I1,+cC -C
G| = = .
- C IIX Oll IVl

I, 0 I, 0 I,+CC -C
det|C,| = " ||=det(C,)xdet|] = " |=det| " .
-C I, -C 1, 0, I,

D’apres la question précédente, on a :

I, 0 5, o) 1, -CY
det| = "|=det|| = "| |=det| " ¢ =(detl,)x(detl,)=1
-C 1, -C 1, 0, I,

[1"+cc —ICJ:(det(jn+CC))><(detIn)=det(1n+CC)

n n

Et donc :

Ainsi, on a bien :

det(C,)=det(I,+CC)
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Q6. Si M(W’)((p)=[: SJ,ona:
’ u

©(e) =re +te, ©(e,) =ue, +se,
=
Ple,) = s, +ue, ©(e) =te, +re

Donc :

u t
M@=

Q7. On considére R,S,T,.Ue M,(C) avec R=(r; ), S=(s,,), T=(t,,),U=(u;).

2 2 . . R S
Soit @e L(C*") I’endomorphisme de C*" canoniquement associé a [T UJE M, (C) et B =(e,...,e,) la
base canonique de C**. Ona:

Ole)) =D r e+ D0, e, pourl<j<n Ole)) =Dty 6, + 25, € pour n+1<j<2n
i=1 i=1 i=1 i=1

=1

n n " n
le;) = Zs,yje, +2ui‘jen+i pour n+1< j<2n le;) = Zti‘jenﬂ. +Zr,.'jei pour 1< j<n
i=1 i=l i=1 i=1

, €, €505 ¢,) de C", on aalors :

U T
MB,((P)=[S Rj‘

R S ur
Ainsi, [ ] et ( Rj représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes, donc :

T U S
R S urT
et sont semblables.
T U S R

Si on note B, la base (e

FSERLE

On a aussi :
(p(ef):ZI;Je,.+Z(—ti'j)(— e.) pourl<j<n
i=1 i=1
Qe ==Qle,) =3 (=5, )e;+ D 1, ;(e,,) pour n+1<j<2n
i=1 =1
Sionnote B, labase (e, ...,e,,—e,,,,...,—¢,,) de C*', on a alors :

R -§
MBZ((P):(_T U ]

R S R -5
Ainsi, [T ] et ( U j représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes, donc :

U -T
R S R -5
et sont semblables.
T U -T U
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Q8. Notons x, =det(X1,,~C,).

X s : L, -\ (1, ¢
D’apres la question précédente, les matrices C, = c 1) " et| "

donc il existe Pe GL,,(C) telle que C, = P™'C,P et:

c) -
j: C, sont semblables,

Q10. Soit ();Je M,, (C) avec (};j;{

0
0

nl

n,l

. X X
Soient A,pe C tels que X(YJHLQ([YD

].

=[8

nl

nl

]. On a alors :

nl

o =det(X1,, —C,)=det(X1,, - P"'C,P) }{X}r (_ Yj_[u _“YJ

0,, AX —pY =0, AX-pY =0,
=det(XP~'P-P'C,P)=det(P™'(X1,,—C,)P)=det(X1,,—C,) =X, Y X AY +pX it <

0 pX +AY =0, X +AY =0,, (2)

Ainsi, Xe, =Xe,- En effectuant X(l)+u(2), on obtient (WZHMZ)X:OM, et en effectuant —[(1)+A(2), on obtient

0

2 2Ny X nl X On 1
(W +M )Y =0,,. Comme #| " |,onal| — |#| " |. Alors,
. Y O”J Y On.]

Or, d’apres la question Q2 :

- — A+ =0 etdonc A=p=0.
%o, =det(X 1, -C,)=det(X 1, - C,)=det(X I,,—C,) =%, - [+ etdone A=

Ainsi :

Finalement, ona X =%, =X, - ¢¢ qui permet de conclure que :
0

Le polynoéme . = det(X1,,—C,) esta coefficients réels.

X X
Notons Z, :[Yj’ Z, =Q( YD

Q9. Soit [);Je M,, (C).

o o

et P=Vect(Z,Z,).

a) Ona: _ _ _ Ona Q(Z)=Z,e P et Q(Z,)=Q0Q(Z)=-Z € P,etdonc:
e[y e I S
) = 2 Sl - el X X
Y c 1, X CY+X X-CY Vect[(yj, Q{[YDJ est stable par .
I, -C\(X X-Cy -C -CX-Y
olc,|” ||=al| 2 =0 | XY _[m XY
c 1 )y CX +Y x—cr | | X-cy
Donc : X X -Y
% Q11. On conserve les notations Z, = ,Z,=Q =| _ |et P=Vect(Z,Z,).
<3 ))-olo() LA
Soit Ze ENP.Onaalors Z=aZ +bZ, =(aX_ij,avec a,beC.
b) De plus : a¥ +bX

ool 3o DHE)

X —bY
¥ QA7) =0 [“
Ceci étant vrai pour tout [ v Je M,, (C), on abien :

a¥ +bX

c) Enfin, pour tout Ae C :

{55l

Finalement, on a bien :

Ainsi :

Z, € E, ce qui contredit I"hypothese. Donc,

Comme E et P sont tous deux stables par Q, on a aussi Q(Z)e ENP.Et:

L o 2o

a‘z +‘b‘2 =0, soit a=b=0 etdonc Z=0,,,.

wof v ({7 o

Alors aZ-bQ(Z) :(‘a‘z +‘b‘2)Zl € E (car E est stable par combinaisons linéaires) et si ‘a‘z +‘b‘2 #0, alors
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Q12. Soit Ae Sp(C,).

D’apres la question Q8, ¥, = det(X1,,—C,) esta coefficients réels, donc si A est racine de X, » A Test aussi,

autrement dit :

re Sp(C,)

D’apres la question Q9, on a pour tout Ze M,, (C), C,(Z)=Q(C,Z) et Q(AZ)=1Q(Z).
Prouvons par récurrence sur k que pour tout ke N, C,;Q(Z) = Q(COkZ).

e Pour k=0,o0na C} =1, donc C;Q(Z)=Q(Z)=9Q(C,Z) etla propriété est vraie au rang k =0.
® Supposons la propriété vraie a un rang k€ N. Alors, pour tout Ze M,, (C) :
cM'Q(z)=c, (COkQ(Z)) =C, (Q(CJZ)) par hypothése de récurrence
= Q(C0 (ciz )) d'apres la question Q9.a
=0(c/"z)
La propriété est vraie au rang k+1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N .

Par linéarité de la conjugaison , on a pour tous X,Y, X' Y'e M (C) :

n,1

(¥ ()=l (¥ 3= 2R = ()=l () =)

P
Alors, avec la question Q9.c, on a pour tout P = Zaka € C[X] et pour tout Ze M,

2n,1
k=0

(C),ona:
P

Q(P(C)Z)= (ZakC ZJ ZV:Q(akCOkZ):ZEkQ(COkZ)

k=0 k=0
=zp:a cQ(z (Zakc;j =P(C)Q(Z)
k=0
Avec P=(A-X)™, donc P=(A-X)*,ona pourtout Ze F, =ker[(M”—C0)a”} :
(A1, -¢,)" @(2)=9((M,-C,)" Z)=2(0)=0.

Donc, pour tout Z€ F,, Q(Z)e F; etainsi: Q(F,)C F,.

On a de la méme facon, Q( )CF et donc Qo Q( )CQ( ). Or, d’aprés la question Q9.b,
Q"Q:_ldmm(cy Comme F; est un sous-espace de M, (C), on a —F =F;, d’ou QoQ(FX)zFX.
Ainsi: F; cQ(F,).

nl

Finalement, on a bien :
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Q13. Soit Ae Sp(C))NR, d’apres la question précédente, Q(F,)=F, = F,, donc F, est stable par Q.
Soit Ze F,\{0,,,}. Ona Q(Z)e F, et d’apres la question Q10, (Z, Q(Z)) est libre. Ainsi, dimF, 2.
Supposons que dim F, est impaire, soit dimF, =2p+1 avec pe N".
Prouvons par récurrence sur k que pour tout k € [[1, )4 +1]] , il existe une famille (E,,..., E,) de F, telle que
(E,, UE), ..., E,, Q(E,)) soit une famille libre de F, .
® On vient de faire Iinitialisation pour k =1.
e Supposons la propriété vraie a un rang ke [1, p].

Par hypothese de récurrence, il existe une famille libre de F, de la forme (E], Q(E), ..., E,, Q(E, )) .

Notons E = Vect(E,, QE,),..., E,, Q(E,)). Comme 2k <2p<2p+1,ilexiste E, € F, \E.

k1
Par stabilité de F, par Q,ona Q(E,,, )€ F, etd’aprés la question Q11,0na:
EnVect(E,,,, QE,,))=1{0,,]} -
Donc :
E+Vect(E,,, QE,,)) = E®Vect(E,,,, UE,,))
=Vect(E,, Q(E), ..., E,, Q(E,))® Vect(E,,,, UE,,,))
Comme la famille (E,, Q(E)),..., E,, Q(E,)) est libre et (E,,,, Q(E,,,)) aussi d’apres Q10, la famille

(E], Q(E),....,E,Q(E), E,,,, Q(EM)) est une famille libre de F, . Ceci prouve que la propriété est vraie
aurang k+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout k € |[1, p]] .

En particulier, pour k= p+1, il existe (E],..., Epﬂ)e F! telle que (E],Q(E]),.. p+1’Q(Ep+l)) soit une

famille libre 2p+2 de F, . Ceci est absurde car entraine dimF, 22p+2>2p+1.

Ainsi, supposer que dim F, est impaire aboutit & une absurdité et donc :

Quand Ae Sp(C,)NR, dimF, est paire.

Q14. Ona det XI,, - er 5(y) ai‘ et, en évaluant en 0, on obtient :
det(-C,)= H (— l“’~).
AeSp(Cy)
Or, det(—C,)=(-1)""det(C,) =det(C,) et comme stp(c [0 = deg[det(XIz,l -G, )] =2n,ona:
H (— A% ) =(- l)zmmmmA H A% = (- 1)2" H A% = H A%

2eSp(Cy) 2eSp(Cy) AESHICy) AESHICy)

Ainsi, det(C,)= H A et d’apres résultat admis, on a alors :

heSp(Cy)
det(C))= [T A™".

AeSp(Co)
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Comme QoQ=—id,, ., £ estbijective (de réciproque —Q).

Attention cependant : Q(AZ)=1Q(Z), donc Q n’est pas un endomorphisme de M,, (C).

nl
Pour tout A& Sp(C,), ona Q(F,)=F; et Q(F;)=F, d’aprés la question Q12.
Si B =(El, s Ep) est une base de F, alors Q(B) est génératrice de F; et pour tous f,..., B,eC:

BIQ(E1)+"‘+B])Q(E])):0211.] A4 Q(BIE] +'“+BpE])) :Ozn.l A4 BIEI +“'+BpEp :_Q(OZn,]) :Ozn,l .
Et comme fB:(El,..., Ep) est libre, ona P, =...=Ep =0,donc B, =..=p, =0 etainsi, Q(B) est libre.
Ceci permet de conclure que Q(B) est une base de F; et donc que :

dim F, =dim F;.
Ona:
Sp(Cy) =(Sp(CHNR)U{Le Sp(CHNIm(A) > 0 U{R\Le Sp(Cy), Im (%) >0} .

Et cette union est disjointe, donc :
det ( C ) _ H dim H jdim 7y dim
0
AeSp(Cy)nR AeSp(Cy), Im(R)>0
_ xdim B, xdim B Xdim B,
AeSp(Cy)nR AeSp(Cy), Im(R)>0
— H xdim F H ‘}\’

AeSp(Cy)nR AeSp(Cy), Im(R)>0

2dim F,

D’aprés la question précédente, dim F, est paire, donc quand Ae Sp(C,)"R,ona A" e R, et:
dimF,
AT eR, .
AeSp(Co)nR

dim F;

Onaaussi [A|"""* € R, quand Ae Sp(C,)\R, donc:

2dimF, *
A" e R
AeSp(Cy), Im(A)>0
Ainsi :

det(C,)e R

L

Finalement, comme det(C,)= det(l +CC ) ,on a bien :

det(1,+CC)eR,




