PSI*

Corrigés des TD en plus du chapitre 4

Exercice 1

Posons g(x)=x+In(1-x).
La fonction g est dérivable sur [0,1[ en tant que somme de telles fonctions et pour tout xe [0,1] :

1 X
'xX)=1-—=—-—-<0.
§'@) 1—-x 1—x

Ainsi, g est décroissante sur [0, 1] .

) t 1 t 1
Pour tout entier n>2 ettout r€[0,1],ona —,—€[0,1[ et 0<—<—,donc:
nn n n

l+ln l—l i+ln 1—i z
g(lJSg(Lng(O) & l+1n(1—ljsi+1n(1—1jso o oo (")ze"(l—ijSL
n n n

n) n n
l-%—ln(l—i] . .
" ">0, en €levant a la puissance n, on obtient pour tout ¢ € [0,1] :

S ¢ (1—ijn <l o 0<l-¢ (1—1jn <a = 1)
n n

Donc, pour tout xe [0,1] :

Osj:l}—e’ (1—%)n:|dtsj:andt.

Or, jo adt=ax<a, et:

J’Ox[l—e' (1—3”%:];6{:—[;5 (1—3” dt=x-f,(x).

On obtient alors pour tout xe [0,1] :

fn(X)—x| =x—f,(x)<a,.

D’ou :
sup |fn(x)—x|San.
x€[0,1]
Enfin, on a :
. 1+nln(l—lj . 1+r{—l+o[lﬂ . W .
lim e “=lme " "=1lme"'=1 = lima,=0.
n—>+oo n—>+oo n—>+oo n—>+oo

Ceci prouve que :

La suite de fonctions ( f,) . converge uniformément sur [0,1] vers x> x.
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Exercice 2

Posons g =|f|.Ona feC(R,,C), fest non nulle et f(0)= lim f(x)=0, donc ge C(R,,R,), g est non
nulleet g(0)= lim g(x)=0.
Comme g n’est pas nulle, il existe ae R, tel que f(a)#0, soit |f(a)| >0.

e g estcontinue en 0 avec lirr(l) g(x)=g(0)=0, donc il existe x, 20 tel que pour tout xe [0, x,] :

g(x)%g(a).

® Ona lim g(x)=0,doncilexiste x, € R, tel que pour tout x& [x,,+ oo :

X—>+oo0

g(x)%g(a).

Alors, pour tout xe [0, x,]U[x,,+ o[, g(x) S%g(a), donc g(x)# g(a) et a¢[0,x,]U[x,,+oo[. Ceci permet
de conclure que x, <x, et ae[x,,x,].

La fonction g est continue et positive sur R,, donc sur [x,,x,]cR,, g admet un maximum M tel que
M = g(a)> 0. Enfin, comme g(x) S%g(a) < g(a)<M pourtout xe[0,x,]U[x,,+o[,0ona:

Mzrrﬂlgxgzrrﬂléx|f|.

1) Pour tout ne N', £ (0)=g,(0)=f(0)=0, donc (f,(0)) . et(g,(0)) . convergent vers 0.
Pour tout xe R, :

o lim nx=+e = lim f()=lim f(nx)= lim f(X)=0:

n—>+oo

e 1limZ=0 = lim g (x)= lim f(fj: lim £(0)= f(0)=0 (cafest continue en 0).
n—+oo n—>+o0 n -

n—+eon

Ainsi, pour tout xe R,, lim f (x)= lim g (x)=0 etdonc:
n—+o n—+oo

Les suites (f,) . et(g,) .. convergent simplement vers la fonction nulle.

) . x ., . L
Mais, pour tout ne N, nx et — décrivent R, quand x décrit R, , donc :

n
£l =sup|f, (0] = sup|f (nx)| = sup | £ (X)| = max]| £ (X)| = M
xeR, xeR, XeR, Ry
g,|. =sup|g, (x)|=sup f[fj‘ = sup | £ (X)| = max|f(X)|=M
xeR, xeR, n XeR, XeR,
Donc, les suites ( f, m)neN* et ( g, °Q)HEN‘: sont définies mais ne convergent pas vers 0, et ainsi :

Les suites (f,) . et(g,) . neconvergent pas uniformément vers la fonction nulle.
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2) Soit ee R".

Comme lim f(x)= lim f(x)=0, il existe (o, A)e (R’)* tel que pour tout t€ [0,] U[A,+ o[,

f@)|<e.
) . A A
Soit ne N tel que n > N=E(5j+l>a (donc nat> A). Pour tout xe R, :
1
n
£,(08, (0| =|f ()] £ (f)

Ainsi, pour tout €€ Ri, il existe Ne N tel que pour tout entier n >N ettout xe R,

) X
o s x<o,alors —<x<o,donc
n

f,(x)g, ()| =|f(nx) <Me ;

® i x>0, alors nx>no> A, donc <eM .

f,(0g, (x| < Me.

Ceci prouve que lim || f.8,].=0,donc:

La suite (f,g, )%N* converge uniformément sur R, vers la fonction nulle.

Exercice 3

e—nx
> -
n

On pose f (x)=

1) Pour tout ne N et tout xe R,

1 . 1 ) .
1, (x)| =f,(x)< pel Comme la série ZF converge, la série de fonctions

z f, converge uniformément sur R, . Or, pour tout ne N, f estcontinue sur R, , donc:

fest définie et continue sur R, .

—nx

e

* 2 [ " —nx
Pour tout ne N, f, estde classe C~ sur R, avec f, '(x)=— et f,"(x)=e ™.

n

Soit ae Ri . Pour tout xe€[a,+o[,o0ona:

e—nx o
/. '(x)|= " <e et

fn u(x)| — e—nx < e—na )

Comme la série géométrique Ze‘"“ converge (car de raison e “€]0,1[), les séries z f,' et Z £,

convergent normalement donc uniformément sur [a,+ o[ . Alors, fest de classe C 2 sur [a,+oo[.

Ceci étant vrai pour tout a€ R’ :

2 *
festdeclasse C” sur R, .

2) Ona f(O):ZiZ, donc pour tout xe Ri :

nx1

ACIRA) :Zle_’”—l

X ‘N nx
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Or, pour tout € R,

t2
—tSe_’—lS—t+3 D).

2
. - t . . s
En effet, si on pose h(f)=e¢"" —1+t—3, la fonction h est deux fois dérivable sur R, , avec pour tout re R,

h't)y=—e"+1-t et h"(t)=¢ ' —1<0.
Donc, h' est décroissante sur R, avec h'(0) =0, ce qui permet de conclure que h'(f)=—e' +1—-1 <0, soit :

—t<e'-1.
t2
Alors, h est décroissante sur R, avec h(0)=0, donc h(t)=e ' —1+t¢ —3 <0, soit :

2

- t
e —1<—t+—.
2

A Iaide de (1), on peut conclure que pour tout ne N et tout xe R,

et 1
n nx n 2

Donc, pour tout Ne N et tout xe R,

o n nx par /)
Enfin, comme pour tout ne N et tout xe R, , — <0O,ona:
nx
< G f(0)<zle -1
n=N+11 X n=1 1 nx

Et, pour tout Ne N” et tout xe R,

f(x) HOPEE TN
n

n=1

N|><

N

Or, th Zl =+ oo (la série harmonique diverge), donc pour tout réel A> 0, il existe Ne N tel que :
e n=l1 n

; 2 . X
Alors, pour tout xe R, tel que xSoczﬁ, soit NESI’ ona:

SJO-TO 4 =
X
Ainsi, pour tout réel A>0, il existe ooe R, tel que pour tout xe R, tel que x< o, SO =) <-A.
X
Ceci prouve que lim PACFAU) =—oo et donc que :
x—0" X

fn’est pas dérivable en 0.




PSI* 5

3) D’aprés la question 1, fest de classe C* sur R, avec pour tout xe R, :

Fr=5 =S = -

1-e

Et, f' étantde classe C' sur R, il existe K€ R tel que pour tout xe R, :

t

=
|

f'(x):ifn '(x):J-Xf"(t)dt+K:J.X dt+K=In(1—¢ ") +K

Toujours d’apres la question 1, Z f,' converge uniformément sur [1,+o[. De plus, pour tout ne N,

X >+ oo n

lim £,'(x)= lim (—e JzO,donc:
lim f'(x)= lim E f, '(x):E lim f '(x)=0.
X400 X = o0 £ =l x>t

Or, lim f'(x)= lim [ln (1—e”‘)+K] =K ,donc K =0 et ainsi, pour tout xe Ri :

—-X

e
1—e”

f'x)= et f'(x)=In(l-e").

Comme fest de classe C' sur R, on a immédiatement pour tout xe R, f(x)— f(1)= Lx f'(t)dt, soit :

f(x)= f(l)+Lxln (—e")dt

Exercice 4

1) Pour tout ne N, f, etdéfinie sur R et:

e f(0)=0,donc Z £, (0) converge ;
X

1
~ ,donc » f (x) converge (car la série ) —— est a termes
n(+nx*) n>+= n’x 2 " anx

de signe constant et convergente).

e pourtout xe R', £, (x)=

Ainsi :

La fonction f est définie sur R .

2) Soit xe R et g :t+> . La fonction g_ est continue, positive et décroissante sur [1,+ o[, on peut

t(1+1x7)
donc utiliser la comparaison série intégrale qui donne pour tout ne N* :

g+ [ g 0di<Y g k) <g W+ g ()t

Avec g (n) =;2: f,(x), on obtient pour tout ne N":
n(l+nx")
n X n 1 n X n
f00+] gx(t)dt—m+.[l gx(t)dts;fk(x)sjg(xnjl g (Ndr=—— +[" g 0)dr.
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Et:
n noX Al X t '
Ndt=| ——-dt=x| |-- dt=|In
L 8:) L t(1+1x°) L L 1+tx2} [ (l+tx2 H

1
=ln( z Zj—ln( lzjzln(1+x2)—ln(x2+lj
I+nx I+x n

=0 et lim ka (x)= f(x), on obtient :
n—>+oo =

Donc, lim J-ng (t)dt=In(1+x*)—2Inx et comme lim
n—toedl OF n—+o n(1+nx2)

X

In(1+x*)=2Inx< f(x) < 5
1+x

+In(1+x*)-2Inx.

Soit, pour O0<x<1 :

ond+x)  f 1 ( x2+ln(1+x2)j.

2Inx  —2lnx  2lnx\I+x
2
Avec lim Ind+x ):lim ! al > +In(1+x*) |=0, le théoréme des gendarmes donc limﬁzl,
x=0 2lnx =0 2Inx\ 1+ x x=0—-2Inx
soit :

f(x) ~ —=2Inx
x—0"

3) Pourtout ne N*, fix— est continue sur R (car définie et rationnelle).

n(l+nx?)

Alors, si Z f, converge uniformément sur R, alors f = z f, estcontinue sur R . Or:

n21

lim f(x)= lir% [-2Inx]=+0=0= f(0).

x—=0"

Donc, fn’est pas continue en 0 et ainsi :

La convergence de Z f, n’est pas uniforme sur R.

Exercice 5

X

Pour tout ne N, f, est définie sur R et pour tout xe R, f,(x)=——.

n
Notons D I’ensemble maximal tel que z f,(x) converge pour tout x de D.
Pour tout ne N°, f,(0)=0, donc z £, (0) converge.
1
ne"
converge pour tout x de ] — o0, — \/5 [ U ] \/§,+ o [ et diverge quand xX*<2et x#0.

De plus, la série de Riemann Z - converge si et seulement si x> =1>1, soit x*>2, donc Z £, (x)

Ainsi :

D= |—oo,=2[ U{0}U [V2,+ |
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Soit xe]ﬁ,w{. .

utiliser la comparaison série intégrale qui donne pour tous n, pe N*

n+p n+p

>———<[""asy kjf‘l .

o (k+1D)" t k=n

Soit :

n+p+1 n+p
X X 1 X X X
z 2_ = 2 22 - x2=2 < x2-1 + z 2
x =2\n n

Sk (n+p+1) ety Sl

Et en faisant tendre p vers + oo, on obtient :

-~ 1 X ~ 4 X X
I AC P S S YN ) o S DR ATE RS ——
k=n+1 _2 n k=n+1 k=1 k=n+1 -2n n
Or, quand x — \/§+ 2x > } - )f — + o0, donc ka (x)— f(x)| n’est pas majoré sur }x/z,+ oo [, donc
x =2n nt =

sur D, ce qui implique immédiatement que :

La série Z f, ne converge pas uniformément sur D.

Remarquons que D est symétrique par rapport a 0, et pour tout xe D, f(—x)=— f(x), donc fest impaire.

Soit [a,b]c]\/z&oo[. Pour tout xe [a,b] ettout ne N",ona:

< .
x*-1 a*-1

n

Comme [a,b]c]\/i&oo[, ona

Ainsi, z f, converge normalement sur [a,b] et, comme pour tout ne N°, f, estcontinue sur [a,b], Z f, est

continue sur [a,b]. Ceci étant vrai pour tout [a,b] C ]\/_ + o0 [, Z f, est continue sur ] \/5 ,+ oo[ et comme

fest impaire :

fest continue sur Dz}—oo,—\/z[U]x/Eﬁoo[.

Exercice 6
1 1 ) e . 1
1) Posons f, (x)= .Pour ne N, la fonction f, est définie et continue sur R\<——¢.
n+n’x n(1+nx) n
Ona f, (0)— , donc Zf (0) diverge et pour tout xe R’ \{— —} f,(x) ~ % et la série Z— est a
n—+e pix n°x

termes de signe constant et converge, donc :

La fonction fest définie sur D =R’ \{— l,n € N*} :
n
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Soit deux réels a et b tels que a<b.

. 1 1 1
e SiO<a<b,onaxela,b]cR, cD ettout ne N, 0< f (x)< —<—— et ZT converge, donc
n+n‘a na n-a
z f, converge normalement sur [a,b].
,. ) . 1 1 1
e S’il existe Ne N tel que ——<a<b<-— <0, on a [a,b]c |——,———| < D et, pour tout
N N+1 N N+1
’ . L[ [ 1 1 1 1
x€la,b] ettout ne N, 0< x)| < min | , <mmn|————|et ) — et ) —
[a.] 11, (|n+n2a| |n+n2b|j (n2|a n2|b|] Z:nz|a| Z“nz|b|

convergent, donc Z f, converge normalement sur [a,b].

Ainsi, z f, converge normalement sur tout segment inclus dans D, et f, est continue sur D pour tout ne N,
donc, f est continue sur tout segment inclus dans D, ce qui permet de conclure que :

La fonction fest continue sur D.

2) Soit xe R, et g :t+> —. La fonction g, est continue, positive et décroissante sur [I,+oo[, on peut

r+1t°x
donc utiliser la comparaison série intégrale qui donne pour tout ne N* :

s+ [ g dr<Y g ()< g.+[ 8. (a1

Avec g (n)= ! — = f,(x), on obtient pour tout ne N' :
n+n-x
n 1 n & n 1 n
f00+] gx(t)dt:n+n2x+jl gx(t)dtskz_;fk(x)Sfl(x)+L gx(t)dt—m+jl g.(nd.

Et:

t+t°x |t

—In| —2 —1n(Lj:1n(1+x)—1n(x+lj
1+ xn 1+x n

. n . 1 . < .
Donc, lim L g.(t)dt=In(1+x)—Inx et comme lim —=0-et lim ka(x):f(x),on obtient :
n—+oo n—+oo n+n X n—+oo k=1

n no dt 1l x n
L gx(t)dtzjl = {__Hm}zt=[1nr—1n(1+xt)]1

1n(1+x)—1nx£f(x)SL+ln(l+x)—lnx.
1+x

Soit, pour O0<x<1 :
Il f@ L)
In x —Inx Inx\1+x

L +In(1+x) |=0, le théoreme des gendarmes donc lim M
1+ x x=0 —Inx

Avec lim M =lim L( =1, soit :

x—=0 Inx x=01nx

f(x) ~ —Inx
x—0"
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Quand x >+ ,0na f (x) ~ %, on peut alors conjecturer que f(x) -~ Z— =—

X—>t+e px X >+ > X

On a pour tout xe R, et tout ne N*

I B

Sn+n’x S’

2

Y
xf(x)—z

X 1
S\ n+n*x n’

=12
1 1
— et Z— converge, donc Z

n2+n3x n I’l +I’lX

- 1
- 22 n2|: 2. .3

mn(n+n x)| S’ +n’x

IA

Et, toujours pour tout xe R, et tout ne N', on a

converge normalement sur R, . Comme pour tout ne N, lim ————=0, on peut €écrire :

2
YotenT+nXx

= lim Z —Z lim —=0.

Xt >ll’l +nx >1X_>+°°l’l +nx

x> +oo

Ceci prouve que I’on a bien :

J) ~ —

Exercice 7

Soit xe R.

nx

e Six>0,alors f,(x)= o (e ™) etlasérie géométrique Ze’ converge, donc z f,(x) converge.
e Six=0, lim f(0)=1etsi x<0, lim f (x)=+oo, donc Z f,(x) diverge grossiérement.

Ainsi :

fest définie sur R, .

Pour tout ne N, f, estde classe C™ sur R’ en tant que quotient de telles fonctions.

—nx

Soient ne N et ke N. Posons g, :xt>e

g¥ x> (=n)e™, b ix>net Y =0 quand k>2.

et h :x1+nx. Ces deux fonctions sont C” sur R avec

Ona h f, =g, etavec la formule de Leibniz, on obtient pour tout xe R’ et pour k >1 :
k(k
Z( WO W= 0 e A+ fY 0 +knf @ =(n'te ™.
i

i=0

Ceci implique que pour tout xe R, tout ne N et ke N’

(n)

(x )‘ Lfn(k—l) ()| <nfe ™ +k‘fn(k_l)()€)‘.
1+nx

Soient a€ R’ et ne N. Notons ||(p||m = ?up [|(p|.
xela,+ oo

Pour tout xe[a,+ oo :

—nx

= f()=—s—<e™.
1+nx
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Donc, Tnalzy |

fn

_ existe et ||fn||m = o (e
n

—+oo

fn(k_”Hm existe et an(k’”um = o (e").

n—+oo

Supposons que pour ke N,

Pour tout xe[a,+ oo :

\ f;“(x)\ <nfe™ +k\ f;k-“(x)\ <nfe +k\

(k-1)
£

Donc H f;“” existe et :

f”(k_l)H = o (e™?), on obtient pour tout x€ [a,+ o[ :

n—+o

Ceci prouve par récurrence que pour tout ne N ettout ke N :

Or, la série la série géométrique »_e "> converge, donc ZH fn(k)H converge et ainsi, pour tout a€ R’, et tout

fn(k)H <n'e ™ +k‘

(k=1)
£

na —nal2

Or, nfe ™= o (e

n—>+oo

), donc avec ‘

fn(k)Hw = 0 (e—na/Z) .

n—+oo

fn(k)Hm existe et an(k)Hm = o (e").

n—>+oo

* M A
ke N, z fn”‘ ) converge normalement, donc uniformément sur [a,+ oo .

n=0

Ceci prouve que fest de classe C~ sur [a,+ o[ . Ceci étant vrai pour tout ae€ R, :

festdeclasse C” sur R, .

Exercice 8

=

xX+n

1) Posons f, (x)= . Pour tout entier n >2, la fonction f, est définie et continue sur R \{— n} .

Et pour tout xe R\{—n,ne N,n>2}, (
série Z(— 1"

Ainsi :

f, (x)|) , décroit a partir d’un certain rang et converge vers 0, donc la

n2

fn(x)| vérifie le critere spécial des séries alternées, donc converge.

La fonction f est définie sur D=R\{-n,ne N,n>2}.

2) Remarquons déja que ]—1,1[ € D et que pour tout entier n =2, f, estde classe C” sur |—1,1[ (c’est une
(—D"k!

fonction rationnelle) avec pour tout k€ N et pour tout xe |- 1,1[, £ (x)=(-1)" D
X+n

On a alors pour n=2 (donc n—1>0) et pour xe |—-1,1[ :

) k!
A
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Or, pour tout ke N, la série de Riemann z converge et

k+l k+1

converge (car k+1=>2), donc z (
n —_—

ainsi, Y f" vérifie I'hypothése de domination sur ]-1,1[, pour tout ke N'. Alors, Y f* converge

normalement, donc uniformément sur ]—1,1] .

Comme z f, converge simplement sur ]—1,1[, on peut conclure que :

festdeclasse C™ sur |—1,1].

3) D’apres la question précédente, on a de plus pour tout xe |—1,1[ :

o G0 DTG (e 2p ) — (x4 2p)’
f(X)_;(x+n)2_;{(x+2p)2+(x+2p+l)2} ; (x+2p)’ '

(x+2p+l) —(x+2p)
(x+2p)

Or, pour tout pe N ettout xe |-1,1[,ona 1<x+2p<x+2p+1, donc

Ainsi, f'(x)<0 et donc fest strictement décroissante sur |—1,1[.

De plus, comme z f,(x) vérifie le critere spécial des séries alternées, on a pour tout n =2 et tout xe ]—1,1] :

GV P B |
k>n+1x+k|_x+n+1 n’

Comme l —0, z f, converge uniformément sur ]—1,1[, donc :

n
n+l
Jim f(x)= lim (Z( l)j > lim 1 z( 1) z( l) =In2
x>-17 n>2 n>2x_> " X+n n>2 n>1
(=1" (=1)" (=1)" (—1)"+1 GV 1 1
hm x)= lim lim = = = —1+==In2-=
J= x%l‘(; ;x—ﬂ x+n ; n+l ; n ; n 2 2
On obtient ainsi le tableau :
x| -1 1

In2-0,5

4) Soit xe ]-1,1] fixé.

Pour tout N € N et tout entier n=>2 :

1 1N k 1 N+1 1 1n+k —ln N+1
R e I e ey

n22
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1"

n

Or, la série harmonique alternée z( converge et pour tout k=1, la série z

(_ )n+k .

T x" converge absolument donc converge. Ceci implique que z

converge, donc z

converge, avec ©
n+N+1 N+1

£ Z(Z( 1)"”) _y e

=0 \_n>2 = x+n n"

De plus, pour tout xe ]—1,1[, tout Ne N et tout entier n =2 :

N+1

|(_ 1)n+N+1 | < 1 l|x|N+l .
xX+n |

x+n n" n—1n

S |-

1 1 1
Et  ——= (—— jzl,donc, pour tout xe |—1,1[ ettout Ne N :
nZZn_ln n>2 n_l

N n+k n+N+1 N+1
(- 1) (- 1) 1 N+l N+l
X)— < x| .
-3 S R e L
Enfin, comme hm |x| =0 (car |x| <1), le théoreme des gendarmes donne :
( 1)n+k
Jim | f () - z > s =0.
k=0 \ n=2

+ oo (_ VH—k

Ainsi, pour tout xe [-1,1[, f(x)= Zakxk avec a, = z pour tout ke N, et donc :

k=0 n22

fest développable en série entiere sur |—1,1[ .

1
x+n

)



