PSI*

Plus de TD du chapitre 4 : Suites et séries de fonctions

Exercice 1

Etudier la convergence uniforme sur [0,1] de la suite de fonctions ( f, )neN* telle que pour tout ne N :
fraes [lef1-L dr
n* 0 n *

Exercice 2

Soit fe C(R,,C) non nulle telle que £(0)= lim f(x)=0.On pose pour tout ne N" et tout xe R, :

£.(0= fnx) et g,(x)=f (—j

1) Montrer que, sur R, les suites (f,) . et (g,) . convergent simplement, mais pas uniformément,

neN"
vers la fonction nulle.

2) Montrer que la suite (f,g,) converge uniformément sur R, vers la fonction nulle.

"
neN

Exercice 3

On pose f(x)= z e—:x .

n2l

1) Montrer que fest définie et continue sur R, et de classe C* sur R’ .
2) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

3) Calculer f", puis f' sans signe somme sur R’ et en déduire que pour tout xe R, :

f(x)= f(1)+.[1xln(1—e_’)dt.

Exercice 4

On pose f(x)=)f,(x) avec f,(x)=
n

X .
——— pour tout ne N .
n=1 (1 +nx )

1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Déterminer un équivalent simple de fen 0.

3) La convergence de z f, est-elle uniforme sur D ?

Exercice 5

—x’Inn

Soit f, 1 x> nxe pour ne N'.
Déterminer I’ensemble maximal D sur lequel la série de fonctions Z f, converge simplement. Y a-t-il

convergence uniforme sur D ? Donner la partie maximale de D sur laquelle la fonction f est continue.
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Exercice 6

On pose f(x)= Z;

~n+n’x

1) Déterminer le domaine de définition de f et étudier la continuité de f sur ce domaine.

2) Déterminer un équivalent simple de fen 0", puis en + .

Exercice 7

—nx

e

On pose f = an avec f x> pour tout ne N,

o 1+nx

Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f est de classe C”~ sur ce domaine.

nx

© Pour calculer les dérivée successives de f,, remarquer que (1+nx)f, (x)=e " et penser a une certaine et

mystérieuse formule.

Exercice 8

(="
On pose f:x— .
P / ;xﬂ@

1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Montrer que fest de classe C” sur |—1,1[.
3) Etudier f sur ]—1,1].

4) Montrer que f est développable en série entiere sur ]—1,1[ .
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