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Corrigé du DM n° 2

1) Onaa, ~ b, donc si Zan converge, alors an converge (car les séries sont positives) et, pour tout

n—+oo

réel € >0, il existe N € N tel que pour tout entier n > N :
(1-¢&)a,<b, <(1+¢€)a,.

On a donc, pour tout entier n > N :

Y d-8)a,=1-8) > a, <D b <> (+8)a, =(1+8) ) a, .
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

Soit :
(1-&)R (a)<R (b)<(1+¢&)R (a).

Ceci prouve que :

R,(@ ~ R,()

On a alors :
R (a)=S(a)-S,(b)=R,(b)+ o (R,(b)).
Soit :
S.(by=S(@)—-R,(b)+ o (R, (b))
2) Comme les séries sont positives, si a, ~ b, et Zan diverge, alors an diverge avec :

n—+o

lim S, (a)= lim §, (b)=+oo.

n—+oo

Comme ci-dessus, pour tout réel € >0, il existe Ne N tel que pour tout entier n=2N, S (a)>0 et:
(1-¢&)a,<b, <(1+¢€)a,.

On a donc, pour tout entier n > N +1 :

(1-¢) Z a, < z b, < (1+¢) z a o (1-9)[S,(@)-S,(@]<S,B)-S,}B)<A+e)[S,(a)-S,(a)].

k=N+1 k=N+1 k=N+1
Soit :
e S B -1-98,@ _S,06) | SB)-(1+9S, @
S, (a) S, (a) S, (a)
Or, lim Sy(®) _S(l(_ )S)SN @ _ i Sw ®) _S(l(+ ?SN @ _q (car lim S, (a)=+0), donc il existe N'e N tel
n—+oo " a n—+o " a n—+o

Sv@)-1-8)8,(a)  SyB)-(1+&)Sy(@) _
S,(a) S,(a)

que pour tout entier n=N', —¢€
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Ainsi, pour tout entier n>max(N+1,N'), on a — ZESS”—(b)—IS 2e, ce qui prouve que lim S"—(b)=1 et
S, (@) =+= S (a)
donc que :
S,(a) ~ S,(b)
3) Soit un entier p > 2. Posons, pour tout ne N°, u, = ! .
n(n+1)..(n+p-1)

On a 1 u, et comme p =2, la série de Riemann ZL converge. Alors, d’apres la question 1, Zun

n? no+e n’

converge et :

+o<:1 + 00
LS

P S
k=n+1 k no k=n+1

Or, pour tout ne N*:

1 1 (n+p-1)—n

— = = -1 u. .
nn+l)..(n+p-2) (m+D..(n+p-2)n+p-1) nn+)..(n+p-2)(n+p-1) (p=Du,
Donc, on a par télescopage :
< - 1 1 1
k=n+1 k=n+1 p_l k(k+1)...(k+ p—2) (k+1)...(k+p_2)(k+p_1)
& 1 _ 1
p—1Si\k(k+1)...(k+p—-2) (k+1).. (k+p-2)k+p-1)
1 1
p—1(n+1)..(n+p-1)
1 1 . < 1 .
Et comme ~ ——, on obtient Z u, ~ ———— etfinalement:
(n+1)..(n+p—1) n=+= n? S ot p=ln”
- B 1 1
e el e L
4) a. Posons pour tout ne N', u, = H, —lnn—zl. Ona:
n
uo—u =H  ~In(n+)————H +Innta=H _ —H, —— +i—1n(”—+1j
2(n+1) 2n 2(n+1) 2n n

1 1 1 1
= ————+——In| 14+—
n+l 2(n+1) 2n n
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. 1 (. . 1
Ainsi, u,,,—u, ~ — etla série de Riemann Z? converge, donc Z(u

3 —u,) converge, ce qui prouve

n+l

n—+o Gp
que la suite (u,) . converge. Notons Y= lim u,. De plus, d’apres la question 1, on a:
" n—>+oo
+00 + oo
1
(u,,,—u) ~ —_—.
; k+1 k 75400 pom 6k3
+ 00 N
Enfin, D" (u,,, —u,) = Jim D (e —u) = Nli_)rr+1m(u,v+l —u,)=7Y—u, et d’apres la question précédente :
k=n =n
- 1 1 1
3 nore Q(n—1)7 nove 2p*
Donc :
y 1
"nove 1207

. 1 1 .
Finalement,ona y—u, =y—H, +lnn+2— = 0 (—j, soit :
n n—>+e\ n

2n n—+oo n

u,=H, :lnn+y+L+ 0] (lj

. . 1 . 1 1 1 .
b. On vient de voir que Y—u, =Y—-H, +Inn+— ~ soit y—H, +Inn+—= + o (—j, soit :

2n n—+=12n% 2n  12n° n’

2n 12n

anlnn+y+L— 12+ 0 (izj

1

ne 1 1 ) o RN

5) On veut prouver que n! =0n Ze {1+7+ 0 (—ﬂ . Comme tout est strictement positif, cela revient a
n n—o+e\ pn

prouver que

ln(n!)=ln5+(n+%jlnn—n+ln 1+L+ 0 (lﬂzln8+(n+%jlnn—n+i+ 0 (lj

n n—ote\n

Posons pour tout ne N :

v, =In(n!)- n+%jlnn+n=zmk—(n+%jlnn+n.

k=1

Ona:

Vo —V, =ln(n+1)—(n+%jln(n+1)+l+(n+%jlnn=1—(n+%jln(l+lj.

n

V.=V, =1- n+l l—L+L+ 0 L= + o L
e 2 )l n 20 3n® no+e=\p? 12n% no+eln? )

. . . 1 . .
Alors, par comparaison a la série de Riemann convergente Z_z , la série Z:(v,ﬁ1 —v,) converge, donc la suite
n

Donc :

(v,), - converge. Notons V = lim v,.

n—>+oo
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1 .
Deplus,ona v _,—v, -~ —12—2,d0nc, d’apres la question 1 :
n—>+oo n
+ oo 1 + o0 1
kZ:’;(VkH_Vk)n_TM_Ek:nF'
1 |
Or, Z(Vk+1 V)= hm _Vyu—V, =V —v, et, d’apres la question 3, 2— —,dou:
k=n k=n noren
1
V—v, ~

"nore 12n

Soit vnzln(n!)—( ;jlnn+n V+—+ 0 (lj qui se récrit :
n

l =V+ n+1 Inn—n+In 1+L+ 0 l .
n 12n n—>+=\n
1
n!=0n Z2¢" 1+L+ 0 (lj
12n n-+=\n

1
. . . n+— —
La formule ci-dessus implique que n! ~ dn Z?e

n—+oo

1n(n!)=V+(n+;jlnn n+—+ 0

n—>+oo

Enfin, en posant &= ¢” , on obtient :

n

et la formule de Stirling donne :

n—>+oo

n 1
n i _
n! ~ ZRn(—j =2nn %"
e

Donc :

§=2n




