PSI* octobre 2023

Corrigé du DS n° 2

Exercice n° 1

Q1-2. Voir les corrigés des TD du chapitre 2.

Q3. Soit Ae M, (R). Pour tout Pe GL (R) ettout pe N,ona:
| | |
S (PT'AP)=)—(P'AP)' =) —P'A'P=P'| Y — A" |P=P7'(S,(4))P
! im0 k! im0 k! = k! r

Par définition, on a :
lim Sp (A)=Exp(A)

lim S (P™'AP)=Exp (P 'AP)

p—+oo

Or, I’application M +— P~'MP est continue sur M, (R) (car linéaire en dimension finie), donc :

Exp(P~'AP) = Jlim S, (P~ 'AP)= lim P~ (SP(A))P:P”( lirngl)(A))PzP‘l(Exp(A))P

p—>+o

Ainsi, on a bien pour toute matrice Pe GL (R) :

Exp(P~'AP)=P™' (Exp(A))P

Q4. Soit D =diag(a,,a,,...,a,)e M, (R).

Pour tout ke N, D* =diag(af,a’2‘,...,a,’l‘),donc, pour tout pe N :

21 T o I S DR
SP(D):ZHD Z;dlag(al,az,...,an):dlag(zpal,Zﬁaz,...,zﬁan].

k=0 k=0 k=0 v+ k=0

Pour tout i e ﬂl,n]] ,ona:

Or, I’application de R" dans M, (R) qui 2 (x,, x,, ..., x,) associe la matrice diag(x,, x,,..., X, ) est

n

continue sur R" (car linéaire en dimension finie), donc :

) 21
plirile (D)= dzag( hm Z—al, im Z—az,...,plirilmzaaf}

Pt k=0

Soit :

Exp (D) =diag (e“' ,e, ..., e™ )
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Q5. L’application M +— 'M est linéaire continue sur M (R), qui est de dimension finie, donc :

L’application M +— ‘M est continue sur M, (R).

Soit Ae M (R). Pour tout pe N,ona:

Donc :
Exp(‘A)= lim S,(‘A)= lim '(S,(A)).
p—>+o p—>+oe

Et par continuité de M > ‘M ,ona:
lim ' (S,(4))= ( lim Sp(A))zt(Exp(A)).
p—>+oo p >+

Ainsi, on a bien pour toute matrice A de M (R) :

Exp('A)="(Exp(A))

0 1
Q6. (a) Posons N = (O 0]. Ona N’ = 0,, donc N* = 0, pour tout entier k =2.

Or, A=al,+bN et, comme al, et bN commutent, on peut utiliser la formule du bindbme, ce qui

donne pour tout ke N :

A" =(al,+bN)" = Zk:(lfj(alz)k—f (bN)’ = zk:(k,jak-fbwf :

j=0 j=0

Sik>0,ona:

Lk o [k k
At =Z( .jak”b’N’ =(Ojaklz +(ljak_le:akI2 +ka""'bN .
=0\ J

Ainsi :

k k—1

. ka” b

A0=I2 et pour tout ke N, Ak:(‘; ak J
a

(b) Ona S,(A)=1, et, pour tout pe N :
k-1

= (k=D!

Q
S§
M=

Q

>¢-

)4 ak P klb
[71 p 1 ak kak—lb ZF z 1+ F
s,m=YLa=r+y L g SRR =1
im0 k! k'O a

k p k
k=1 .

a
=g o k!
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P k p k

z“_ bz“_

. i k! = k! .

Soit §,(A) = . et finalement :
I

im0 k!

. 2ogh V(1 b
Sy(A)=1, etpourtout ke N, S, (A)=| D — .
k)0 1

4+ _k

Comme a - e’ , on obtient :
!

k=0

E(A)—”lb
xp —601.

(c) Ona B="'A.D’aprés la question Q5, on a alors Exp (B)=Exp(‘A)="(Exp(A)), soit :

E(B)_alo
xp —ebl.

1 1
Q7. (a) En posant E, :(1] et E, :( J, ona:

ol o)
C(0.)E, = =| |=E, et CO.DE, = =| "|=-E,.
1 o)l1) U 1 o)\-1) {1

C(0.)E,=E, et C(0,)E,=—E,.

Donc :

Les deux vecteurs E, et E, ne sont pas colinéaires, donc B =(E,, E,) est une base de M, (R) (qui

est de dimension 2). Alors, P =[1 j est la matrice de passage de B., la base canonique de

M, (R),alabase B,etona:

i 1 0 1 1
P C0O,1HP= avec P = .
0 -1 1 -1

(o BY_ (1 0) (0 1)
C(oc,B)—(B aj—oc(o J+B(1 Oj-oclﬁBC(O,l).

(b) Ona:
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Avec le résultat ci-dessus, on a alors :

P~'C(a,B)P =P '[al, +BCO,D]P=aP ' ,P+BP~'C(0,1))P
:O{l O}_B(l OJZ(MB oj
0 1 0 -1 0 o-P

A=o+p
p=o-P

Ainsi :

B A0
P 1C(OC,B)P=( j avec {
0 u

o+ O

c¢) En posant D =
(c) Enp [ 0 a-p

j ,ona P"'CP=D,soit C=PDP" et, avec Q3 et Q4, on obtient :

o+p B
Exp(C) = Exp(PDP™")= P(Exp(D))P " = P(e eof’_ﬁjp-l = e“P(e e(_)ﬁjp-l .

0 0
1 1 L, 1(1 1
Et comme P = ,ona P~ =— et
1 1 211 -1

Exp(C)=¢* (chB sh Bj

shp chp

2a b ,.(chb shb
(d) Ona A+B= » 2 ,donc Exp(A+B)=e¢™ et:
a

shb chb

1 b 10 (1407 b
(e, G (172

chb shb} (1+b2 bj {chb:1+b2:1
= =S

Donc :

Exp(A+B) = Exp(A)Exp(B) &
P A+ B) = Ep () Bxp (B) (shb chb) | b 1 shb=b

La seule possibilité est b =0, donc :

Exp(A+B)=Exp(A)Exp(B) < b=0

Q8. (a) Pourtout ke N,ona:

I coS(Y) _ Re(rte™) =Re((re")') et lem(ijzlm((ml) j

k! k! Kl

(reie k

k!

Comme la série exponentielle Z converge :

r* cos (k) r* sin (k0)

Les séries z £l

convergent.
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De plus
0 \k
Z% =exp(re”)=exp(rcosO+irsin)
k=0 4
= exp(rcosB)exp (i rsin0) = e “*°[ cos(rsin0)+isin(rsin6) |
Donc :
k
Z—r COS (k) _ et cos(rsin@)
k=0 k'
k .
Z—r SIN(KB) _ reoso sin(rsin®)
i k!
(b) Ona:
Exp(rR®) =Y ~(rR®))" =3~ R0 .
o k! i k!

. cosO —sin0
Il nous fut donc calculer les puissances de R(0) =| .

. Or, pour tous 6,0'e R,ona:
sin® cosO

cos0cos0'—sinOsinO' —sinecose'—cosesine'j

R(O)R(6) =( .

sin@cosO'+cosOsin®' cosOcosO'—sinOsinO'
_(cos(9+9') —sin(6+6")

) j:R(9+6')
sin(6+0") cos(6+6")

Prouvons alors par récurrence que pour tout k€ N, R(0)" = R(k9).

cosO —sin0

e Pour k=0, on a R(0)" = I, et R(0) =[ jzlz, donc la propriété est vraie au

sin0  cos0
rang k=0.
e Supposons que pour k€ N, ona R(8)" = R(k6). Alors :
R(0)""' =R(0)°R(8) = R(kO)R(0) = R(kO+0) = R((k+1)6).
Donc la propriété est vraie au rang k +1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N .

Alors :
& r'cos (kO) rt s1n(k6)
‘ zr COS _z
~ ~ k0) - kO
Exp(rR(0) =Y - R(KO) = Z (Cf’s( ) eint )} oo
= k! sin (kB)  cos(kB) S ortsin (kB) <t cos (kO)
270 2
e cos(rsin®) —e*’sin(rsin®)) . [cos(rsin®) —sin(rsin6)
= =e
e"sin(rsin®) " *°cos(rsin0) sin(rsin®)  cos(rsin®)
Soit :

Exp(rR(8)) =e"°R(rsin )
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(c) Avec ce qui précede, on a va chercher J de la forme J =rR(0).

Si Exp(J)=-1, avec J =rR(0), alorsona:

-1 0 COSTT —sSINT 0 )
Exp(J)=—1,= = =R(m)=¢"""R(rsin0)

0 -1 sinTT COST
Exp (rR(G)) =¢"*°R(rsin 0)
D’ou
e ® = rcos®=0 cos9=0
) = )
rsin®=m rsin0=m rsin@=m

On peut alors prendre 6 :g et r=m,soit J =nR (gj . Ainsi :

. 0 —m
Sl.]:( j,ona Exp(J)=-1,
t 0

Remarque : On pouvait procéder directement (ou, en tous cas, vérifier le résultat ci-dessus).

0 -1 2 2% k 2k+1 k
En posant J =7A avec A= L0 ,ona A"=-1,,donc A" =(=1)"1, et A" =(-1)"A pour

tout ke N et:
e e TR~ TR 1 2+l 42K+
Exp() =S —Jf =S LAk =y LT
P ;;k! ;k! = 20)! ;(Zkﬂ)!

- 1 2k - 1 2k+1 k
—T 1 T -1D"A
kO(Zk)' - ) kZ;(ZkH)! 1

D (_1)k 2k+l _ . -
(z(zk)v j (z(zkﬂ),ﬂ jA—(COSTE)IZ+(smn)A_ I,

Q9. (a) Ona E, ={Ae M, (R), A'A="AA]}.
On a vu dans la question Q5. que I’application M > ‘M est continue sur M, (R).

Comme M +— M [’est aussi, les applications M +— ‘MM et M +— M 'M sont, elles aussi, continues
sur M (R).
Soit (A, ).y une suite d’éléments de E, convergeant vers Ae M, (R). On a A, 'A, ='A A, pour

tout ke N et par continuité de M +— ‘MM et M — M 'M , on peut écrire, en passant a la limite
quand k —>+o0 : A’A="AA. Ainsi, A€ L.

Ceci prouve que :

E, estun fermé de M, (R).
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(b) Soit AeE .Ona A'A="AA, donc ‘A et A commutent. Toutes puissances de A commutent

alors avec toutes les puissances de ‘A, autrement dit, pour tous k,k'e N, A*("A)" = ('A)" A*.

Alors, pour tout pe N :

Et: ” - 0
! N 1 t k Z 1 k' . 1 1 ! k oAk’
(SP<A>)(SP<A))=(;E< A) j{Z;A j:§k§ﬂﬁ( A A
Sh R VTN -1 o1 !
:k;;ﬂﬁA (‘A =(];)EA j[;H(A) Jz(Sp(A)) (S,(4)

Ainsi, S, (A)e E, pour tout pe N. Or, on a Exp(A)= lim S ,(A) et comme £, est fermé dans
p—>+oo
M, (R), on obtient :

Exp(A)e E, lorsque A€ L, .

(c) Soient A,Be E,.On aalors en posant C =%A+%B :

C'C:i(A+B)('A+ ’B):%(A'A+A’B+B'A+B’B)

t _l t t :l t t t t
cc_4( A+'B)(A+B) 4( AA+'AB+'BA+'BB)

Donc, avec A'/A="AA et B'B='BB, on obtient :

c'C- ’CC=%(A'B— '"AB+B'A-'BA).

Si on prend A symétrique et B antisymétrique (on abien S (R)cZ, et A, (R)c ), ceci donne :

C'C—’CCz%(BA—AB).

1 0
Or, rien ne dit que A et B commutent (donc que C'C ='CC). Par exemple, si A:[O Oj et

0 -1 0 -1 0 0
B= ,ona AB = et BA= ,donc AB# BA.
1 O 0 O 1 0

Ainsi, si A,Be E,, onn’a pas forcément %A+%Be E etdonc:

E n’est pas convexe.
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(d) On admet que pour toute matrice A de E, , il existe une matrice Pe GL (R) telle que P~' =P
et B=P 'AP="PAP ou B=diag(B,, ..., B,) oules B, sont soit de la forme (o) avec ate R, soit
de la forme rR(0) avec (r,0)e R XR.
On prouve alors comme pour les matrices diagonales (question Q4), que :

Exp (B) =diag (Exp (B), ..., Exp (Br)) .
Et:

. Exp((oc))z(e“)z(u)e M,(R), avec u>0 ;
o  Exp(rR(8))=e"°R(rsin0)=0aR(B)e M,(R), avec (a,B)e R"xXR.

Ainsi, la matrice Exp (B) ala forme donnée dans I’énoncé.

Or, d’apres la question , Exp(B)=Exp(P~'AP)=P ' (Exp(A))P avec P™'='P et donc Exp(A),
autrement dit toute matrice de Exp(Z,), est bien orthogonalement semblable 2 une matrice
diagonale par blocs, dont chaque bloc diagonal est :

— soit du type (L)€ M, (R), avec u>0 ;

— soit du type aR(B)e M,(R), avec (ao,p)e R'XR.

Réciproquement, si Ce M, (R) est une matrice ayant la forme ci-dessus, il existe une matrice
Pe GL,(R) telle que P~'='P et D=P~'CP ou D=diag(D,,...,D,) ou les D, sont soit de la
forme (L)€ M,(R), avec p >0, soit de la forme aR(B)e M, (R), avec (o,B)e R"XR.

e Enposant a¢=Inp,ona:

(w)=(e")=Exp((a).

e En posant r=+/(In)*+B> (si r=0, aR(B)=1, et on peut se ramener au cas précédent avec
B

deux fois la matrice (1)) et en appelant 6 1’angle tel que cos6 = Ina et sin@== (si r#0), on
r r

___rcosB

aa=e""", B=rsin0 et:

aR(B) =€ R(rsin®) = Exp(rR(8)).
Ainsi, D =diag(Exp(B,), ..., Exp(B,)) ou les B, sont soit de la forme (o) avec ae R, soit de la
forme rR(0) avec (r,0)e R, xR et comme plus haut :
C=PDP™' = P[diag(Exp(B)),..., Exp(B,))|P"'
= P| Exp(diag (B, ..., B,)) | P™'
= Exp| P(diag(B,..., B,)) P™']

Ainsi, C=Exp(A) ou A= P(diag(Bl, . B,))P’1 est orthogonalement semblable 2 une matrice

diagonale par blocs, dont chaque bloc diagonal est soit de taille 1x1, soit de taille 2x2 et du type
rR(8), avec (r,0)e R, xR, donc Ae E, .
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Finalement :

Exp(E,) est bien I’ensemble des matrices de M, (R) orthogonalement
semblables a une matrice diagonale par blocs, dont chaque bloc diagonal est :
— soit du type (L)€ M, (R), avec u>0 ;
— soit du type aR(B)e M, (R), avec (a,p)e R, xR.

Exercice n° 2

Q1. Pour un réel x donné, Z—x est une série de Riemann, donc converge si et seulement si x>1.
n

Ainsi, {(x) est défini si et seulement si xe ]1;+ o[, donc :

D=11;+00]

o1 1
=n" etainsi, —<—.
X a

n n

xlnn

Q2. Pour xe[a,+o[ et neN',onalnn>0,donc O<n’=e""" <e

A nouveau avec Inn >0, on peut conclure que :

MnSMn
X a

n n

a+l k k k _
Onan? (In ’Z) = (Inn) = (nn) eton a aTl >0 (car a>1), donc par croissances comparées :

n JE al
n 2 n?
a+l k k
) = (Inn ) Inn
lim n 2 u: lim %:0.
n—+o na n—+o a-l
n 2
.. (Inn) 1 a+1 ..
Ainsi, —= 0 — | et, comme a>1,0na T >1, donc la série Z — converge et par
n n—+oo g =z -
n? n?
comparaison :

L. Inn
La série Z—a converge.
n

Q3. Soit ae |1,+]

. ) 1
Pour tout ne N, la fonction f,:x+>—=e¢
n

—xlnn

est de classe C' sur D, donc sur [a,+ e[ (C’est

. . L. —lnn Inn
une fonction exponentielle), de dérivée f': x> —(Inn)e r — _

P
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pour tout xe[a,+oo[ et la série z

D’apres la question précédente, on a

N
converge. Ceci prouve la convergence normale de la série z f,' sur [a,+ oo[ et donc, (= z f, est

n=1

de classe C' sur [a,+ o[, de dérivée Z'szn'.

n=l

Ceci est vrai pour tout a€ |1,+ o[ et D=Ua€]l+w[[a,+oo[, donc :

lnn_ Slnn

n=1 nZn

{ est de classe C'

Inn .
Pour tout xe D ettout ne N tel que n=2,0ona — >0, donc 7'(x) <0 et ainsi :
n

La fonction { est strictement décroissante sur D.

Q4. Soit xe D et ne N telque n=>2.

1 1 . y . L
e Pour tout te [n,n+1], — < —, donc par croissance de I'intégrale (les fonctions en jeu étant
t n
. . niidt entidt 1
continues), on obtient .[ —< .[ —=—.
n n n n

1 1
e Pour tout te [n —l,n] — < —, donc par croissance de I’intégrale (les fonctions en jeu étant
n* t

n o dt
encore continues), on obtient — = I j —.
n n— ln n—1 t
Ainsi,on a:
n+l
[ ar 1 < f
n tx n— ll‘

En sommantde k=2 a kK =n, on obtient :

ekl dt U n+l dt n dt
DI D LR 3 NI R NS W e

e _ ﬂ““_l 1) (1
2 =x ], 1=x(e™ 27 xm1(27

wdt [0 1 (1_ 1 j
bt [1=x], x-1 n*!

Et:

10
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Comme xe D=]1,+e[,ona lim zk—lx:Z(x) et x—1>0, donc :
11—+ o0 £

n+l dt 1 1
I LA
n—>+°°~[2 t* x—-12""
) n dt 1
lim | —=—

Ainsi, en passant a la limite quand n tend vers + o dans (1), on obtient pour tout xe D :

1

1
+WSZ(X)S1+E

Q5. Pour tout x€ D=]1,+o[,0ona x—1>0 et ’encadrement précédent peut se récrire :

x—1+

= S(x=D(x)<x.

Or, lim (x—1+ 2}_1 j = lim x =1, donc d’apres le théoreme des gendarmes, hm 1 (x—D¢(x) =1, soit :

x—=1* x—=1*

(x) ~ 1

=1 x—1

1
Comme lim —— =+ o, on peut conclure que :

xolm x—1

lim (x) =+ oo
x—=1*

Q6. Ona:

lim 1+;_l = lim 1+L =1.
X—+oo (x—1)2" X —+oo x—1

Donc, avec I’encadrement obtenu dans la question Q4, le théoreme des gendarmes permet de
conclure que :

lim {(x)=1

X—>+ o

Q7. Soient a,Ae N" avec a < A. Par intégration par parties, on a :

r . A
J-Alntdt: 3 Int _ _.[ _ 1dt= B Int |+ 1 J-Aidt
a t* | (x=Dr (x— l)t" (x=Dt'™ | x—17at’

[ e _A+ 1 [ 7
| (x—l)tx_l_a x=1| (x=Dt*" .,

11
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Soit :

Alnt Ina 1 InA 1
J- X r= x—1 + 2 x— 1 x—1 + 2 Ax-1 |°
a t (x—Da (x—=1D"a (x—DHA (x—D"A

Or, comme x—1>0,o0na lim =0.
A—>+

oo Ax—l

=0 (par croissances comparées) et lim -
Ao+ AYT

Alors, on a bien :

) Alnt Ina 1
hm X = x—1 2 x-1
Aoteda (x—Da (x—=1D"a

Q8. Soit xe[2,+0o].

) Int L. - L. x (1 X e
La fonction ¢ — est dérivable sur R, de dérivée 1 > ﬁ(— —In tj = ﬁln( .
t t t t

Pour tout te[ 1 +oo[

x+1

1/x
e Int
ln( j <0 et t —>— est décroissante sur [e”x + oo [ )
t t

B . Int
Comme x>2, on a e <e”?<4"> =2 et donc [2,+oo[c[ v +oo[, donc +>— est
t

décroissante et continue sur [2,+o[. Alors, pour tout n€ N tel que n2>3 (donc n—1€[2,+]),
on obtient comme dans la question Q4 :

n Int

n+l In¢ Inn
[T =ar<—<
nof

Et, en sommantde n=3 et n=N >3, on obtient :

lnn Nlnt

J-N+1 Int

3
n3n

+o0
. ., Inn , .
Et quand N tend vers + oo, avec la question précédente et Z—x =—'(x), ceci donne :
n

n=2
In3 1 1n2 In2 1
x—l+ 2 xl__Z( )_ x—l+ 2Ax-1"°
(x=D3 (x=1D73 ( -1)2 (x=1)72
Soit pour tout x& [2,+ 00| :
3 In2 - 12 _ ln2<<( )< In2 - 12 _1/
(x=1)2" (x=1)=2" (x=1)2° (x=1)2"
Ainsi, on a bien pour tout x&€[2,+oo] :
In2 In3 1 ln2 In2 1
+ s 2 1—_Z() ot 2 A1
2 (x=13" (x=1)73" ( —1)2" (x=1)2"

12
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Q9. Ona:
lim 27| 25 L | gy [0, 3 Z(EJ =0
x>+ (x=D3"7 (x-173" ool x—1  (x=1"\3
) . In2 1 . 2In2 2
lim 2 —+ —— |= lim + ==
X teo (x—D12 (x=1°2 xot+el x—1  (x-1)
Donc :

In2 In3 1 1n2 In2 1 In2
x + x—1 + x—1 x x—1 + 2 yx-1 N x
2 o3 o3 e 27 (=27 (=122 xore 2

Avec le théoreme des gendarmes appliqué aux équivalents, la double inégalité de la question

X—>+oo0

précédente donne alors —('(x) ~ 1r21_x2, soit :

Soit e€ R’,. D’apres ce qui précede, il existe un réel A >1 tel que pour tout réel x> A, ona:

(¢ >E< T(x )<<1+s>E

Alors, pour tous x, X € [A,+ oo [ tels que x < X, on a par croissance de I’intégrale :
X In2 In2
I (I-&)—dr<
x 2

X
~m)de< | (I+8)==dr.
Comme { est de classe C' sur D, on a:

[(—em)ar=-["vwdr=q-1x).

De plus, [~ (1- E)Edt—(l— )(—X——J tJ' (1- E)Edt—(l— )(——ZLJ donc :

(¢ )(——Ziqu(x) z<X)<<1+e>(——2in

Or, d’apres la question Q6, on a Xlim ¢((X)=1, donc en faisant tendre X vers + oo dans la double
inégalité ci-dessus, on obtient pour tout x€ [A,+ oo | :
(1-0)2- <UD -1< 1 +e) =
2" - 2"
Ainsi, pour tout €€ ]Ri, il existe un réel A >1 tel que pour toutréel x>A,ona:
1 1
I-8)—<{(x)-1<(+e)—.
(1-¢) > ((x)—1<(+¢) >

Ceci prouve que I’on a bien :

(-1 ~ -

x40 Q¥

13
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Exercice n° 3

I.

I.1) On suppose que z a,| converge. Soit (u,),_ une suite complexe bornée.

I1 existe alors un réel M >0 tel que pour tout ne N,

un| <M , donc |anun <M |an| . Comme la série

Z|an| converge, la série positive Z|anun| converge par comparaison et ainsi, Zan est absolument

convergente, donc convergente.

Finalement, pour toute suite complexe (u, ), bornée, la série ZMnan converge, donc :

Sila série )_a, converge absolument, la suite (a,),. vérifie (B).

I.2) On suppose que la série Z|an| diverge. Posons pour tout ne N :

a .
T sia,#0
a

n

u, =

I sia,=0

On a pour tout ne N,

un| =1 (donc (u, ), estbornée) et :

a

n

a =

n

a

n

sia, #0

a

n

a, =O:|an| sta, =0
Ainsi, pour tout ne N, u a, = |an| donc ZMnan diverge.

Finalement :

La suite (u,),., définie ci-dessus est une suite de nombres

complexes de module 1 telle que la série ZLtnan diverge.

1.3) Soit (a,),. une suite de nombres complexes.

D’apres la question précédente, si la série Z|an| diverge, alors il existe une suite de nombres

complexes (u,),., bornée et telle que ZLtnan diverge, donc (a,),. ne vérifie pas (P).

Ainsi, par contraposée, si (a,),. Vérifie (P), alors la série Z|an| converge.

De plus, d’apres la premiere question, si Z a,| converge, alors (a,),_, vérifie (B).

14
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Finalement :

Les suites complexes (a,),., qui vérifient (P,) sont les

suites telles que la série Zan converge absolument.

IL
IL1) La séric

convergente. Or, si Y (a,,, —a,) converge :

an+1—an| converge. Alors, Z(am—an) est absolument convergente, donc

La suite (a,),_, possede une limite finie.

IL.2) Soit Ne N". Sachant que pour tout ne N°, U, —~U, ,=u,,ona:
N-1

N-1 N-1 N N-1
z (an - an+1 )Un + aNUN = z anUn - z an+1Un + aNUN = z anUn - z an+1Un
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

N N-1 N N
= aOUO + z anUn - Z an+lUn = aOUO + Z anUn - z anUn—l
n=1 n=1

n=1 n=0

N N
= aouo + z an (Un - Un—l) = aouo + z anun

n=1 n=1
Ainsi, on obtient bien :
N-1 N
zo (an - an+1 )Un + aNUN = zo anun
n= n=

I1.3) Soit (u,),., une suite réelle bornée telle que la série ZLtn converge. La suite (U,),_y
converge alors et elle est donc bornée. Ainsi, il existe un réel M >0 tel que pour tout ne N,
|Un <M, donc |(an—an+1)Un <M an—an+1|. Comme la série Z|an+l—a

positive Z|(an -a,)U,

converge, la série

n

converge par comparaison. Ainsi, la série Z(an —a,,)U, est absolument

N-1
convergente, donc convergente et la suite (Z (a,—a, U "j converge.
n=0 NeN"

Par ailleurs, (U,), ., converge (on vient de le voir) et (a,),., converge (d’apres la question IL.1),

donc la suite (a,U,),., converge.

N
Finalement, la suite (z anunj est somme de deux suites convergente, donc est convergente et
n=0 NeN

donc la série Zunan converge.

Nous venons donc d’établir que pour toute suite réelle (u,),_, bornée, la convergence de la série

Zun implique celle de la série ZLtnan , et donc que :

La suite (a,),., Vérifie la propriété (P,) .

15



PSI* octobre 2023

II1.

. 1
III.1) Remarquons que €,=1>0 etsi, pour ne N, € >0,0na ¢, :ES" ou g, et dans les deux

cas, €, >0. Ceci prouve par récurrence que €, >0 pour tout ne N.

n+l

Or, la suite (a,),., est positive, donc pour tout ne N, A, —A =€ a =0 et a suite (A,),, est
croissante.

Onveut: VNeN, 3neN,n2N, p ., =1+p, .
Par I’absurde, supposons le contraire, soit: INe N, Vne N,n=2N, p ., #1+p, .
Comme p,,, =1+p, (siA,2p,)oup,. =p, (s1A <p,),lapropriété ci-dessus, se reformule en :

dNeN, VneN,n=N, p ., =p, (etA <p,).

Avecdeplus, €, =€, pourtout n=N .

Ainsi, les suites (p,),.y et (€,),. sont constantes a partir du rang N et la suite (A ) _ est majorée

(par p, apartir durang N). Comme (A),_, estcroissante, elle converge vers un réel A.

Alors, Z:(A71+1 —A,) converge, donc zgnan converge et comme (€,)  est constante a partir du

rang N, ceci implique que la série Zan converge, ce qui contredit I’hypothese.

Ainsi, on a bien :

Pour tout N € N, il existe un entier n> N telque p , =1+p, .

D’apres ce qui précéde, pour tout N € N, I'ensemble {ne N,n>N et p, =1+ p, ,} n’est pas vide.

Comme c’est une partie de N, cet ensemble admet un minimum.

Ainsi, en posant n, =0 et pour tout ke N n,,, =min{ne N,n>n, et p, =1+p, ,} :

La suite d’entiers (n,),_, est parfaitement définie par récurrence.

De plus, par définition d’un minimum, on a n,,,€ {ne N,n>n, et p, =1+ p, |} pour tout ke N et

donc n,,, >n,, ce qui permet d’affirmer que :

La suite (n,),., est strictement croissante.

IILI.2) D’apres ce qui précede, pour tout k€ N et tout ne N tel que n, <n<n,,, (s’il yena), on a
p,#1+p ,,donc p =p . Ainsi, lasuite (p,), . €st constante entre les rangs n, et n,,, —1. Ceci

entraine que (€,),. est elle aussi constante entre les rangs n, et n,,, —1.

16
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Alors, pour tout ke N :

p, = 1+pnk+l_1 =1+ P,

1 1

8”k+] - 5 8”k+l_1 - 5 E"k

Myt

Ainsi, les suites (p, )iy et (€, ),y sont respectivement arithmétique de raison 1 et géométrique de

raison 2. Avec n,=0,ona p, =p,=0et e =¢,=1,etdonc pourtout ke N :

1
III.3) On a vu plus haut que pour tout ne N, € >0 et comme €, ,=—€ Oug ,ona €

n+l < 8n :
Ainsi, la suite (€,),_ est décroissante et minorée par O : elle converge vers une limite £ >0.
1 o
Or, pour tout ke N, ¢ =— donc & —————0 et comme (n,),, est une suite d’entiers
k —> 400 €

ny 2k
strictement croissante, la suite (g, ). est une suite extraite de (€,),.y, donc €, ————( et

finalement :

La suite (€,),. converge vers 0.

Par définition, on a pour tout ne N, € a, =A ,,— A, , donc :
Zansn converge < Z(Am —A,) converge < (A)),., converge.

Or ici, (a,),, est une suite positive et on a vu que (€,), ., aussi, donc pour tout ne N,
A, —A =¢a >0,etlasuite (A)),, estcroissante. Elle converge donc si et seulement si elle est
majorée.

Supposons que la suite (A4,),., soit majorée, donc qu’il existe un réel M >0 tel que A, <M pour
tout ne N.

Par ailleurs, pour tout ne N, on a p _ ,=p oul+p , donc p,.  =p, etlasuite (p, ),y €st

croissante et, comme pour tout k€ N, p, =k, lasuite (p,), n’est pas majorée. Alors :

lim p, =+oco.

n—>+oo

Il existe alors unrang N € N tel que pour tout entier n=N ,ona p, >M etdonc, A <M <p,.

Par définition de la suite (p,),., . ceci implique que pour tout n =N, p ., = p, est donc que la suite

(p,),.n ©ststationnaire, ce qui est incompatible avec sa limite infinie.

Ainsi, supposer que (A ) _ est majorée, donc que Zanen converge, mene a une absurdité, donc

(A,),.y Nest pas majorée et :

La série Zansn diverge.

17



PSI* octobre 2023

Iv.

IV.1) Soit (g,),. une suite réelle de limite nulle. Posons pour tout ne N :

n

—¢€, sia, #0
n n

€ sta, =0

n

On a pour tout ne N, |¢'|=|¢,| et lim € = lim |£n| =0, donc lim €' =0 et par hypothese, la
n—+oo n—>+oo n—+oo
série Ze'nan converge.
Or, pour tout ne N :
a,lg, sia, #0
S'nan = .
ag =0=la e, sia, =0

Donc, pour tout ne N, € a =€ |a a | converge.
n—n n n n

et ainsi, Zen

On vient donc d’établir que :

Pour toute suite réelle (g,), ., de limite nulle, la série Zen

an| converge.

IV.2) La suite (

a, ) _, estune suite de réels positifs, donc d’apres la question III, si Z|an| diverge,
alors il existe une suite (€,), . de limite nulle et telle que la série an |an| diverge. Or, on vient
juste d’établir que pour toute suite (€, ),_, de réels tendant vers 0, la série ZEH |an| converge. Ceci

permet de conclure que la série Z|an| ne peut pas diverger, donc que :

La série Z|an| converge.

V.

V.1) Supposons que (a,),., n’est pas bornée. Alors, pour tout ne N, il existe Ne N tel que

a, >n’.Posons alors N, =min{ke N, a, >0} et pour tout ne N :
N,,=min{ke N, k>N, et a, >(n+1)}.

Comme dans la question III, on a construit une suite d’entiers (N, ), strictement croissante et telle

que pour tout ne N, a, >n’.
1 .
Posons alors u, =0, u, =0 pour tout ke N, k¢ {N,, ne N}, u,=0 et uy, =— pourtout ne N .
"oon

Comme (N,),., est une suite d’entiers strictement croissante, pour tout Ne N tel que N =N,y il
existe ne N telque N, <N<N,,, et:



PSI* octobre 2023

N

Ainsi, la suite (4, ),y est positive et la suite des sommes partielles (Z ukj est majorée, donc la
k=0 NeN

série ZLtk converge.

Or, avec les notations ci-dessus, on a pour tout Ne N :

n n

N N, n n 1 1

— — — — 2 _
E u.a, = E ua, = E Uy Ay = E Uy Ay = E —ay 2 E —p =n+l.
k=0 k=0 p=0 p=0

p=0 P p=0 p

N
Enfin, quand N =+ ,0na N, = +o0 et donc n—+oo. L’inégalité Zukak >n+1 prouve alors
k=0

que la série Zanun diverge, ce qui contredit I’hypothese.

Ainsi, supposer que la suite (a,),., n’est pas bornée meéne a une contradiction, donc :

La suite (a,),., est bornée.

V.2) Posons u, =¢, etpour tout ne N', u, =¢ —¢,

Comme la suite (g,),_ converge (vers 0), la série Zun converge et, pour tout Ne N’

N N
Uy=Du, =€+ (€,—€,,)=¢,
n=0 n=1

Reprenons alors la relation établie dans la question IL.2. Ceci donne pour tout N e N*

N-

N N-1
Z Z an+1 )Un + aNUN = z (an - an+l )sn + aNEN

n=0 n=0
Soit :

N-1 N
zen (an+1 _an) = aNEN _zunan :
n=0 n=0

Or, la suite (a,),. est bornée et la suite (¢,),_, tend vers 0, donc Nli_)rr+1m ay€, =0 et, comme la série

N-1

Zun converge, la série ZLtnan converge aussi par hypothese. Ainsi, la suite (z € (a, — an)j ,
n=0 NeN"

autrement dit :

La série ) _¢,(a,, —a,) converge.

V.3) On vient d’établir que pour toute suite (€,),., de réels tendant vers 0, la série Zen (a,,—a,)

converge, donc d’apres la question IV :

La série Z|an+1 —an| converge.
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V.4) Soit (a,),_ une suite réelle.

On vient de prouver que si, pour toute suite (u,),, la convergence de la série Zun entraine la

convergence de la série Zanun , autrement dit, si (a,),_, est vérifie (B,), alors la série Z:|an+l —-a,

converge.

Or, dans la question II, on a établi que si (a,),. une suite réelle telle que la série Z a,, —a

n

converge, alors (a,),_ vérifie (P,).

Ainsi :

Les suites réelles (a,),., qui vérifient (P,) sont les

suites réelles telles que la série z a,.,—a,| converge.

n
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