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Corrigé du DM n° 3

1) Du fait de la bilinéarité du produit matriciel, I’application M > P~'MP est linéaire de M, (C) dans

.7\/1p (C), qui est de dimension finie, donc :

L application M — P~'MP est continue sur M, (C).

Pour tout ne N ,on a:

-1 _ni -1 k_ni—lk_—lnik _ p-1
e,(P AP)—zk'(P AP) —zk!P A'P=P zk'A P=P'¢,(A)P.

k=0 V- k=0 k=0 V-
Alors :
e(P7'AP)= lim e (P 'AP)= lim P 'e (A)P.
Et comme M +— P 'MP est continue sur .7\/1p (C) et lim ¢ (A)=e(A),ona lim P‘len (A)P=P 'e(A)P et

ainsi :

e(P'AP)=P 'e(A)P

Bl
.. . . 1 Bz (O)
2) On suppose ici qu’il existe Pe GL,(C) telle que A=PBP™ avec B= .
o .
BI‘
D’apres la question précédente, on a donc e(A) =e(PBP ') = Pe(B)P".
Pour tout ne N", ona:
n in
1
B ‘ B kb )
" " B, (0) n By (0) —B, (0)
en(B):Zin:zi ’ :Zi 2. = Sk’
im0 k! i k! 0) im0 k! 0) ..
B B )
r n in
o k! '
Comme la limite d’une suite de matrices est obtenue coefficient par coefficient, on a :
N "
lim Z;Bl
k=0 ’ . n 1 k e(Bl)
. lim » —B; (0) e(B,) (0)
e(B)= lim ¢ (B)= vl kT =
n—+oo T (0) .
) . o e(B.)
lim » — B!
n—+o ; k ' "
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Ainsi :

3) Soient ne N et ke [0,n].Ona:

A1 oml 1111
[kjnk (n—k) k! n* kmﬂﬂf‘m,._gﬂn'

Or, pour tout j€[n—k+1,n], j<n donc L <1 et ainsi, H L.
n j=n—k+1 1

n

Comme i > (0, on obtient i H L < i, soit :
k!

]nk+ln ‘

M1
k)n* k!

n n n
Pour tout ne N, on a (1 » +1Aj = ( ikAk car [, et lA commutent, donc :
n io\k)n n
n n n n n n n
(Ip+lAj v Lo > %Ak—ziAk =D, ik—i A,
n k=0 k' k=0 k n k=0 k ' k=0 k n k!
Par inégalité triangulaire :

(1p+lAj —iiA" < =>
n

" ik_i AFX n ik_i A
k)n" k! ok )n" k!

D’apres le résultat précédent et le résultat admis au début de 1’énoncé (HAk H < ||A||k pour tout ke N )

ot S| R e o

Or, en procédant comme ce que 1’on vient de faire mais a I’envers, on a

i[k, (1) e - Z(J[H]k—(l—]

[
zk'A

k=0

n

ona lim Z” I _ g,

n—>+oo
lim (1+”i
n—+oo n

Ty 1.

. Al 1 Al
 lim QM Z Al

n—>+oo

n—>+oo
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Donc, lim l:Z(i —(HJ%J”A”](} =0 et I'inégalité (1) permet de conclure par comparaison que :

n—+oco k! k
. 1Y &1
im || 1,+=A| =) —A* |=0.
n—+oo n k:Ok!

Finalement, avec (Ip +1Aj = Z%Ak +|:(Ip +1Aj —Z%Ak} et lim Z%Ak =e(A) par définition, on
! n k=0 K+ k=0 I+

n k=0 n—>+co =
a bien :
. 1y
lim (I])+—Aj =e(A)
n—+oo n
4) a.Pour tout ne N', posonsona A, =(Ip +1A .On aalors :
n

n T B T" n
AnT:KIP+lA” = (1})+1AJ } =(11)+1ATJ )
n n n

D’apres la question précédente, lim A =e(A) et lim AnT =¢(A"). Or, la transposition 7: M > M " est un
n—+oo

n—>+oo

endomorphisme de Mp (C) et .7\/1p (C) est de dimension finie, donc I’application ¢ est continue sur Mp (C) et
ainsi :

e(AT)= lim A’ = lim t(An)zt( limwAn):t(e(A))ze(A)T.

n—+o

On a donc bien :

e(AT) =e(A)'

b. L’énoncé admet qu’il existe une matrice 7€ M, (C) triangulaire supérieure et une matrice Pe GL,(C)

telles que 7 = P~'AP . D’apres la question 1, on a alors :
e(T)=e(P'AP)=P 'e(A)P.
Donc e(T) et e(A) sont semblables. Or, deux matrices semblables ont le méme déterminant, donc :
det(e(A))=det(e(T)).

Par ailleurs, le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients diagonaux sont les produits deux a deux des coefficients diagonaux des deux matrices initiales.
Ceci permet d’écrire que pour tout k€ N :

kf X e X Ao X e X
0 Af A

TF=| 2 avec T=T'= .
: ) . X : . X
0O -~ 0 M\ 0O --- 0 X\
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Alors :

— 1

Sy ox o x
7\,k X e X o k! e}‘l X eee X
0 xk R RV Pt
- $hr o S OE S0 S s L
0 - O )\‘k : . . X 0 - 0 exp
0 0 z X

k()k'

4
Donc, det(e(T)) He ! —exp(Zk ] et avec I’expression de 7 donnée plus haut, on a Z?u ;=tr(T) et

=1
comme A est semblable aT, tr(T)=tr(A).

Finalement, det(e(A))=det(e(T))=¢""" =¢"", donc on a bien :

det(e(A))=e""

5) Soient A et B deux matrices de .7\/11, (C) qui commutent. Pour tout ne N "

LN | U 1 .. 1 . |
en(A)en(B):( .—Alj —B'|= 2, ——AB = —AB+ —A'B’.
;l! JZO]' OS;anl!]! (())g;jgnl']' (}Szjsnz l']'
<i+j<n n+l<i+j<2n

Dans le premiere somme posons k =i+ j,donc j=k—i avec 0<i<k (etdonc 0< j=k—i<k).Onaalors:
n k n
! i k=i i k=i
B - = A'B7 = A'BF
& R -2 -Zz'(k i)! ék'ZU

0<i /<nl ]' o<k<nl'(k l)' ik i=0
0<i+j<n 0<i<k

k(kY . .
Et comme A et B commutent, on peut écrire Z[ _jA’Bk" =(A+B)" etdonc:
i=0

> %A"BJ —Zn:k—(A+B) =e (A+B).

0<i, j<n ilj! k=0
0<i+ j<n
Et donc :
1 .
e,(Ae,(B)=e,(A+B)+ Y —AB.
o0<ij<n U]+

n+1<i+ j<2n

Par ailleurs, avec 1’'inégalité triangulaire et le fait que 1’on ait choisi une norme matricielle, on a :

| | R
Lap|s ¥ Lawl= ¥ —|as ) < a8l
0<i, j<n l‘.]' 0<i, j<n l‘]‘ 0<i,j<n l']‘ (zjn l'.]' 1j<n l' '
n+1<i+j<2n n+1<i+ j<2n n+1<i+ j<2n n+1<i+j<2n n+1<i+ j<2n

Et, en procédant comme ce que I’on vient de faire mais a I’envers, on a :

1 i i 1 i 1 i i
—I Al |B]" = — A —IB|" |- —I\All || B

0<i, j<n i=0 0<i,jsn v+ J -
n+1<i+ j<2n 0<i+j<n

[z,,nAn j(z—an |-S ey

i=0 /—0
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0. i (SHIAT || S el =% =9 i 3L aone

n—+oo n—+oco

tim >~ [af ] =o.
n—>+oo 0<i,j<n l]'
n+1<i+ j<2n

: : . 1 N |
Par comparaison, on obtient lim —A'B’||=0, soit lim z —A'B' =0.
nokell (G, 1! nore oGy 1!
n+1<i+ j<2n n+1<i+j<2n

En résumé, nous avons prouvé que pour tout ne N :

lim e (A+B)=e(A+B)

1 j
e (Ae,(B)=e,(A+B)+ 0<lzi<n 7A ‘B’ avec lim Z %A’B" 0
ntl<it j<2n TR odij<n L]

n+l<i+j<2n
Donc, lim e (A)e,(B)=e(A+ B), mais on a aussi
n—>+oo

lim e, (A)=e(A)

lim e, (B)=e(B) ¢ atrn G (e BV = ADAD).

Par unicité de la limite, on obtient : e(A)e(B)=e(A+B).

On a de méme, e(B)e(A)=e(B+A) et B+A=A+B, donc e(B+A)=e(A+B) et finalement, on obtient
bien :

e(A+B)=e(A)e(B)=e(B)e(A)

6) Soient Re R et A et B deux matrices de la boule ouverte B(0 ,R), soit [A| <R et |B|<R.
Pour tout ke N, ona:
|a* - BY|| =|A* - A" B+ A" B- B*| = A" (A B)+ (4 - B B].
Avec I'inégalité triangulaire, puis le caractére matriciel de la norme choisie (et le résultat admis) :
|4 - BY| <[[aa-B)|+ A - B B| <[ 47| a- B+ |4 - BB <[ 4] | A- B+ 4 - BB -
Comme A <R et |B]<R. on obtient :
|a* - B*| < R A-B|+ R|A - B

En divisant par R* >0, on peut récrire cette inégalité :
|45 [a~-57] _ja-g|
R R R

Puis en sommant de i =1 a i =k, on obtient avec un télescopage :

i{HAl B |- B”HJ |45 a5 HAk B Ja-sl

IIA Bl _
P Rz 1 Rk RO z R
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Ce qui donne pour tout ke N" :

|af - B*| < kR |A-B]

7) Soient 2 nouveau Re R’ et A une matrice de B(0,,R) .

r’
Pour toute matrice M B(OP,R) ettout ne N ,ona:

n

sz'M zk'A"

Et avec la question précédente, on obtient :

b

S|
<3 Lu-a]

S e
_;EkR" M - A

Or:

k=0

< k-1 k-1 1 k-1 < 1 k
— kR |M - A= R ||M - A| = —R M-A|=| Y —R" ||M-4].

n—+oo
k=0

1
Comme lim [zki j:eR,ona:

n—+oo

lim [z KR M A||)—e M —4].

Avec ||e(M ) —e(A)” = lim , en passant a la limite quand n — + o dans (*), on obtient :

leM)—e(A)| < e M - 4.

Ainsi, I’application e:ﬁ\/lp((C) —>.7le (C); M > e(M) est e"-lipschitzienne sur B(0 R, donc continue sur

cet ensemble. Ceci est vrai pour tout réel R >0, I’application e est continue sur URE]R* B ,R) et comme

r’

IMP ©) = UReR‘; B(0,,R) , on peut conclure que :

L’application e: M, (C) - M, (C); M > e(M) est continue sur M (C).

8) On a vu que pour tout Ae M (C), det(e(A))=e"", donc det(e(A)) #0 et e(A)e GL,(C). Ceci prouve
que toute matrice non inversible de M, (C) n’admet pas d’antécédent, et donc que I’application e n’est pas

surjective. Ainsi :

L’application e: M, (C) - M, (C); M > e(M) n’est pas bijective.




