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Corrigé du DS n° 3 
 

 

Exercice n° 1 

I – L’opérateur de translation 

Q1.  Pour tout � �0,k n∈ , on a ( ) ( 1)k kX Xτ = + , donc : 

( )

( )

deg ( ) deg ( )

cd ( ) 1 cd ( )

k k

k k

X k X

X X

τ = =

τ = =
 

Alors, pour tout 
0

[ ]
d

k

k n

k

P a X X
=

= ∈∑ ℝ  avec cd ( ) 0
d

a P= ≠  et � �deg ( ) 0,d P n= ∈ , on a : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

deg ( ) deg ( ) deg ( 1) deg ( )

cd ( ) cd ( ) cd ( 1) cd ( )

d d

d d

d d

d d d

P a X a X d P

P a X a X a P

τ = τ = + = =

τ = τ = + = =
 

Ainsi : 

  ( ) ( )deg ( ) deg ( )   et   cd ( ) cd ( )P P P Pτ = τ =   

 

Q2.  Soit [ ]
n

P X∈ℝ . 

En évaluant ( )k Pτ  pour des petites valeurs de k, on conjecture que ( ) ( )k P P X kτ = +  pour tout 

k ∈ℕ . Prouvons-le par récurrence sur k. 

• On a 0

[ ]( ) ( ) ( 0)
n XP id P P P Xτ = = = +ℝ , donc la relation est vraie au rang 0k = . 

• Supposons la relation vraie à un rang k ∈ℕ . On a alors : 

( ) ( )

( ) ( )

1( ) ( ) ( )    par hypothèse de récurrence

( 1) ( 1)

k k
P P P X k

P X k P X k

+τ = τ τ = τ +

= + + = + +
 

La relation est donc vraie au rang 1k + . 

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k ∈ℕ , soit : 

  ( ) ( )k P P X kτ = +   

 

Q3.  On a vu que pour tout � �0,j n∈ , 
0

( ) ( 1)
j

j j i

i

j

i
X X X

=

 
τ = + =  

 
∑ . 

Avec la convention 0
β

α

 
= 

 
 pour α > β , ceci donne pour tout � �0,j n∈ , 

0

( )
n

j i

i

j

i
X X

=

 
τ =  

 
∑ , soit 

pour tout � �1, 1j n∈ +  : 

1
1 1

1

1

1
( )

n
j i

i

j

i
X X

+
− −

=

−

−

 
τ =  

 
∑ . 
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Donc, avec ( )0 1, , ... , n

c
X X X=B  et ( ), 1 , 1

( ) [ ]
c i j i j n

M M M
≤ ≤ +

= τ =
B

, on obtient : 

  Pour tout � �, 1, 1i j n∈ + , ,

1

1
[ ]i j

j

i
M

−

−

 
=  
 

.  

 

Q4.  La matrice M est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux valent 1, donc : 

det ( ) det ( ) 1 0Mτ = = ≠ . 

Ainsi : 

  L’application τ est bijective.  

 

Remarquons que si on note 
[ ] [ ]

' :
( ) ( 1)

n n
X X

P X P X

→
τ 

−

ℝ ℝ

֏
, on a pour tout [ ]

n
P X∈ℝ  : 

( ) ( ) ( )' ( ) ' ( ) ' ( 1) ( 1) 1P P P X P X Pτ τ = τ τ = τ + = + − =� . 

Donc, [ ]'
n X

idτ τ = ℝ� , soit 1' −τ = τ . Ainsi : 

  1
[ ] [ ]

:
( ) ( 1)

n n
X X

P X P X

−
→

τ 
−

ℝ ℝ

֏
  

 

Soit k ∈ℕ . Comme ci-dessus, avec 
[ ] [ ]

:
( ) ( )

n n

k

X X

P X P X k

→
τ 

−

ℝ ℝ

֏
, on a pour tout [ ]

n
P X∈ℝ  : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )k k

k k k
P P P X k P X k k Pτ τ = τ τ = τ + = + − =� . 

Donc, [ ]n

k

k Xidτ τ = ℝ� , soit 1( )k

k

−τ = τ . 

Or, comme 1−τ  et τ commutent, on a 1 1

[ ]( ) ( )
n

k k k

Xid
− −τ τ = τ τ = ℝ� �  et ainsi, 1 1( ) ( )k k k− − −τ = τ = τ . 

On a donc 
[ ] [ ]

:
( ) ( )

n nk
X X

P X P X k

−
→

τ 
−

ℝ ℝ

֏
 et ainsi : 

  L’expression de kτ  trouvée à la question Q2 reste valable pour tout k ∈ℤ .  

 

Q5.  Comme dans la question Q3, on a pour tout � �0,j n∈  : 

1

0

( ) ( 1) ( 1)
j

j j j i i

i

j

i
X X X

− −

=

 
τ = − = −  

 
∑ . 

Soit pour tout � �1, 1j n∈ +  : 

1 1
1 ( 1) ( 1) 1 1

1 1

1 1

1 1
( ) ( 1) ( 1)

n n
j j i i j i i

i i

j j

i i
X X X

+ +
− − − − − − −

= =

− −

− −

   
τ = − = −   

   
∑ ∑ . 
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On obtient alors : 

  Pour tout � �, 1, 1i j n∈ + , 1

,

1

1
[ ] ( 1) j i

i j

j

i
M

− − −

−

 
= −  

 
.  

 

Q6.  On a, pour tout � �1, 1i n∈ +  : 

1 1 1

1 1 , 1 , 1 , 1

0 1 1 1 1

1 1
[ ] [ ] [ ]

1

i i i n n

i j j j i j j i j i j j

j j j j j

i i
v u u M u M u M u

j j

− + +

− − − − −
= = = = =

− −   
= = = = =   −   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ T . 

Donc : 

  

0 0

1 1

n n

v u

v u
M

v u

   
   

=   
      
   

⋮ ⋮
T   

 

Q7.  D’après ce qui précède, on a : 

0 0 0

1 11 1 1( ) ( )

n n n

u v v

u v v
M M

u v v

− −

     
     

= =     
          
     

⋮ ⋮ ⋮
T T . 

Soit, pour tout � �0,k n∈  : 

1 1 1 ( 1)

1, 1 1, 1

0 0 0

1 1

1 1
[( ) ] [ ] ( 1)

n n n
k j

k k j j j k j j

j j j

k

j
u M v M v v

− − + − +

+ + + +
= = =

+ −

+ −

 
= = = −  

 
∑ ∑ ∑T . 

Ce qui donne bien pour tout � �0,k n∈  : 

  
0

( 1)
n

k j

k j

j

k

j
u v

−

=

 
= −  

 
∑   

 

Q8.  Avec k

k
u = λ , on obtient, pour tout k ∈ℕ  : 

0

k
j

k

j

k
v

j
=

 
= λ 

 
∑ . 

Et avec la formule du binôme de Newton, on obtient : 

  (1 )k

k
v = + λ   

 

Alors, pour tout k ∈ℕ  : 

0 0

( 1) (1 ) ( 1) (1 1)
k k

k j j k j k k

j k

j j

k k
v u

j j
− −

= =

   
− = + λ − = + λ − = λ =   

   
∑ ∑  
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Ainsi, on a bien pour tout k ∈ℕ  : 

  
0

( 1)
k

k j

k j

j

k
u v

j
−

=

 
= −  

 
∑   

 

II – L’opérateur de différence 

Q9.  Pour tout � �1,k n∈  : 

( ) ( ) ( )
1

1 2

0 0
2

( ) ( 1) ... 1
k k

k k k i k i k k

i i

k k k
i i

X X X X X X k X X
−

− −

= =

δ = + − = − = = + + +∑ ∑ . 

Donc : 

( ) ( )deg ( ) 1   et   cd ( )k kX k X kδ = − δ = . 

Alors, pour tout 
0

[ ]
d

k

k n

k

P a X X
=

= ∈∑ ℝ  non constant, avec cd ( ) 0
d

a P= ≠  et � �deg ( ) 1,d P n= ∈  : 

( ) ( )
( ) ( )

deg ( ) deg ( ) 1 deg ( ) 1

cd ( ) cd ( ) cd ( )

d

d

d d

P X d P

P a X d a d P

δ = δ = − = −

δ = δ = =
 

Ainsi : 

  ( ) ( )deg ( ) deg ( ) 1   et   cd ( ) cd ( )P P P d Pδ = − δ =   

 

Q10.  On a 0 0 0(1) ( ) ( 1) 0X X Xδ = δ = + − =  donc 1 ker∈ δ  (et dim ker 1δ ≥ ). De plus : 

( )

( ) ( )

2

2 2

Im Vect (1), ( ), ( ), ... , ( )

Vect 0, ( ), ( ), ... , ( ) Vect ( ), ( ), ... , ( )

n

n n

X X X

X X X X X X

δ = δ δ δ δ

= δ δ δ = δ δ δ
 

D’après la question précédente, la famille ( )2( ), ( ), ... , ( )nX X Xδ δ δ  est une famille échelonnée en 

degrés de polynômes non nuls de 1[ ]
n

X−ℝ . Elle est donc libre, d’où : 

( )2

1dim Vect ( ), ( ), ... , ( ) dim [ ]n

n
X X X n X−δ δ δ = = ℝ . 

Ainsi, 1Im [ ]
n

X−δ ⊂ ℝ  et 1( ) dim Im dim [ ]
n

rg X−δ = δ = ℝ , donc : 

  1Im [ ]
n

X−δ = ℝ   

 

D’après le théorème du rang, dim ker ( ) dim [ ] 1
n

rg X nδ + δ = = +ℝ . Avec ( )rg nδ = , on obtient 

dim ker 1δ =  et comme ( )Vect 1 ker⊂ δ , on a finalement : 

  ( ) 0ker Vect 1 [ ]Xδ = = ℝ   
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Q11.  On a (1) 0δ =  et pour tout � �1,k n∈ , ( )deg ( ) 1kX kδ = − . 

Prouvons par récurrence finie sur j que pour tout � �1,j n∈ , 1(1) ... ( ) 0j j jX −δ = = δ =  et pour tout 

� �,k j n∈ , ( )deg ( )j kX k jδ = − . 

• L’initialisation rappelée ci-dessus est faite dans la question Q9. 

• Si 1n =  la récurrence est terminée. 

Si 2n ≥ , supposons la propriété vraie à un rang � �1, 1j n∈ −  (donc 1j n+ ≤ ). 

On a alors par hypothèse de récurrence : 

o pour tout � �1, 1k j∈ − , ( )1( ) ( ) (0) 0j k j kX X+δ = δ δ = δ =  ; 

o ( )deg ( ) 0j jX j jδ = − = , donc 0( ) [ ] kerj j
X Xδ ∈ = δℝ  et ( )1( ) ( ) 0j j j jX X+δ = δ δ =  ; 

o pour tout � �1,k j n∈ + , ( )deg ( ) 1kX kδ = − , donc d’après la question Q9, on a : 

( ) ( )( )1deg ( ) deg ( ) ( ) 1 ( 1)j k j k
X X k j k j

+δ = δ δ = − − = − + . 

Ainsi, on a 1 1 1 1(1) ... ( ) ( ) 0j j j j jX X+ + − +δ = = δ = δ =  et ( )1deg ( ) ( 1)j kX k j+δ = − +  pour tout 

� �1,k j n∈ + , donc la propriété est vraie au rang 1j + . 

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout � �1,j n∈ . 

Ceci permet d’écrire : 

( )

( ) ( )

2Im Vect (1), ( ), ( ), ... , ( )

Vect 0, ... , 0, ( ), ... , ( ) Vect ( ), ... , ( )

j j j j j n

j j j n j j j n

X X X

X X X X

δ = δ δ δ δ

= δ δ = δ δ
 

En outre, la famille ( )( ), ... , ( )j j j nX Xδ δ  est une famille échelonnée en degrés de polynômes non 

nuls de [ ]
n j

X−ℝ . Elle est donc libre, d’où ; 

( )dim Im dim Vect ( ), ... , ( ) 1 dim [ ]j j j j n

n j
X X n j X−δ = δ δ = − + = ℝ . 

Ainsi, Im [ ]j

n j X−δ ⊂ ℝ  et dim Im dim [ ]j

n j X−δ = ℝ , donc : 

  Im [ ]j

n j X−δ = ℝ   

 

Par ailleurs, 1(1) ... ( ) 0j j jX −δ = = δ = , donc : 

( )1

1[ ] Vect 1, ... , kerj j

j
X X −

− = ⊂ δℝ . 

Et le théorème du rang donne : 

( ) 1dim ker dim [ ] ( ) 1 1 dim [ ]j j

n jX rg n n j j X−δ = − δ = + − − + = =ℝ ℝ . 

Ainsi, 1[ ] ker j

j X− ⊂ δℝ  et 1dim ker dim [ ]j

j X−δ = ℝ , donc : 

  1ker [ ]j

j X−δ = ℝ   
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Q12.  Soient k ∈ℕ  et [ ]
n

P X∈ℝ . Comme 
[ ]n XIdδ = τ − ℝ , et les endomorphismes τ  et [ ]n X

Idℝ  

commutent, on peut utiliser la formule du binôme : 

( ) ( )[ ] [ ]

0 0

( 1)
n n

k k
k k j

k j k j j

X X

j j

k k
Id Id

j j

−
−

= =

   
δ = τ − = τ − = − τ   

   
∑ ∑ℝ ℝ . 

Ainsi : 

  
0

( ) ( 1) ( )
k

k k j j

j

k
P P

j
−

=

 
δ = − τ 

 
∑   

 

Q13.  Soit 1[ ]
n

P X−∈ℝ . 

D’après la question Q11, on a 1[ ] ker n

n
X− = δℝ , donc ( ) 0n Pδ = . 

Or, d’après la question précédente, 
0

( ) ( 1) ( )
n

n n j j

j

n
P P

j
−

=

 
δ = − τ 

 
∑ , donc : 

0

( 1) ( ) 0
n

n j j

j

n
P

j
−

=

 
− τ = 

 
∑ . 

En évaluant en 0 la relation ci-dessus, on obtient : 

0

( 1) ( )(0) 0
n

n j j

j

n
P

j
−

=

 
− τ = 

 
∑ . 

D’après la question Q2, ( ) ( )j P P X jτ = + , donc ( )(0) ( )j P P jτ =  et ainsi : 

  
0

( 1) ( ) 0
n

n j

j

n
P j

j
−

=

 
− = 

 
∑   

 

Q14.  a. Si u existe, on a 2
uδ = , donc 2 4

uδ = . Or, u et 4
u  commutent, donc : 

  u et 2δ  commutent.  

 

b.  Comme u et 2δ  commutent, 2ker δ  est stable par u. 

Or, d’après la question Q11, on a 2

1ker [ ]Xδ = ℝ . Ainsi : 

  1[ ]Xℝ  est stable par u.  

 

c.  Notons 
0 1

0 0
B

 
=  
 

. On a ( ) 1rg B =  et 2

20B = . 

S’il existe une matrice A  de 2 ( )ℝM  telle que 2A B= , on a : 

• 20A ≠  (sinon 2B A=  serait nulle), donc ( ) 1rg A ≥  ; 

• 2 ( )A GL∉ ℝ  (sinon 2B A=  serait inversible aussi), donc ( ) 1rg A ≤ . 
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Ainsi, 2( ) 1 ( ) ( )rg A rg B rg A= = = . Or, 2Im ImA A⊂ , donc : 

2Im ImA A= . 

En notant f l’endomorphisme de 2ℝ  canoniquement associé à la matrice A, on a 2Im Imf f=  et 

pour tout *
k ∈ℕ  : 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 2 1 2 1Im ( ) ( ) Im Im Imk k k k k kf f f f f f f f f+ + − − −= = = = =ℝ ℝ . 

La suite ( ) *
Im k

k
f

∈ℕ
 est donc constante. Ainsi, pour tout *

k ∈ℕ , Im Imkf f= , soit Im ImkA A= . 

En particulier, 4Im ImA A= . Or, 4 2

20A B= = , donc { }Im 0A = , ce qui est absurde. 

Finalement, l’existence de 2 ( )A∈ ℝM  telle que 2A B=  mène à une absurdité, donc : 

  Il n’existe pas de matrice 2 ( )A∈ ℝM  telle que 2 0 1

0 0
A

 
=  
 

.  

 

d.  On a (1) 0δ =  et ( ) 1Xδ = , donc 
1
[ ]Xℝ  est stable par δ. 

Notons alors δɶ  et uɶ  les endomorphismes induits respectivement par δ et u sur 
1
[ ]Xℝ  (uɶ  existe car 

on a vu que 
1
[ ]Xℝ  est stable par u). 

En notant ( )1, X=B , on a alors 
0 1

0 0
( )M

 
δ =  

 
ɶ

B
. Or, 2

u = δ , donc 2
u = δɶɶ  et ainsi : 

( )
2 2 0 1

0 0
( ) ( ) ( )M u M u M

 
= = δ =  

 
ɶɶ ɶ

B B B
. 

D’après la question précédente, ceci est absurde. 

Finalement, l’existence d’un endomorphisme u de [ ]
n

Xℝ   tel que u u = δ�  mène à une absurdité, 

donc : 

  Il n’existe pas d’endomorphisme u de [ ]
n

Xℝ   tel que u u = δ� .  

 

Q15.  a.  Soit P un polynôme non nul de degré � �0,d n∈ . 

Si 
0

d
k

k

k

P a X
=

=∑  avec 0
d

a ≠ , on a pour tout � �1,j d∈ , 
0

( ) ( )
d

j j k

k

k

P a X
=

δ = δ∑ . 

Or, on a vu dans la question Q11 que ( ) 0j kXδ =  pour � �1, 1k j∈ −  et ( )deg ( )j kX k jδ = −  pour 

tout � �,k j n∈ , donc pour � �0, 1k d∈ − , ( ) ( )deg ( ) deg ( )j k j dX Xδ < δ  et ainsi, pour tout � �1,j d∈  : 

( ) ( )deg ( ) deg ( )j j dP X d jδ = δ = − . 

Avec ( )deg P d= , ceci prouve que ( ), ( ), ... , ( )d
P P Pδ δ  est une famille de polynômes non nuls 

échelonnée en degrés, et donc que : 

  La famille ( ), ( ), ... , ( )d
P P Pδ δ  est libre.  
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Pour tout � �0,j d∈ , ( )deg ( )j P dδ ≤ , donc : 

( )Vect , ( ), ... , ( ) [ ]d

d
P P P Xδ δ ⊂ ℝ . 

Et, comme la famille ( ), ( ), ... , ( )d
P P Pδ δ  est libre, on a : 

( )dim Vect , ( ), ... , ( ) 1 dim [ ]d

d
P P P d Xδ δ = + = ℝ . 

Ainsi : 

  ( )Vect , ( ), ... , ( ) [ ]d

d
P P P Xδ δ = ℝ   

 

b.  Soit V un sous-espace vectoriel de [ ]
n

Xℝ  stable par δ et non réduit à {0}. 

L’ensemble { }deg , \{0}P P V∈  est une partie non vide (car {0}V ≠ ) et incluse dans � �0, n  (car 

[ ]
n

V X⊂ ℝ ), donc admet un maximum � �0,d n∈ . 

On donc pour tout P V∈ , deg P d≤ , donc [ ]
d

P X∈ℝ  et ainsi : [ ]
d

V X⊂ ℝ . 

Soit maintenant P V∈  tel que deg P d= . Comme V est stable par δ, ( )k P Vδ ∈  pour tout � �0,k d∈  

et donc ( )Vect , ( ), ... , ( )dP P P Vδ δ ⊂ . 

Or, d’après la question précédente, ( )Vect , ( ), ... , ( ) [ ]d

d
P P P Xδ δ = ℝ , donc : [ ]

d
X V⊂ℝ . 

Ainsi, [ ]
d

V X= ℝ  et finalement : 

  Il existe un entier � �0,d n∈  tel que [ ]
d

V X= ℝ .  

 

c.  On a vu que pour tout � �0,d n∈  et tout � �0,k d∈ , ( )deg ( )kX dδ ≤ , donc ( ) [ ]k

d
X Xδ ∈ℝ . Ceci 

prouve que [ ]
d

Xℝ  est stable par δ. 

Or, vient de voir que si V est un sous-espace vectoriel de [ ]
n

Xℝ  stable par δ et non réduit à {0}, il 

existe � �0,d n∈  tel que [ ]
d

V X= ℝ . Ainsi : 

  Les sous-espaces vectoriels de [ ]
n

Xℝ  stable par δ sont {0} et les [ ]
d

Xℝ  pour tout � �0,d n∈ .  

 

III – Étude d’une famille de polynômes 

III.A – Généralités 

Q16.  Pour � �0,k n∈ , on a deg ( )
k

H k= , donc ( )
� �0,k k n

H
∈

 est une famille échelonnée en degrés de 

1n +  polynômes non nuls de [ ]
n

Xℝ . Elle est donc libre et , comme dim [ ] 1
n

X n= +ℝ  : 

  La famille ( )
� �0,k k n

H
∈

 est une base de [ ]
n

Xℝ .  
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Q17.  On a vu plus haut (question Q10) que 
0

( ) (1) 0Hδ = δ = . On a aussi : 

1 1 1 0
( ) ( 1) ( ) ( 1) 1H H X H X X X Hδ = + − = + − = = . 

Et si 2n ≥ , on a pour tout � �2,k n∈  : 

( )

( )

1 2

1

0 0

1 1

0 1

2

1
' 1

' 0

1 1 1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1 ) ( )

! !

1 1
( 1) ( 1 ) ( 1) ( 1)

! !

1 1
              ( 1) ' ( 1) ( )

!

k k

k k

j j

k k

k

j j

k

k
j j

j

H X X j X k X j X k H X
k k k

H X X j X X j
k k

X X j X H X
k k

− −

−
= =

− −

= =

−

−
= −

=

= − = − + − = + −

+ = + − = + − −

= + − = +

∏ ∏

∏ ∏

∏

 

Alors : 

1 1 1

1 1
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1 ) ( ) ( )

k k k k k k
H H X H X X H X X k H X H X

k k
− − −δ = + − = + − + − = . 

Ainsi : 

  0( ) 0Hδ =  et pour tout � �1,k n∈ , 1( ) ( )
k k

H H X−δ = .  

 

Q18.  Par définition, on a posé ( )
c

M M= τ
B

 (question Q3). 

Si note ( )0 1, , ... , nH H H=B , B  est une base d’après la question Q17, et d’après la question Q18 : 

1

0 1 0 0

0 0 1

0 0 0

0 1

0 0 0

( ) ' nM M I +

 
 
 δ = = −
 
 
 
 

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋯ ⋯

B
. 

Or, [ ]n X
Idτ = δ + ℝ , donc : 

( )[ ] [ ] 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ' '
n nX X n nM M Id M M Id M I I M+ +τ = δ + = δ + = − + =ℝ ℝB B B B

. 

Ainsi, M  et 'M  sont les matrices du même endomorphisme τ dans deux bases différentes de 

[ ]
n

Xℝ , donc : 

  Les matrices M  et 'M  sont semblables.  

 

Q19.  Soient � �, 0,k n∈ℓ . D’après la question Q12, on a 
0

( ) ( 1) ( )
k

k k j j

j

k
H H

j
−

=

 
δ = − τ 

 
∑ℓ ℓ , donc : 

0

( )(0) ( 1) ( )(0)
k

k k j j

j

k
H H

j
−

=

 
δ = − τ 

 
∑ℓ ℓ . 
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Or, d’après la question Q2, on a ( ) ( )j
H H X jτ = +ℓ ℓ  pour tout j ∈ℕ , donc : 

� �
1

0

    1                pour  0

( )(0) ( ) 1
( )   pour  1,

!

j

i

H H j
j i n

−

=

=


τ = = 
− ∈


∏
ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
ℓ

 

Pour 0=ℓ , on obtient : 

0

0

1   pour  0
( )(0) ( 1) (1 1)

0   pour  0

k
k k j k

j

kk
H

j k

−

=

= = 
δ = − = − =  

> =  
∑

ℓ

ℓ
 

Pour 0>ℓ , on a : 

      0           pour  

( )(0) 1 !
   pour  

! ( )!

j

j

H j
j

j

<


τ = 
≥ −

ℓ

ℓ

ℓ
ℓ ℓ

 

Considérons trois cas. 

• Si k < ℓ , alors 
0

( )(0) ( 1) 0 0
k

k k j

j

k
H

j
−

=

 
δ = − × = 

 
∑ℓ . 

• Si k = ℓ , alors ( )(0) ( 1) ( )(0) 1H H
−  

δ = − τ = 
 

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ
. 

• Si k > ℓ , alors : 

( )

( )

( )

'
0

( )

0

1 ! ! 1 !
( )(0) ( 1) ( 1)

! ( )! !( )! ! ( )!

! 1 ! 1
( 1) ( 1)

! ( )!( )! ! ( ) ! !

! ( )! !
( 1)

!( )! ( ) ! ! !( )

k k
k k j k j

j j

k k
k j k i

j j
j i

k
k i

i

j k jk
H

j j j k j j

k k

k j j k i i

k k k

k k i i k

− −

= =

−
− − +

= −
= =

−
− −

=

 
δ = − = − 

− − − 

= − = −
− − − +

−
= − =

− − − −

∑ ∑

∑ ∑

∑

ℓ

ℓ ℓ

ℓ
ℓ

ℓ
ℓ

ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
(1 1) 0

!

k −− =ℓ

 

Finalement, on trouve bien pour tous � �, 0,k n∈ℓ  : 

  
1   si  

( )(0)
0   si  

k
k

H
k

=
δ = 

≠
ℓ

ℓ

ℓ
  

 

Q20.  Soit [ ]
n

P X∈ℝ . 

Comme ( )0 1, , ... , nH H H=B  est une base de [ ]
n

Xℝ , il existe ( ) 1

0 1, , ... , n

n

+λ λ λ ∈ℝ  tel que : 

0

n

k k

k

P H
=

= λ∑ . 

Alors pour tout � �0,j n∈ , on a 
0

( ) ( )
n

j j

k k

k

P H
=

δ = λ δ∑  et donc : 

0

( )(0) ( )(0)
n

j j

k k

k

P H
=

δ = λ δ∑ . 
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Or, d’après la question précédente, on a pour tous � �, 0,j k n∈ , ,( )(0)j

k j kHδ = δ  où ,j k
δ  est le 

symbole de Kronecker, donc : 

,

0

( )(0)
n

j

k j k j

k

P
=

δ = λ δ = λ∑ . 

Et ainsi, on a bien : 

  ( )
0

( )(0)
n

k

k

k

P P H
=

= δ∑   

 

III.B – Polynômes à valeurs entières 

Q21.  Soit k ∈ℤ . On a 
1

0

1
( )

!

n

n

j

H X j
n

−

=

= −∏ , donc : 

1

0

1
( ) ( )

!

n

n

j

H k k j
n

−

=

= −∏ . 

Alors : 

• si � �0, 1k n∈ − , ( ) 0
n

H k =  ; 

• si k n≥ , 
1 !

( ) ( 1)( 2)...( 1)
! !( )!

n

kk
H k k k k k n

nn n k n

 
= − − − + = =  

−  
 ; 

• si 0k < , alors en posant k p= − , on a *p ∈ℕ  et : 

1 1

0 0

1 ( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) ( 1)...( 1)

! ! !

1 1( 1 )!
( 1) ( 1) ( 1)

!( 1)!

n nn n

n

j j

n n n

H k p j j p p p p n
n n n

p n k np n

n nn p

− −

= =

− −
= − − = + = + + −

− + − − +− +    
= − = − = −   

−    

∏ ∏
 

Ainsi, pour tout k ∈ℤ  : 

1
( 1)        pour  0

( )             0                       pour  0 1

                             pour  

n

n

k n
k

n

H k k n

k
k n

n

 − − + 
− < 

 
= ≤ ≤ −


  ≥ 
  

 

 

Q22.  Les coefficients binomiaux étant toujours des entiers, le résultat ci-dessus permet d’affirmer 

que pour tout k ∈ℤ , ( )
n

H k ∈ℤ   et donc que : 

  ( )nH ⊂ℤ ℤ   
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Q23.  Soit [ ]
n

P X∈ℝ  à valeurs entières sur les entiers. Pour tout k ∈ℤ  : 

( )( ) ( 1) ( )P k P k P kδ = + − . 

Or, k ∈ℤ  et 1k + ∈ℤ , donc ( )P k ∈ℤ  et ( 1)P k + ∈ℤ , et ainsi ( )( )P kδ ∈ℤ . 

Finalement : 

  ( )Pδ  est à valeurs entières sur les entiers.  

 

Q24.  Soit [ ]
n

P X∈ℝ . 

On a vu dans la question Q20 que ( )
0

( )(0)
n

i

i

i

P P H
=

= δ∑ . On veut donc prouver que : 

( ) � �0, , ( )(0)i
P i n P⊂ ⇔ ∀ ∈ δ ∈ℤ ℤ ℤ . 

(⇒) On suppose que ( )P ⊂ℤ ℤ , soit pour tout k ∈ℤ , ( )P k ∈ℤ . 

Prouvons par récurrence que pour tout i ∈ℕ , ( )i Pδ  est à valeurs entières sur les entiers. 

• Pour 0i = , 0 ( )P Pδ =  est à valeurs entières sur les entiers par hypothèse, donc la 

propriété est vraie au rang 0i = . 

• Supposons la propriété vraie à un rang i ∈ℕ , soit ( )i Pδ  est à valeurs entières sur les 

entiers. Alors, d’après la question précédente ( )1( ) ( )i iP P+δ = δ δ  est aussi à valeurs 

entières sur les entiers, donc la propriété est vraie au rang 1i + . 

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout i ∈ℕ , autrement dit, pour 

tous i ∈ℕ  et k ∈ℤ , ( )( )i P kδ ∈ℤ . 

En particulier pour 0k =  et pour tout � �0,i n∈ , ( )(0)i Pδ ∈ℤ . 

(⇐) On suppose que pour tout � �0,i n∈  , ( )(0)i Pδ ∈ℤ . 

La démarche mise en œuvre pour 
n

H  dans la question Q21 peut être effectuée pour tout 
i

H . 

Ceci permet de conclure que tous les 
i

H  sont à valeurs entières sur les entiers et donc que pour 

tout � �0,i n∈  et tout k ∈ℤ , ( )
i

H k ∈ℤ . 

Alors, pour tout k ∈ℤ , et tout � �0,i n∈ , ( )( )(0) ( )i

i
P H kδ ∈ℤ  et donc : 

( )
0

( ) ( )(0) ( )
n

i

i

i

P k P H k
=

= δ ∈∑ ℤ . 

Ainsi, ( )P ⊂ℤ ℤ . 

On a donc bien établi l’équivalence : 

Un polynôme [ ]
n

P X∈ℝ  est à valeurs entières sur les entiers si et 

seulement si ses coordonnées dans la base ( )
� �0,k k n

H
∈

 sont entières. 
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Q25.  Soit [ ]P X∈ℝ  de degré d ∈ℕ  et à valeurs entières sur les entiers. 

Si 0d = , alors 0! (0)P P=  et (0)P ∈ℤ , donc !d P  est à coefficients entiers. 

On suppose maintenant 1d ≥ . D’après la question Q20 : 

( ) ( ) ( )
1

0

0 1 0

! !
! ! ( )(0) ( )(0) ( )(0) ( )

0! !

kd d
k k

k

k k j

d d
d P d P H P P X j

k

−

= = =

= δ = δ + δ −∑ ∑ ∏ . 

D’après la question Q24, pour tout � �0,k d∈ , ( )(0)k Pδ  est entier et 
!

( )!
!

d d
d k

kk

 
= − 
 

 est entier 

aussi, donc ( )!
( )(0)

!

kd
P

k
δ  est entier. 

Enfin, pour tout � �1,k d∈ , 
1

0

( )
k

j

X j
−

=

−∏  est à coefficients entiers, donc ( )
1

0

!
( )(0) ( )

!

k
k

j

d
P X j

k

−

=

δ −∏  est 

un polynôme à coefficients entiers. 

Ainsi, !d P  est une somme de polynômes à coefficients entiers et finalement : 

  Le polynôme !d P  est bien à coefficients entiers. . 

 

Si prend 
21

2
P X=  (de degré 2), le polynôme 

2
2!P X=  est à coefficients entiers, mais 

1
(1)

2
P = ∉ℤ , 

donc P n’est pas à valeurs entières sur les entiers. Ainsi : 

  La réciproque est fausse.  

 

 

Exercice n° 2 

I - Quelques résultats préliminaires 

1)  Comme la suite *( )
n n

a
∈ℕ

 est strictement positive, la suite *( )
n n

A
∈ℕ

 est strictement croissante. 

Alors, pour tout entier 2n ≥ , soit 1n > , on a 1 1 1
n

A A a> = = . 

Ainsi, pour tout entier 2n ≥ , ln
n

A  est bien défini avec 0
n

A >  et ln 0
n

A > . On peut donc calculer 

1

1

ln

n

k

n

kn k

a
b

A A=

= ∑  et ainsi, lorsque *( )
n n

a
∈ℕ

 vérifie la propriété ( )P  : 

  La suite 2( )
n n

b ≥  est bien définie.  
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2)  Posons, pour tout 
*

n ∈ℕ , 
1

n

n k

k

U u
=

=∑  et 
1

n

n k

k

V v
=

=∑ . 

Comme *( )
n n

u
∈ℕ

 est strictement positive, la suite ( ) *n n
U

∈ℕ
 est strictement croissante et comme elle 

diverge, on a lim
n

n
U

→ + ∞
= + ∞ . 

Par ailleurs, comme ~
n n

n
u v

→ + ∞
 avec *( )

n n
u

∈ℕ
 et *( )

n n
v

∈ℕ
 strictement positives, pour tout réel 0ε > , il 

existe 
*

N ∈ℕ  tel que pour tout entier 1n N≥ + , on a (1 ) (1 )
n n n

u v u− ε ≤ ≤ + ε . 

Alors, pour tout entier 1n N≥ + , on a 
1 1 1

(1 ) (1 )
n n n

k k k

k N k N k N

u v u
= + = + = +

− ε ≤ ≤ + ε∑ ∑ ∑ , soit : 

( ) ( )(1 ) (1 )n N n N n NU U V V U U− ε − ≤ − ≤ + ε − . 

Ceci se récrit : 

(1 ) (1 )
n n n

U A V U B− ε + ≤ ≤ + ε +  

avec (1 )
N N

A V U= − − ε  et (1 )
N N

B V U= − + ε . 

Comme pour tout 
*

n ∈ℕ , 0
n

u > , on a 0
n

U > . On peut alors écrire pour tout entier 1n N≥ +  : 

1 1n

n n n

VA B

U U U
− ε + ≤ ≤ + ε + . 

Enfin, lim
n

n
U

→ + ∞
= + ∞ , donc lim lim 0

n n
n n

A B

U U→ + ∞ → + ∞
= =  et il existe 

*
'N ∈ℕ  tels que pour tout entier 

'n N≥ , 
n

A

U
− ε ≤  et 

n

B

U
≤ ε . Alors, pour tout entier ( )0 max 1, 'n N N N≥ = + , on a : 

1 2 1 2n

n

V

U
− ε ≤ ≤ + ε . 

Ceci prouve que lim 1n

n
n

V

U→ + ∞
= , soit ~

n n
n

U V
→ + ∞

, autrement dit : 

  
1 1

~
n n

k k
n

k k

u v
→ + ∞

= =

∑ ∑   

 

3)  On pose pour tout 
*

n ∈ℕ  : 

1

ln
n

u
n n

=     et   ( ) ( )ln ln ( 1) ln lnnv n n= + − . 

• Pour tout 
*

n ∈ℕ , on a 0
n

u >  et 0
n

v >  (car la fonction ln est strictement croissante sur 
*

+ℝ ). 

• Pour tout 
*

n ∈ℕ , 
1

ln ( 1) ln ln 1nv n n
n

 
= + − = + 

 
 et 

1 1
ln 1 ~

nn n→ + ∞

 
+ 

 
, donc ~

n n
n

v u
→ + ∞

. 

• La série harmonique 
1

n
∑  diverge. 
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On peut donc utiliser le résultat de la question précédente, qui donne : 
1 1

~
n n

k k
n

k k

u v
→ + ∞

= =

∑ ∑ . 

Or, pour tout 
*

n ∈ℕ , 
1

n

k n

k

u H
=

=∑  et par télescopage : 

[ ]
1 1

ln ( 1) ln ln ( 1) ln1 ln ( 1)
n n

k

k k

v k k n n
= =

= + − = + − = +∑ ∑ . 

Donc, ~ ln ( 1)
n

n
H n

→ + ∞
+  et comme ln ( 1) ~ ln

n
n n

→ + ∞
+ , on obtient : 

  ~ ln
n

n
H n

→ + ∞
  

 

4)  On pose maintenant pour tout entier 2n ≥  : 

1

ln
n

u
n n

=     et   ( ) ( )ln ln ( 1) ln lnnv n n= + − . 

• Pour tout entier 2n ≥ , 
1

0
n

u
n

= >  et 0
n

v >  (à nouveau grâce à la stricte croissance de la 

fonction ln sur 
*

+ℝ ). 

• On a : 

( ) ( ) ( )
1

ln ln ( 1) ln ln ln ln ln 1 ln ln

1 1 1 1 1
ln 1 ln 1 ln 1

ln ln

1 1 1 1
ln 1

ln ln ln ln

n

n

n n

v n n n n
n

o
n n n n n

o o
n n n n n n n n

→ + ∞

→ + ∞ → + ∞

  
= + − = + + −  

  

       
= + + = + +       

       

    
= + + = +    

    

 

Donc, ~
n n

n
v u

→ + ∞
. 

• Enfin, pour tout entier 2n ≥ , on a par télescopage : 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

ln ln ( 1) ln ln ln ln ( 1) ln ln 2
n n

k

k k

v k k n
= =

= + − = + −  ∑ ∑ . 

Et ( )lim ln ln ( 1)
n

n
→ + ∞

+ = + ∞  donc, la série nv∑  diverge et, par comparaison, il en va de même 

pour la série nu∑ . 

Ainsi, on peut à nouveau utiliser le résultat de la question 2 pour affirmer que : 

( ) ( )
2 2 2

1
~ ln ln ( 1) ln ln 2

ln

n n n

n k k
n

k k k

T u v n
k k → + ∞

= = =

= = = + −∑ ∑ ∑ . 

Et, avec ( )lim ln ln
n

n
→ + ∞

= + ∞  et 
ln ( 1)

lim 1
lnn

n

n→ + ∞

+
= , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
ln ( 1)

ln ln ( 1) ln ln 2 ln ln ln ln ln 2 ln ln ln ln
ln n

n
n n n o n

n → + ∞

+ 
+ − = + − = + 
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Et ainsi, ( )
2

~ ln ln
n

k
n

k

v n
→ + ∞

=

∑  d’où : 

  ( )
2

1
~ ln ln

ln

n

n
n

k

T n
k k → + ∞

=

=∑   

 

II - Etude de deux exemples 

5)  Ici, 1
n

a =  pour tout *
n ∈ℕ . 

a. On a : 

*

1

*

1

1 1,

la suite ( )  est constante donc bornée,

, 1 0,

la série  diverge grossièrement.

n n

n

nn

a

a

n a

a

∈

≥

• = ≥
•

• ∀ ∈ = >
• ∑

ℕ

ℕ
 

Donc : 

  La suite *( )n n
a

∈ℕ
 vérifie bien la propriété ( )P .  

 

b. Pour tout *
n ∈ℕ , 

1 1

1
n n

n k

k k

A a n
= =

= = =∑ ∑  et pour tout entier 2n ≥  : 

1

1 1

ln ln

n
n

n

k

H
b

n k n=

= =∑ . 

D’après la question 3, on a ~ lnn
n

H n
→ + ∞

 et donc : 

  lim 1
n

n
b

→ + ∞
=   

5)  Ici, 
1

na
n

=  pour tout *
n ∈ℕ . 

a. On a : 

*

1

*

*

1

1
1 1,

1

1
Pour tout , 0 1,  donc la suite ( )  est bornée,

1
, 0,

1
la série hramonique  diverge.

n n n

n

n

a

n a a
n

n a
n

n

∈

≥


• = = ≥

• ∈ < = ≤


• ∀ ∈ = >


•


∑

ℕ
ℕ

ℕ

 

Donc : 

  La suite *( )n n
a

∈ℕ
 vérifie bien la propriété ( )P .  
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b. Pour tout *
n ∈ℕ , 

1 1

1n n

n k n

k k

A a H
k= =

= = =∑ ∑  et pour tout entier 2n ≥  : 

1 1

1 1 1

ln ln

n n
k

n

k kn k n k

a
b

A A H k H= =

= =∑ ∑ . 

On a ~ lnn
n

H n
→ + ∞

, donc 
1 1

~
lnn

n
n H n n→ + ∞

. 

Or, d’après la question 4, la série 
1

lnn n
∑  diverge et, comme pour tout entier 2n ≥ , on a 

1
0

n
n H

>  et 
1

0
lnn n

> , on peut utiliser la question 2 pour conclure que : 

1 1

1 1
~

ln

n n

n
k kk

k H k k→ + ∞
= =

∑ ∑ . 

Et d’après la question 4, ( )
2

1
~ ln ln

ln

n

n
k

n
k k → + ∞

=

∑ , donc : 

( )
1

1
~ ln ln

n

n
k k

n
k H → + ∞

=

∑ . 

De plus, pour tout entier 2n ≥  : 

( )ln ln ln ln ln ln
ln ln

n n
n

H H
H n n

n n

   
= = +   

   
. 

Or, lim ln ln1 0
ln

n

n

H

n→ + ∞

 
= = 

 
 et ( )lim ln ln

n
n

→ + ∞
= + ∞ , donc ( )( )ln ln ln

ln

n

n

H
o n

n → + ∞

 
= 

 
, d’où : 

( )ln ~ ln ln
n

n
H n

→ + ∞
. 

Finalement 
1

1
~ ln

n

n
n

k k

H
k H → + ∞

=

∑ et 
1

1 1

ln

n

n

kn k

b
H k H=

= ∑ , donc : 

  lim 1
n

n
b

→ + ∞
=   

 

III - Retour au cas général 

7)  Soit *( )n n
a

∈ℕ
une suite vérifiant la propriété ( )P . 

a. On a vu dans la question 1 que la suite *( )
n n

A
∈ℕ

 est strictement croissante et diverge par 

hypothèse (la série 
1 nn
a

≥∑  diverge). On a alors : 

lim
n

n
A

→ + ∞
= + ∞ . 



PSI*                     novembre 2023 

De plus, la suite *( )
n n

A
∈ℕ

 est minorée par 1 1 1A a= = , donc pour tout entier 2n ≥ , 1 0
n

A − ≠  

et : 

1

1 1 1

1n n n n

n n n

A A a a

A A A

−

− − −

+
= = + . 

Comme *( )n n
a

∈ℕ
 est bornée et 1lim

n
n

A −
→ + ∞

= + ∞ , on a 
1

lim 0n

n
n

a

A→ + ∞
−

= , donc 
1

lim 1n

n
n

A

A→ + ∞
−

= , soit : 

  1~n n
n

A A −
→ + ∞

  

 

b. On a pour tout entier 2n ≥ , 
1 1

1 0n n

n n

A a

A A− −

= + >  donc on peut écrire : 

1 1

ln ln 1n n

n n

A a

A A− −

   
= +   

   
. 

Or, on vient de voir que 
1

lim 0n

n
n

a

A→ + ∞
−

= , donc : 
1 1

ln 1 ~n n

n
n n

a a

A A→ + ∞
− −

 
+ 

 
. 

Or, 1~
n n

n
A A −

→ + ∞
, donc 

1

~n n

n
n n

a a

A A→ + ∞
−

 et ainsi, on a bien : 

  
1

ln ~n n

n
n n

A a

A A→ + ∞
−

 
 
 

  

 

c. Pour tout entier 2n ≥ , on a avec un télescopage : 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 21

ln ln ln ln ln
n n

k
k k n

k kk

A
A A A A

A
−

= =−

 
= − = −    

 
∑ ∑ . 

Comme lim
n

n
A

→ + ∞
= + ∞ , on a ( )lim ln

n
n

A
→ + ∞

= + ∞ , et donc, la série 
2

1

ln k

n
k

A

A≥
−

 
 
 

∑  diverge. 

Avec 
1

ln ~n n

n
n n

A a

A A→ + ∞
−

 
 
 

 et 0n

n

a

A
>  pour tout *

n ∈ℕ , on peut conclure par comparaison de 

séries à termes positifs que : 

  La série 
2

n

n
n

a

A≥∑  diverge.  

 

On a : 

• pour tout entier 2n ≥ , 0n

n

a

A
>  et 

1 1

ln ln 1 0n n

n n

A a

A A− −

   
= + >   

   
 ; 

• 

1

~ lnn n

n
n n

a A

A A→ + ∞
−

 
 
 

 ; 
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• la série 
2

n

n
n

a

A≥∑  diverge. 

Toutes les hypothèses de la question 2 sont réunies, donc : 

2 2 1

~ ln
n n

k k

n
k kk k

a A

A A→ + ∞
= = −

 
 
 

∑ ∑ . 

Or, on a vu que ( ) ( ) ( )1

2 1

ln ln ln ~ ln
n

k
n n

n
k k

A
A A A

A → + ∞
= −

 
= − 

 
∑  (car ( )lim ln

n
n

A
→ + ∞

= + ∞ ), donc : 

( )
2

~ ln
n

k
n

n
k k

a
A

A → + ∞
=

∑ . 

Et avec 
1

1

ln

n
k

n

kn k

a
b

A A=

= ∑ , on obtient : 

  lim 1
n

n
b

→ + ∞
=   

 

8)  On a 0
n

u >  pour tout *
n ∈ℕ , donc 1 0u >  et la suite 

*1

n

n

u

u
∈

 
 
  ℕ

 vérifie les mêmes hypothèses que 

la suite *( )
n n

u
∈ℕ

. De plus, si on trouve une solution *( )n n
v

∈ℕ
 pour la suite 

1

1
u

u
, alors 

1

n
n

n

u
v o

u→ + ∞

 
=  

 
, 

donc ( )
n n

n
v o u

→ + ∞
=  et cette suite convient pour *( )

n n
u

∈ℕ
. 

Ainsi, quitte à remplacer u par 
1

1
u

u
, on peut supposer que 1 1u =  (et donc que 1 1u ≥ ). 

Posons pour tout *
n ∈ℕ , 

1

n

n k

k

U u
=

=∑ . 

Comme la suite *( )
n n

u
∈ℕ

 est strictement positive, la suite *( )
n n

U
∈ℕ

 est strictement croissante et 

minorée par 1 1 1U u= = . Ainsi, *( )
n n

U
∈ℕ

 est strictement positive. 

Comme la série 
1 nn
u

≥∑  diverge, on a de plus : lim
n

n
U

→ + ∞
= + ∞ .  

Considérons alors deux cas. 

• Si la suite *( )
n n

u
∈ℕ

 est bornée, alors elle vérifie ( )P . 

Posons pour tout *
n ∈ℕ , n

n

n

u
v

U
= . Comme *( )

n n
U

∈ℕ
 est strictement positive et diverge vers 

l’infini, la suite *( )n n
v

∈ℕ
 est bien définie, strictement positive et ( )

n n
n

v o u
→ + ∞

= . 

De plus, d’après la question précédente, on a ( )
2

~ ln
n

k n
n

k

v U
→ + ∞

=

∑  et ( )lim ln
n

n
U

→ + ∞
= + ∞ , donc la 

série 
1 nn
v

≥∑  diverge. La suite *( )n n
v

∈ℕ
 convient donc. 
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• Si la suite *( )
n n

u
∈ℕ

 n’est pas bornée, posons pour tout *
n ∈ℕ  : 

( )min 1,n nw u= . 

Comme la suite *( )
n n

u
∈ℕ

 n’est pas bornée, elle possède une infinité de termes strictement 

supérieurs à 1 (sinon 0 1
n

u< ≤  à partir d’un certain rang, donc *( )
n n

u
∈ℕ

 est bornée). Ceci 

implique que *( )
n n

w
∈ℕ

 possède une suite extraite dont tous les termes valent 1 et donc que 

*( )
n n

w
∈ℕ

 ne converge pas vers 0 et la série 
1 nn
w

≥∑  diverge grossièrement. 

On a : 

o 1 1u =  donc ( )1 1min 1, 1w u= =  ; 

o pour tout *
n ∈ℕ , 0 1

n
w< ≤  et la suite *( )

n n
w

∈ℕ
 est strictement positive et bornée ; 

o 
1 nn
w

≥∑  diverge. 

On se retrouve alors dans le cas précédent pour la suite *( )
n n

w
∈ℕ

, donc en posant pour tout 

*
n ∈ℕ , 

1

n

n k

k

W w
=

=∑  et n
n

n

w
v

W
= , on a : 

*

1

, 0

( )

la série  diverge.

n

n n
n

nn

n v

v o w

v

→ + ∞

≥


• ∀ ∈ >

• =

• ∑

ℕ

 

Enfin, pour tout *
n ∈ℕ , on a 0

n n
w u< ≤  et ( )

n n
n

v o w
→ + ∞

=  implique alors que ( )
n n

n
v o u

→ + ∞
=  et 

la suite *( )n n
v

∈ℕ
 convient. 

En définitive, dans les deux cas : 

  Il existe une suite *( )n n
v

∈ℕ
 à termes positifs telle que : 

1

( )

la série  diverge.

n n
n

nn

v o u

v

→ + ∞

≥

• =

• ∑

.  

 

9)  Notons R  le rayon de convergence de la série entière 
1

n

nn
a x

≥∑ . 

Comme la série 
1 nn
a

≥∑  diverge, on a : 1R ≤ . 

Or, comme la suite *( )
n n

a
∈ℕ

 est bornée, la suite *( )n

n n
a x

∈ℕ
 l’est aussi pour tout ] [1,1x ∈ − , donc 

d’après le lemme d’Abel : 1R ≥ . 

Finalement, on a 1R = , autrement dit : 

  Le rayon de convergence de la série entière 
1

n

nn
a x

≥∑  est 1.  

 


