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Corrigé du DS n° 3

Exercice n° 1

I - L’opérateur de translation

Q1. Pour tout k€ [[0,n], ona ©(X*)=(X +1)*, donc :
deg(t(X")) =k =deg(X"*)
cd(t(X"))=1=cd(X"*)

d
Alors, pour tout PzZaka e R, [X] avec a, =cd(P)#0 et d =deg(P)e [0,n],ona:

deg(1(P)) =deg(t(a, X)) =deg(a, (X +1)!)=d =deg(P)

cd(t(P))=cd(t(a,X"))=cd(a,(X +1)*)=a, =cd(P)
Ainsi :

deg(t(P))=deg(P) et cd(©(P))=cd(P)

Q2. Soit Pe R [X].

En évaluant t“(P) pour des petites valeurs de k, on conjecture que tT'(P)=P(X +k) pour tout
k e N . Prouvons-le par récurrence sur k.

e Ona1t"(P)=idy y,(P)=P=P(X +0), donc la relation est vraie au rang k =0.
e Supposons la relation vraie a un rang k€ N . On a alors :
TN(P) = ’C(’Ck (P)) =1(P(X +k)) par hypothese de récurrence
=P((X+D)+k)=P(X +(k+1))
La relation est donc vraie au rang k+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k€ N, soit :

T (P)=P(X +k)

A R EYAE U
Q3. On a vu que pour tout j€[0,n], ©(X’)=(X +1)’ :Z(?jX’.

i=0
Avec la convention (5)20 pour o >f3, ceci donne pour tout je |I0,n]] , (X)) = Z({jX’ , soit
i=0

pour tout je [[1,n+1]] :

n+l .
1y — Jj-1 i-1
(X' ;(i_ljx .
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Donc, avec B, =(X°,X1,...,X") et M =MBL (T)z([M]i,J.) ,»on obtient :

1<i, j<n+

Pour tout i, je [[1,n+1]], [M];; :({__llj

Q4. La matrice M est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux valent 1, donc :

det(t)=det(M)=1+0.

Ainsi :
L’application T est bijective.
. R, [X]—>R,[X]
Remarquons que si on note T': ,onapourtout Pe R [X]:
P(X)— P(X-1)

Tot(P)=1'((P))=1' (P(X+1))=P((X+D)-1)=P.

Donc, T'eT=idy ,,,s0it T'=T"". Ainsi:

P(X)— P(X-1)

- _{RW[X]—HRH[X]

. . R [X]>R,[X]
Soit ke N. Comme ci-dessus, avec T, : ,onapourtout Pe R [X]:
P(X)— P(X —k)

T, 0T (P) =1, (T (P)) =71, (P(X +k))=P((X +k)—k)=P.

Donc, T, 01" =idy xy,S0It T, = (™.

1 -k

Or, comme 7' et T commutent, on a (t~') o1 =(7~
R, [X]>R, [X]
P(X)—> P(X -k)

°01)" =idy |y, etainsi, (t)'=(t7) =71

On adonc T°° :{ et ainsi :

L’expression de T trouvée a la question Q2 reste valable pour tout k€ Z .

QS. Comme dans la question Q3, on a pour tout je [[O,n]] :
j -
Loy iy= (X -1V =S (1| ] v
T (X)=(X-1) EO( 1) (JX .
Soit pour tout je [[1,n+1]] :

- n+l N i1 . n+l y i—1 o
X =D (=D “(j_ljx == (j_ljx L
i=1 i=1
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On obtient alors :

1

Pour tout i,je[l,n+1]],[M‘ 1, = 1)/1(J 1)

Q6. On a, pour tout i€ [Ln+1] :

:2(1 j IZ(J lj Z[Mjl Jl HZ[MH Jl nZ:[M t/ 11'

Jj=0 j=1
Donc :
Yo Uy
Vil p T
VV! un
Q7. D’apres ce qui précede, on a :
Uy Vo Yo
u v _ %
L= = Y
un Vn VV!

Soit, pour tout k€ [0,n] :

< CINT < _ < (i k+1-1
u, = ZO[(M 1) ]k+1,j+1 vj — Z(;[M l]j+1,k+1 vj — z (_ 1)k+1 (j+D) (] T ljvj )
Jj= Jj=

Jj=0

Ce qui donne bien pour tout k€ [0,n] :

Fr )

j=0

Q8. Avec u, =\*, on obtient, pour tout ke N :

Et avec la formule du bindme de Newton, on obtient :

v, =(1+A)

Alors, pour tout ke N :

Zk:(—l)k—f( j zk:( j(1+x)( D =A+A-D" =\ =u,

Jj=0
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Ainsi, on a bien pour tout ke N :

DN Ci @v

Jj=0

I1 — L’opérateur de différence
Q9. Pour tout k€ [[L,n] :
k k-1
S(XY)=(X +1)} — X* :;(’;)Xf—x" :Z():(];)X =kX"‘1+(§)X"‘2+...+1.
Donc :
deg(8(X*))=k—1 et cd(8(X"))=k.

d
Alors, pour tout P =Y a,X*e R,[X] non constant, avec a, =cd(P)#0 et d =deg(P)e [L,n] :

k=0

deg(8(P)) =deg(8(X*))=d —1=deg(P)-1
cd(8(P))=a,cd(8(X*))=da, =d cd(P)

Ainsi :

deg(8(P))=deg(P)—1 et cd(8(P))=dcd(P)

Q10. Ona 3(1)=8(X°)=(X +1)"—-X° =0 donc 1€ kerd (et dimker$=>1). De plus :
Im3 = Vect (8(1), 8(X), 8(X?), ..., 8(X"))
= Vet (0, 8(X), 8(X?), ..., 8(X")) = Vect (8(X), 8(X ), ..., 8(X "))

D’apres la question précédente, la famille (S(X ), 8(X?),..., (X ”)) est une famille échelonnée en

degrés de polyndmes non nuls de R, [X]. Elle est donc libre, d’ou :
dim Vect (8(X), 8(X?), ..., 8(X"))=n=dimR,_[X].

Ainsi, Indc R, [X] et rg(8) =dimImd=dimR, [X], donc:

Imd=R,_[X]

D’apres le théoreme du rang, dimkerd+rg(8)=dimR [X]=n+1. Avec rg(d)=n, on obtient

dimkerd=1 et comme Vect(1) c kerd, on a finalement :

kerd=Vect(1)=R,[X]
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Q11. Ona §(1)=0 et pour tout k& [[1,n], deg(8(X*))=k-1.

Prouvons par récurrence finie sur j que pour tout j€[Ln], 8 (1)=..=8(X’")=0 et pour tout
kel j.n], deg(8(X*))=k—-j.

¢ [’initialisation rappelée ci-dessus est faite dans la question Q9.

e Si n=1 larécurrence est terminée.
Si n>2, supposons la propriété vraie a unrang je [l,n—1] (donc j+1<n).
On a alors par hypothese de récurrence :
o pourtout ke [1,j-1], ' (X*)=5(8(X"))=80)=0;
o deg(8/(X’))=j-j=0,donc & (X’)e R [X]=kerd et 8" (X/)=8(8'(X"))=0 ;
o pourtout ke[ j+1,n], deg (E(Xk)) =k —1, donc d’apres la question Q9, on a :
deg (8" (X*)) =deg(8(8'(X"))) = (k= )—1=k—(j+1).
Ainsi, on a §"()=..=8"(X"")=8"(X/)=0 et deg(d*(X"))=k—(j+1) pour tout
ke[ j+1n], donc la propriété est vraie au rang j+1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout je [[1,n]] .
Ceci permet d’écrire :
Imd’ = Vect (8’ (1), §/(X), 8 (X?), ..., 8 (X"))
=Vect(0,...,0,8 (X ), ..., 8 (X")) = Vect (8’ (X ), ..., 8 (X"))

En outre, la famille (8-7 (X),...,8 (X ")) est une famille échelonnée en degrés de polyndmes non

nulsde R _ j[X ]. Elle est donc libre, d’ou ;
dimIm&’ =dim Vect(8’(X),...,8/(X"))=n— j+1=dimR,_[X].

Ainsi, Ind’ cR,_[X] et dimIm&’ =dimR,_[X], donc:

Imd’ =R, [X]

Par ailleurs, 8’ (1)=...=8/(X’")=0, donc :
R, [X]= Vect(l, s X""l) ckerd’.
Et le théoréme du rang donne :
dimkerd’ =dimR [X]-rg (") =n+1-(n—j+1)=j=dimR _[X].
Ainsi, R [X]ckerd’ et dimkerd’ =dimR _[X], donc:

kerd’ =R [X]
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Q12. Soient ke N et Pe R [X]. Comme d=1-1dy 4, et les endomorphismes T et Idj

commutent, on peut utiliser la formule du binéme :
oSk k=i & A
3 =(=1d ) =2 (4]0 (-1, ) T =20 (A
j=0 j=0

Ainsi :

& (P=2 D" @r/‘(m

j=0

Q13. Soit Pe R, [X].

D’apres la question Q11,ona R, [X]=kerd", donc 8" (P)=0.

Or, d’apres la question précédente, 8" (P) = Z (=" (’;j t/(P), donc :

Jj=0

3 =1y (’;’j T(P)=0.

j=0

En évaluant en O la relation ci-dessus, on obtient :

i (—1)" (’;) T (P)0)=0.

D’apres la question Q2, t/(P)=P(X + j), donc t/(P)(0) = P(j) et ainsi :

S0 (1 Jeer=0

Q14. a. Siuexiste,ona d=u’, donc & =u"*.Or, u et u* commutent, donc :

u et & commutent.

b. Comme u et & commutent, ker &* est stable par u.

Or, d’apres la question Q11, on a ker & = R,[X]. Ainsi :

R,[X] est stable par u.

c. Notons Bz(g (1)) Ona rg(B)=1et B>=0,.
S’il existe une matrice A de M, (R) telle que A*=B,ona:
e A=#0, (sinon B=A" serait nulle), donc rg (A)>1 ;

e A¢ GL,(R) (sinon B= A® serait inversible aussi), donc rg (A)<1.
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Ainsi, rg (A)=1=rg(B)=rg (A*).Or, InA> cImA, donc :
ImA=ImA’.

En notant f I’endomorphisme de R> canoniquement associé 2 la matrice A, on a Im f =Im f* et

pour tout ke N :
Im £ = fURY) = 7 (2 RD) = 7 (Im f2) = £ (Im f ) =Im £

La suite (Im f ") . est donc constante. Ainsi, pour tout ke N, Im f* =Im f , soit ImA* =ImA.

keN

En particulier, InA* =Im A . Or, A* =B*=0,, donc Im A ={0}, ce qui est absurde.

Finalement, I’existence de Ae M, (R) telle que A% = B mene a une absurdité, donc :

00

Il n’existe pas de matrice Ae M, (R) telle que A® = (0 1].

d. Ona 8(1)=0 et 8(X)=1, donc R ,[X] est stable par .

Notons alors & et i les endomorphismes induits respectivement par 6 et u sur R [X] (& existe car

onavuque R [X] eststable par u).

01

En notant B=(1,X), on a alors MB(S):(O 0

j.Or, u* =38, donc ii> = et ainsi :

(M (i) = My(i®) =M, (8) = (8 éj

D’apres la question précédente, ceci est absurde.

Finalement, 1’existence d’un endomorphisme u de R [X] tel que uou =0 mene a une absurdité,
donc :

Il n’existe pas d’endomorphisme u de R [X] tel que ucu=3.

Q15. a. Soit P un polyndme non nul de degré d € [0,n].

d d
Si P:ZakX" avec a, #0, on a pour tout je[Ld], SJ(P):ZakSJ(Xk).
k=0

k=0
Or, on a vu dans la question Q11 que & (X“)=0 pour ke[, j—1] et deg(Sj(X"))zk—j pour
tout k€ [ j,n], donc pour ke [0,d 1], deg(B*"(Xk)) < deg(Sj(Xd)) et ainsi, pour tout je[1,d] :
deg(8/(P)) =deg (8’ (X*))=d—-j.
Avec deg(P)zd , Cecl prouve que (P, 8(P),...,8d(P)) est une famille de polyndmes non nuls

échelonnée en degrés, et donc que :

La famille (P, S(P),...,S"(P)) est libre.
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Pour tout je[0,d], deg(Sj(P)) <d,donc:
Vect(P,8(P),...,8'(P)) c R, [X].
Et, comme la famille (P, 3(P),..., 8" (P)) est libre, on a :

dim Vect(P,8(P), ..., 8'(P))=d +1=dimR [ X].

Ainsi :

Vect(P,8(P), ..., 5'(P))=R,[X]

b. Soit V un sous-espace vectoriel de R [X] stable par & et non réduit a {0}.

L’ensemble {deg P,Pe V\{O}} est une partie non vide (car V #{0}) et incluse dans [[O,n]] (car

V cR,[X]), donc admet un maximum d € [0,n].

On donc pour tout PeV, degP<d,donc Pe R, [X] etainsi: VC R [X].

Soit maintenant Pe V tel que deg P =d . Comme V est stable par 8, 8 (P)e V pour tout k€ [[O,d ﬂ
et donc Vect(P, S(P),..., 8" (P)) cV.
Or, d’apres la question précédente, Vect (P, 3(P), ..., & (P)) =R,[X],donc: R, [X]cV.

Ainsi, V =R [X] et finalement :

Il existe un entier d € [[O,n]] telque V=R, [X].

c. On a vu que pour tout d € [0,n] et tout ke [0,d], deg(S(X")) <d,donc 8(X*)e R, [X]. Ceci
prouve que R [X] est stable par d.

Or, vient de voir que si V est un sous-espace vectoriel de R [X] stable par 6 et non réduit a {0}, il
existe d € [0,n] tel que V=R, [X]. Ainsi :

Les sous-espaces vectoriels de R [X] stable par & sont {0} etles R ,[X] pour tout d € [[O,n].

111 - Etude d’une famille de polynomes
I11.A - Généralités

Q16. Pour ke [[O,n]], on a deg(H,)=k, donc (H k) est une famille échelonnée en degrés de

ke[[(),n]]

n+1 polyndmes non nuls de R [X]. Elle est donc libre et , comme dimR [X]=n+1 :

La famille (H, ) est une base de R [X].

ke[[(),n]]
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Q17. On a vu plus haut (question Q10) que 3(H,)=38(1)=0. On a aussi :
SH)=H,(X+)-H/(X)=(X+1)-X=1=H,.

Etsi n>2, ona pourtout ke[2,n] :
1 k—1 1 k=2 1
Hk(X>=FH(X—j)=;(X—k+1>H(X—j)=;<X+1—k>HH(X>
- j=0 . j=0

1 &L 1 k-1
Hk(X+1)=Hg(X +1—j)=H(X+1)I;1(X—(j—1))

j'—:j—lﬁ(X +l)ﬁ(X—j')=%(X+l)Hk_l(X)
Alors : |
O(H,)=H, (X +1)—Hk(X)=%(X +1)Hk_1(X)—%(X +1-k)H, (X)=H, _,(X).
Ainsi :

8(H,)=0 et pour tout ke [Ln], 8(H,)=H,_ (X).

Q18. Par définition, on a posé M =M B (T) (question Q3).

Sinote B=(H,,H,,...,H,), B estune base d’apres la question Q17, et d’apres la question Q18 :

(e
(e

Or, T= 8+Ian[X] , donc :
My(0)=My(S+1dy )= My(®)+My(dy )=(M'=1,,)+1,,=M".

Ainsi, M et M' sont les matrices du méme endomorphisme T dans deux bases différentes de
R,[X], donc :

Les matrices M et M ' sont semblables.

k
Q19. Soient k,/ e [[O,n]]. D’apres la question Q12, on a & (H))= Z(— H*i (];j j(Hg) , donc :

j=0

51100 =30 (e o,
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Or, d’apres la question Q2, on a t/(H,)=H,(X + j) pour tout je N, donc :

1 pour /=0

v (H)(O0) = H, ()= %ﬁ;u—o pour (& [1,n]

Pour /=0, on obtient :

k o, k_j(kj_ w1 pour k=0=/
S(HO)(O)__,Z_;'( b J === 0 pour k>0=/

Pour />0,ona:
0 pour j</

I(H)(0)= il
THIO=1 gt pour j >/
0G0

Considérons trois cas.

e Sik</,alors 8 (H,)(0)= Zk:(— < (’;jxo =0.

j=0

e Sik=/,alors 8 (H,)(0)=(-1)" @ T (H,)(0)=1.

e Sik>/,alors:

k . L gk 1!
8 (H,)(0) = 2( D ij—z)v ICHR T

Jik= et Gi—0)!
! 1 1
- _1/< s k(z+/)—
vZ( ) (k= PDWj—=0)"i= zwz( (k—@+0)hi!
c (k=0)—i (k_é)! _ k! 1kt —
w(k ﬁ)z(:‘ D (k—z)—i)!i!_ﬁz(k—z)!(l D 0

Finalement, on trouve bien pour tous &,/ e |IO, n]] :

1 st k=4
0 st k#/(

8“(H,)(0) ={

Q20. Soit Pe R [X].
Comme B=(H,, H,,..., H,) estune base de R, [X], il existe (Ay,A,,..., A, )€ R™ tel que :

P=SMH,.

k=0

Alors pour tout je[0,n],ona & (P)=) A8 (H,) etdonc:
k=0

8 (P)(O) = Y. ,8 (H,)(0)..
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Or, d’apres la question précédente, on a pour tous j, ke [[O,n]], &' (H, )(0)=6j,k ou 5_].’,( est le

symbole de Kronecker, donc :
F(P)0)=D A3, =\,.
k=0

Et ainsi, on a bien :

= (8k<P><0>)

k=0

I11.B — Polynémes a valeurs entiéres

Q21. Soit ke Z.0Ona H, :—H(X J),donc :

+ j=0

H <k>——H<k M.

Alors :
o sike[0,n-1], H,(k)=0;
=a i
e sik>n, H(k)——k(k Dk=2)..k—-n+])=———= ;
nl(k—n)! \n

e si k<0,alorsenposant k=— p,ona pe N et:

nnl

H( 4 py=C

:(_D,,M:(_D,,(p—1+nj:(_l)n(—k-1+nj
nl(p-1)! n n

1 n—1
Hn(k)ﬁn(—p—j)—

Ainsi, pour tout ke Z :

(—1)"(_k_1+nj pour k<0

n
H (k)= 0 pour 0<k<n-1
(kj pour k=>n
n

Q22. Les coefficients binomiaux étant toujours des entiers, le résultat ci-dessus permet d’affirmer
que pour tout ke Z, H (k)e Z etdonc que :

H (Z)cZ
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Q23. Soit Pe R, [X] a valeurs entieres sur les entiers. Pour tout ke Z :
d(P)k)=P(k+1)—P(k).
Or, keZ et k+1€ Z,donc P(k)e Z et P(k+1)e Z, et ainsi &(P)(k)e Z.

Finalement :

O(P) est a valeurs entiéres sur les entiers.

Q24. Soit Pe R [X].

On a vu dans la question Q20 que P = Z(Si(P)(O)) H, . On veut donc prouver que :

i=0

P(Z)cZ < VYie|0,n], 8(P)0)eZ.
(=) On suppose que P(Z)cZ, soit pour tout ke Z, P(k)e Z.
Prouvons par récurrence que pour tout i€ N, & (P) est a valeurs entiéres sur les entiers.

e Pour i=0, 8°(P)=P est a valeurs entiéres sur les entiers par hypothése, donc la
propriété est vraie au rang i =0.

* Supposons la propriété vraie a un rang i€ N, soit &'(P) est a valeurs entieres sur les
entiers. Alors, d’aprés la question précédente 5”1(P)=5(8i (P)) est aussi a valeurs
entieres sur les entiers, donc la propriété est vraie au rang i+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout i€ N, autrement dit, pour
tous ie N et ke Z, §'(P)k)e Z.
En particulier pour k =0 et pour tout i€ [0,n], &' (P)(0)e Z.

(&) On suppose que pour tout i€ [0,n] , §(P)(0)e Z.

La démarche mise en ceuvre pour H, dans la question Q21 peut étre effectuée pour tout H,.
Ceci permet de conclure que tous les H, sont a valeurs entieres sur les entiers et donc que pour
tout i€ [0,n] ettout ke Z, H,(k)e Z.

Alors, pour tout k€ Z , et tout i€ [0,n], (?Si(P)(O))Hi(k)e Z et donc :

P =Y (8 (PYO)) H (k) e Z.

i=0

Ainsi, P(Z)c Z.

On a donc bien établi 1’équivalence :

Un polyndme Pe R [X] est a valeurs enticres sur les entiers si et

seulement si ses coordonnées dans la base (H, ) o) SON entieres.
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Q25. Soit Pe R[X] de degré d e N et a valeurs entieres sur les entiers.
Si d=0,alors 0!P=P(0) et P(O)e Z , donc d!P est a coefficients entiers.

On suppose maintenant d > 1. D apres la question Q20 :

>.

d!P:;d!(sk(P)(O))Hk:%(SO(P)(O))+kZ_;d—:(8‘(P)(O)) (X =)

I}
(=]

!
D’apres la question Q24, pour tout ke [[O,d ]], 8" (P)(0) est entier et % (i)(a’ —k)! est entier

!
aussi, donc %(Sk (P)(O)) est entier.

k—1
Enfin, pour tout k€ [1,d], H(X j) est a coefficients entiers, donc —(8‘(P)(0)) (X —j) est

Jj=0 j=0

un polyndme a coefficients entiers.

Ainsi, d!P est une somme de polyndmes a coefficients entiers et finalement :

Le polyndme d!P est bien a coefficients entiers. .

Si prend P = % X7 (de degré 2), le polyndme 2!P = X est a coefficients entiers, mais P(l) = %e /R

donc P n’est pas a valeurs entieres sur les entiers. Ainsi :

La réciproque est fausse.

Exercice n° 2

I - Quelques résultats préliminaires

1) Comme la suite (a,) . est strictement positive, la suite (A,) . est strictement croissante.

Alors, pour tout entier n>2,soit n>1,0ona A >A =a,=1.

Ainsi, pour tout entier n=2, InA, est bien défini avec A >0 et InA >0. On peut donc calculer

b, = nA Z— et ainsi, lorsque (a, ) N vérifie la propriété (P) :
n

La suite (b,),., est bien définie.
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2) Posons, pour tout ne N, U, = Zuk etV = Z"k )
k=1 k=1

Comme (u,) . est strictement positive, la suite (U, )neNﬁ est strictement croissante et comme elle

diverge,ona lim U, =+oo.

n—>+oo

Par ailleurs, comme u, ~ v, avec (u,) .. et (v,) . strictement positives, pour tout réel €>0, il

n—+oo

existe Ne N tel que pour tout entier n >N +1, on a (d-8)u,<v <(A+¢)u,.
Alors, pour tout entier n >N +1,ona (1-¢€) Z u, < Z v, <(I+¢) Z u, , soit :
k=N+1 k=N+1 k=N+1

(1—8)(Un—UN)SVn—VN£(1+£)(UH—UN).

Ceci se récrit :
1-&)U,+A<V <(+¢e)U,+B

avec A=V, —(1-¢e)U, et B=V,—-(1+e)U,.
Comme pour tout ne N°, u,>0,ona U, >0. On peut alors écrire pour tout entier n = N +1 :

1—e+is Y Sl+£+£.
U U U

n n n

. . . A . B o . .
Enfin, lim U, =+, donc lim —= lim —=0 et il existe N'e N tels que pour tout entier

n—>+o0 n—>+ooUn n—+eo [J
\ A B . \
nxN', —SSU— et U—Ss.Alors,pourtoutentler n2N,=max(N+IL,N'),ona:
\%
1-2e<—2<1+2e¢.
UVI
) .V ) .
Ceci prouve que lim —*=1,so0it U, ~ V ,autrement dit:
n—>+ooUn n—+oo
Zuk - Z"k
=1 T

3) On pose pour tout ne N :

u, = Lo v, =In(In(n+1))—In(Inn).
nlnn

e Pourtout ne N',onau, >0 et v, >0 (car la fonction In est strictement croissante sur R ).

. PourtoutneN*,vnzln(n+1)—lnn=1n(l+lj etln(1+lj ~ l,donc v, ~ u,.

n nj)no+tepn n—+oo

L. . I ..
e La série harmonique Z— diverge.
n
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On peut donc utiliser le résultat de la question précédente, qui donne : ZMk ~ z V-
k=1 k=1

n—+oo

Or, pour tout ne N, Z”k = H, et par télescopage :
k=1

Zn:vk =Zn:[ln(k+l)—lnk]:1n(n+1)—ln1:1n(n+1).

k=1 k=1

Donc, H, ~ In(n+1) etcomme In(n+1) ~ Inn, on obtient :

n—+oco n—+oco

H, ~ Inn

n—>+oo

4) On pose maintenant pour tout entier n =2 :

u, = et v,=In(In(n+1))—In(Inn).

ninn

. 1 R A s . .
e Pour tout entier n=2, u,=—>0 et v >0 (2 nouveau grace a la stricte croissance de la
n

fonction In sur R’).

e Ona:
vn=1n(1n(n+1))—ln(lnn)=ln(lnn+ln(l+ljj—ln(lnn)
n

=In 1+Lln(1+l) =In 1+L l+ o (lj
Inn n Inn\n n-o+=\n

zln 1+ l =+ (0] l = 1 + 1o) 1
nlnn n-+=\nlnn nlnn n-+=\nlnn

Donc, v, ~ wu,.

n—+oo

¢ Enfin, pour tout entier n =2, on a par télescopage :
Zn:vk = Zn:[ln(ln(k+1))—ln(lnk)] =In(In(n+1))-In(In2).
k=2 k=2

Et lim ln(ln (n+1)) =+ oo donc, la série Zvn diverge et, par comparaison, il en va de méme

n—>+oo

pour la série ZMn .

Ainsi, on peut a nouveau utiliser le résultat de la question 2 pour affirmer que :

n 1 n "
P =2, ;Vk =In(In(n+1))-In(In2).

k=2 n—+oo

Et, avec lim In(Inn)=+0c0 et lim le,ona:
n—+oo no+e  Inn
In(n+1)
In(In(n+1))~In(In2)=1In(Inn)+In = —In(In2)=In(Inn)+ o (In(Inn))
nn n—+o
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k=2
Z;‘klnk no e (lnn)
I1 - Etude de deux exemples
5) Ici, a, =1 pour tout ne N".
a. Ona:
® g =121,
® la suite (a, )neN* est constante donc bornée,
e VneN’, a,=1>0,
e la série zm a, diverge grossierement.
Donc :

La suite (a,) . vérifie bien la propriété (P).

b. Pourtout ne N, A =Zak =21=n et pour tout entier n=2 :

k=1 k=1
1 1 H,
"“nnSk Inn
D’apres la question 3,ona H, ~ Inn etdonc:
n—>+oo

lim b, =1

n—>+oo

5) Ici, a, :l pour tout ne N°.
n

a. Ona:
1
® g =-=121,
1
e Pourtoutne N', O<a, = 1 <1, donc la suite (a,)
n ne
. 1
e VneN, a =—>0,
n
) ) |
¢ la série hramonique Z ,— diverge.
n= n
Donc :

v est bornée,

La suite (a,) . vérifie bien la propriété (P).
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n

; % 1 .
b. Pourtout ne N , A = Zak = ZZ: H, et pour tout entier n>2 :

k=1 k=1

I $ag 1 &1

" InA S A InH SkH,'
1
Ona H, ~ Inn,donc ~ .
n—>-+oo nH n—>+=>pnlnn
o . .. 1
Or, d’apres la question 4, la série z
ninn

1
>0 et
nH nlnn

n

>0, on peut utiliser la question 2 pour conclure que :

= 1 Z": 1
“kH, S kink
Et d’apres la question 4, ) L. In(Inn), donc :
i kInk n—+e

—— ~ In(lnn).
k*lka n—>+oo ( )

De plus, pour tout entier n=>2 :

InH, =ln(lnan" jzln(lnn)+ln(ij.

nn Inn

diverge et, comme pour tout entier n=2, on a

Or, lim ln(H”jzlnle et lim In(lnn)=+ o0, donc ln(H”jz o (In(lnn)), d’ou:

lnn n—+oo lnn n—+oo

InH, ~ In(lnn).

n—>+oo

Finalement ZL ~ InH et b = L L, donc :
o kH nore InH, ‘T kH,
lim b, =1

III - Retour au cas général

7) Soit (a,) . une suite vérifiant la propriété (P) .

a. On a vu dans la question 1 que la suite (A4,) . est strictement croissante et diverge par

hypothese (la série ZM a, diverge). On a alors :

lim A =+oo.

n—>+oo
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De plus, la suite (A,) . est minorée par A =qa, =1, donc pour tout entier n=22, A, _, #0

et:
An An—l + an an
= =1+ .
An—l An—l n—1
. . ._a, . A, .
Comme (a,) . estbornéeet lim A  =+o0,0na lim =0, donc lim =1, soit :
" neN n—+oe n—+e A 5 n—+e A 5
An ~ An—l
n—+oco
. A a, .
On a pour tout entier n =2, 1 =1+ >0 donc on peut écrire :
n—1 n—1
A a
ln( 2 j =In (1 +—2 .
A A
) ) ) a a, a,
Or, on vient de voir que lim ——=0, donc : In (1 + j ~ .
n—+eo A n—>+oo An
n—1 -1 -1
a .. )
Or, A, ~ A _,,donc —~ ~ - etainsi, ona bien:
n—+oo 147I n—+oo 147I
-1

A a
ln n ~ n
(A_ljn—)-%—ooAn

Pour tout entier n>2, on a avec un télescopage :

gln( A ng[ln(Ak)—ln(Ak_l)]=ln(An)—ln(A1).

Akl

Comme lim A =+ ,ona lim In(A, )=+ oo, etdonc, la série anzln[;" j diverge.

n—+oo n—+oo
k-1

A a a . .
Avec ln( . j ~ 2 et A” >0 pour tout ne N, on peut conclure par comparaison de

-+
n—1 : -~ An n

séries a termes positifs que :

L. a, ..
La série ng” diverge.

Ona:

A
® pour tout entier n =2, y >0 et In 2 =In| 1+ it >0 ;
A, A A

n—1
e )
e o ~ Inl—|;
A ot AL

n—1
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a

® Jlasérie Zm ~ diverge.

Toutes les hypotheses de la question 2 sont réunies, donc :

v e Zn:ln{A"J.

in A oS 1

Or, on a vu que iln{j" jzln(An)—ln(Al) ~ 1In(A,) (car lim In(A,)=+e0), donc:

o - n—>+oo n—>+oo

—= In(A ).
k=2 Ak n—+eo ( n)

1 & )
Etavec b, = Za—", on obtient :
InA, 5 A,

n

lim b, =1

n—>+oo

. . (u (g R N
8) Ona u, >0 pourtout ne N, donc u, >0 et la suite (—"j vérifie les mémes hypotheses que
ul neN

n

) ) ) o1 u

la suite (u,) .. De plus, si on trouve une solution (v,) . pour la suite —u,alors v = o |—|,
n’neN n’neN u n no+eol y

1 1

donc v, = o (u,) etcette suite convient pour (un)neN* .

n—+o

C 1
Ainsi, quitte a remplacer u par —u , on peut supposer que u, =1 (et donc que u, =1).
1

Posons pour tout ne N, U, =Y u, .
k=1
Comme la suite (u,) - est strictement positive, la suite (U,), . est strictement croissante et

minorée par U, =u, =1. Ainsi, (U,) _ . eststrictement positive.

Comme la série zn>l u, diverge,onadeplus: lim U, =+oo.

n—>+oo
Considérons alors deux cas.

e Sila suite (u,) - estbornée, alors elle vérifie (P).

un

Posons pour tout ne N', v =—=_. Comme (U,), ., est strictement positive et diverge vers

n

I’infini, la suite (v,), . est bien définie, strictement positiveet v. = o (u,).

n—+oo
De plus, d’apres la question précédente, on a ka ~ In(U,) et lim In(U,)=+00, donc la
= o n—+oo

série z’m v, diverge. La suite (v,) . convient donc.
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® Silasuite (u,) . n’estpas bornée, posons pour tout ne N :
w, =min (Lu,).

Comme la suite (u,) . n’est pas bornée, elle possede une infinité de termes strictement
supérieurs a 1 (sinon O<wu, <1 a partir d’'un certain rang, donc (un)neN* est bornée). Ceci
implique que (w,) . possede une suite extraite dont tous les termes valent 1 et donc que

(w,) _, ne converge pas vers 0 et la série zm w, diverge grossierement.

Ona:
o u,=1donc w,=min(Lu)=1;
O pour tout ne N, 0< w, <1 etla suite (w, )neN* est strictement positive et bornée ;
o Zm w, diverge.

On se retrouve alors dans le cas précédent pour la suite (w,) ., donc en posant pour tout

n
w
neN, W,=> w etv,=—",ona:
P W,

e la série z v diverge.
n2l

Enfin, pour tout ne N',ona O<w <u et v,= o (w,) implique alors que v, = o (u,) et

n—+o n—+oo

la suite (vn)neN* convient.

En définitive, dans les deux cas :

Il existe une suite (v,) . atermes positifs telle que : .
® la série ZM v diverge.

9) Notons R le rayon de convergence de la série enticre Z ax".
n

I

Comme la série anl a, diverge,ona: R<I.

Or, comme la suite (an)neN* est bornée, la suite (anx”)neN* I’est aussi pour tout xe ] -1,1 [, donc
d’apres le lemme d’Abel : R>1.

Finalement, on a R =1, autrement dit :

Le rayon de convergence de la série entiere Z . a,x" est1.
nz




