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Corrigé du DM de n° 4

+o0
1) Soit pe N fixé. Pour tout ne N, on a ‘uw‘ < Z‘uw‘ =, etla série Zocn converge, donc par

p=0 neN
comparaison de séries positives :

La série z

neN

U, p‘ converge pour tout pe N.

2) Pour tout ne N, la série Z‘un p‘ converge par hypothese, donc la série Z u, , est absolument

peN peN
convergente et ainsi :

La série Z u, , converge pour tout n€ N.
peN

De méme, d’apres la question précédente, la série Z‘un p‘ converge pour tout pe N, donc la série

neN

Z u, , est absolument convergente et ainsi :
neN

La série ZMM converge pour tout J2S N.
neN

3) Soit ne N. Comme la série Z u, , converge absolument, on peut écrire :
peN

o un,p‘:ocn.

+ oo + oo
n
=0

=2t S 2
0 p=

p=

Or, par hypothese, la série Z o, converge, donc par comparaison de séries positives :
neN

La série Z o, converge absolument.
neN

De la méme facon, pour tout pe N, on a vu dans la question 1 que la série Zuw converge

neN
absolument, donc on peut écrire :

Alors, pour tout Pe N :
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Or, si les séries z

> >

u, ,| convergent pour tous les entiers p compris entre 0 et P, alors la série

P +o0 P +00 400 + 00
un’p‘zz un’p‘.Deplus, ZZ un,p‘ﬁzz un,p‘ZZan.
p=0 n=0

n=0 p=0 n=0 p=0

+

8

+oo P
.p| | converge et ZZ

neN\ p=0 n=0 p=0

I
(=]

n

Ainsi, pour tout Pe N :

+oo

s, |< S,

p=0 n=0

Comme la série z ‘s p‘ est a termes positifs, on peut conclure que qu’elle converge et ainsi :
peN

La série Z s, converge absolument.
peN

Remarquons que si les séries ZGH et z s, convergent absolument, alors elles convergent et donc
neN peN

les somme S et S' sont bien définies.

4) Or,iciles u, , sont des réels positifs, donc :

+ o0 + o0 + oo + oo
® pourtout ne N, o, =Zun,p =z un,p‘:an et S=26n :Z“n ;
n=0 n=0

p=0 p=0

+o0

+ oo
® pourtout pe N, s, :zun,p :z
n=0 n

s | et.

P

| =

P
Dans la question précédente, on a vu que pour tout Pe N, z

p=0
P
ZSP <S.
p=0

Et comme la série z s, converge (elle converge absolument, ce qui est la méme chose ici), on peut
peN

+ o0
5,1 ZOLn , soit ici :
n=0

+oo

passer a la limite quand P tend vers I’infini dans 1’inégalité précédente. Avec S'= Z s, » ceci donne :

p=0
§'<S.
De la méme fagon, on a pour tout Ne N :
N N +oo +o00 N +o0 400
2.0, S22, =22, <D 2, =S
n=0 n=0 p=0 p=0 n=0 p=0 n=0

Et en passant a la limite quand N tend vers I’infini, ceci donne :
S<S'.

Finalement, on a bien :
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5) a. Les hypotheses initiales de 1’énoncé (la série Z‘un’ p‘ converge pour tout n€ N et la série

peN
+o0
Z z u, p‘ converge) ne portent que sur les |u, p‘ qui sont des réels positifs. On peut donc
neN\ p=0
appliquer le résultat de la question précédente a la famille ( u,, ) , ce qui donne :
’ n,peN
400 +o0 +oo +oo
2 2 [t | = 22 2 s
n=0 p=0 p=0 n=0

b. Soit Ne N.
Comme les séries Z u, , convergent pour tous les entiers n compris entre 0 et N, on peut écrire :
peN
N N +oo +o N
2.0,= 2.2ty =2 D
n=0 n=0 p=0 p=0 n=0
Alors :
N + 00 400 +o0 N +oo [ 4o N + o
[ — —
530, =330, -2 3w, =3 Y, -3, |=[E 3,
n=0 p=0 n=0 p=0 n=0 p=0\_n=0 n=0 p=0 n=N+1
u, p‘ converge pour tout pe N,ona:
neN
Al
s Z SIDHE tp|-
n= p=0n=N+1 p=0|n=N+1 p=0n=N+1
400 400
Or, » u, ,| converge pour tous les entiers n compris entre 0 et
n=0 p=0 peN
N, on peut écrlre :
+ o0 + oo N + 00 + o0
>3 fu,|=X n.p\— IS »> np\—ZZ | =22 %)
p=0n=N+1 p=0\_n=0 =0 p=0 n=0 p=0 n=0 n=0 p=0 n=0 p=0
Ainsi, on a bien :
N 400 400 N +o
1
SEDICAED IS T ED I T
n=0 n=0 p=0 n=0 p=0
N +o + o0 +o00 + o0 N +o
c. Ona lim zz , donc lim ZZu ‘—ZZM ‘ =0 et le théoreme des
N —+eob Uy N >+ n.p np
n=0 p=0 n=0 p=0 n=0 p=0
N +oo
gendarmes permet de conclure que hm S’ —ZGn =0, soit ch = lim ZG =§', ouencore :
N —+oo N =+
n=0 n=0

S=5'
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6) a. Soit ne N.

Une série entiere converge absolument sur son intervalle ouvert de convergence. Ainsi, comme f,
+ oo

est développable en série entiere sur |- R,R|[ avec f,(x)=) a, x” pourtout xe |- R,R| :
p=0

z . p
La série Z‘an’px ‘ converge.
peN

b. Soit xe]—R,R[.

+o0
Pour tout ne N, la série Z ‘an, X0 ‘ converge et la série Z(z a, ,x" U converge.

peN neN\ p=0

Les deux hypotheses des questions 1 a 5 sont respectées, on peut donc affirmer que les séries

+o0 + 00
Zan’px” convergent pour tout pe N, ainsi que les séries Z Zan, X7 | et z a, x" | avec:
neN neN\ p=0 peN \_n=0

+o0 400 +o00 oo

P _ P
2.2.a,,x" =224,

n=0 p=0 p=0 n=0
Ceci implique que :

® Jasérie Z a, , converge pour tout pe N ;
neN

e pourtout xe |- R,R[, la série z f,(x) converge ;
neN

+ oo
® pourtout xe ]— R.R [ , la série Z (z an,px”j converge et :

peN\_n=0

+ o0 +00 +oo +o0 (400 +o0
F(x):zfn(x):ZZan’pxp :Z(zan’l’jx‘b :szxﬁ .
n=0 p=0 n=0 p=0\_n=0 p=0

Tout ceci permet de conclure que :

+ o0
F = z f, est définie et développable en série entiere sur ]— R.,R [, avec pour
n=0

+ o0 +oo
tout xe |- R,R[, F(x)=) b x" avec b, =Y a, , pourtout pe N.
p=0

n=0

7) a. Toutes les fonctions f, sont définies et positives sur R.

1 .. . 1
De plus, pour tout xe€ R,ona f,(x) ~ —;.Comme la série de Riemann Z_z converge, on peut
n—+e p n

conclure que z f,(x) converge absolument. Ainsi :

La série de fonctions z f, converge absolument sur R .
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2
b. Pour tout ne N et tout xe |-1,1[,ona x—ze ]-1.1], donc :
n

n’ n’ k=0 k=0

1+
nz

R NS SN TR B (O )
fn(x)— JER) = Z( j Z 2k+2 X

Ainsi, f, est développable en série entiere sur |—1,1[, avec pour tout xe |—-1,1] :

400 (_ 1)k
f,(x)= Zan,px” ou a,,= n2k+? )
=0 0 quand p=2k+1

quand p =2k

De plus, pour tout xe |—1,1[ et tout ne N, ona x*€[0,1[, donc la série géométrique Z(xz)k

+o0 1
converge (de somme Zx”‘ = ~)et:
k=0 - X
+ oo + oo oo + oo
Iy I S R
n,p - n2k 2k+2 2 ) -2 2"
p=0 k=0 k=0 1 =0 n G- n 1—x

Or, la série des 2—2 converge, donc par comparaison de séries a termes positifs, la série
n

+o0
14
Z( Cln,pX ‘] converge.

neN"\_p=0

Ainsi, les hypotheses de la question précédente sont réunies, ce qui permet de conclure que :

<~ | . .
F:x— z f, (x):z — est développable en série entiere sur ]—1,1[,
= X" +n

avec pour tout xe |—1,1[, F(x):Z(—l)k(Z#jx“ .
k=0

n=l1

1 .
c. Soit ke N. La fonction # - —— est décroissante et continue sur [1,+ oo [ et pour tout ne N
>

n+l
J-+2dktzsziz'
no gt gt

Alors, pour tout Ne N’

N+l dt 1 N
.[1 2k+2 = 1 2k+1 z 2k+2 .
t 2k +1 (N + 1) =n

Et en faisant tendre N vers 1’infini, on obtient :

- 1 1
z 2k+2 2 .
~'n* 2k+1
Ainsi, pour tout x€ R tel que |x| >],ona:

i I x> x .
= p?k+2 2k+1

n=l1
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2k + oo
. , . X . .
Par croissances comparees, lim =+ o0, dOIlC, par comparaison, lim ZW )C2k =+oo et
ko4 Dl 41 k—+oo o +

2k+2

+o0 1
donc la série Y (- 1)* (Z jx” diverge grossierement quand |x|>1.
n

n=l

+oo

. 1
Comme on a vu que la série Y (- 1)* (zmj x** converge quand |x| <1, on peut conclure que :
n

n=1

+o0

. . 1
Le rayon de convergence de la série entiére Z (=D* (ZWJ x* est 1.
n

n=l




