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Corrigé du DM n° 5

Partie I — Réduction des endomorphismes nilpotentes

1) a. Ona C,(x) = Vect(u*(x), ke N), donc :

u(C,(x))=u(Vect (u* (x), ke N)) = Vect (u(u* (x)). ke N)
= Vect(uk“(x), ke N) = Vect(uk (x), ke N*)

Et Vect(uk(x), ke N*) c Vect(uk(x), ke N) , soit u(C,(x)) = C,(x) etainsi :

C,(x) est stable par u.

b. Posons A = {k e N, uf(x)= O} .Comme u” =0, pe A. Ainsi, A est une partie non vide de N° et

donc posséde un plus petit élément, noté p(x)e N".
Comme p(x)e A (c’est le minimum de A), on a u”™’ (x) =0 et pour tout entier k > p(x) :
ub (x)=u"r™ (u””’(x)) =u*""(0)=0.

Ainsi, C,(x) = Vect(u* (x), ke N) = Vect (x, u(x), u*(x), ..., u"""(x),0,0,...), soit :

C,(x)= Vect(x, u(x), u>(x), ..., u””)_l(x))

Montrons que la famille (x, u(x), u*(x), ..., u”(")’l(x)) est libre.
Comme p(x)=minA,ona p(x)—1¢ A, donc u”™™"'(x)#0.

Soit (0, &y, 0t )€ K" tel que :

X + 0 (X) +..+ 0, o u” T () =0 (%)
Notons B ={ke [0, p(x)-1], o, #0}.

On suppose que B est non vide. C’est alors une partie non vide de N*, donc elle posséde un plus petit
élément, min B=me [0, p(x)—1]. Comme m est un minimum, on a me B donc o, #0 et o, =0

pour tout ke [0,m—1] (s’il y a lieu, ¢’est-a-dire si m>1).

p(x)=1-m

La relation (*) devient o, u" (x)+...+ Q p(x)_lu” “1(x) =0 et en lui appliquant u , on obtient :

PO (0, " (X) et 0 ") = 0,1 (0 4 0yt () b 0 PO () = 0.
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p(x)-1

Or, u*(x)=0 pour tout k> p(x), donc o, u (x)=0, ce qui est absurde car o, K #0 et

u”™(x) #0. Ainsi, supposer que B est non vide meéne 2 une absurdité, donc B est vide, ce qui veut

direque =0, =...=Q =0 et onc la famille (x, u(x), u*(x), ..., u”“‘)‘l(x)) est libre.

p(x)-1

Comme elle est génératrice de C, (x), c’est une base de C,(x) et comme elle contient p(x)
vecteurs, on peut conclure que :

dimC, (x) = p(x)

c. Si xe keru avec toujours x#0, ona u(x)=0, donc:

C,(x)=Vect(x) et p(x)=1

d. Ona u”™@"' () #0 et u(u"™"(x))=u"(x)=0, donc u"™"(x)€ keru.

p(x)-1

Avec u (x)e C,(x), ceci donne :

Vect (u”™™(x)) = C, (x) Nkeru .

Soit ze C,(x)Nkeru.Ona z= 0o x+0u(x)+..0,, u""" (x) avec (oco, Oy e (xp(x)_l)e K”™ et :
-1 2 -1
u(z)=u (ocox+ o (x) +...00, o u” (x)) =z =0u(x) + o’ (X) +...+ 00 u” 7 (x)=0.

Comme la famille (x, u(x), u*(x), ..., u"”’_l(x)) est libre, ceci implique que o, =0, =...= O 0

px)-2 =

et donc que xe Vect(u”“‘)‘1 (x)). Ainsi :

C,(x)Nkeru c Vect (u”(")’1 (x)) .

Finalement :

C,(x)Nkeru = Vect (u””"l (x))

2) Ona Imuc E, donc u(Imu)cu(E)=Imu etainsi:

Imu est stable par u.

Si p =1, autrement dit si u est nul, on a Imu ={0}, donc & est un endomorphisme de {0} et on peut

écrire i’ = id{o}

Supposons p =2. Pour tout ye Imu, il existe xe E tel que y=u(x), et:
() =u""(y)=u"" (u(x))=u"(x)=0.

Ainsi, u est nilpotent et si on appelle p son indice de nilpotence,ona p< p—1.

=0=p—1 et u estnilpotent d’indice p—1.
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Comme 1’indice de nilpotence de u est p =2, il existe xe E tel que u”"'(x)#0. Comme p-121,
on peut écrire u”* (u(x))#0 et u(x)e Imu, donc p=p-1.

Finalement, dans tous les cas :

i est nilpotent d’indice p—1.

3) Montrons par récurrence sur pe N que pour tout K-espace vectoriel F de dimension finie et
ue L(F) nilpotent d’indice p, il existe ge N et (xl, s xq)e Fitelque F=C, (x)®..®C, (x,)-
Initialisation :

Pour p=1,ona u=0,donc E=keru.Si (x,...,x,) estune base de E=Kkeru,ona

E=Vect(x,)®...® Vect(x, ).
Or, pour tout ke [[1,n]] ,ona C, (x,)=Vect (xk) d’apres la question 1.c et donc :
E=C,(x)®..®C,(x,).

Ainsi, la propriété est vraie au rang p =1.
Heérédité -

Supposons la propriété vraie 2 un rang pe N . Soit ue€ L(E) nilpotent d’indice p+1.

D’apres la question 2, I’endomorphisme i, induit par u sur Imu , est nilpotent d’indice p, donc

par hypothese de récurrence appliquée a F =Imu et u, il existe ()’1’ s yq)e (Imu)q avec

ge N tel que :
Imu=C;(»)®..0C;(y,).

Pour tout j€ [[1,¢] ettout ke N, u*(y;)e Imu, donc i (y,)=u"(y,) et:
C,(y,)=Vect(i*(y,), ke N)=Vect (u* (y,), ke N)=C,(y,).
Pour tout j€[l,¢],ona y, e Imu doncil existe x; € E tel que y, =u(x;) et:
C,(y;)=Vect(u*(y,). ke N) = Vect (u* (u(x,)). ke N)
= Vect (u(u* (x))). ke N) =u(Veet (u' (x)). ke N) ) =u(C, (x,))
Ainsi :

Imu =éir)lcﬁ(yj)=(ialcu(yj) Zé:‘)lu(Cu(xj)) ZM(é:)lCu(xj))

q
Alors, pour tout xe E, on a u(x)e Imuzu(@lCu(xj)j, donc 1l existe z,ekeru et
i

Zys s 2, € C, (1) X XC, (x,) tel que :

X=Zg+ 7+,

On a vu que dans la question 1.d que pour tout je [[1,q]], C,(x;)Nkeru= Vect(up(x’)_l(xj)),

_ -1
donc Vect(u”("‘) N e " (xq))ckeru.
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Considérons un supplémentaire F de Vect (u” O, e u” )_l(xq)) dans keru.
On a alors z,=w,+w, +..+w, avec w,e F et w,e Vect(up(x")_l(xj))cCu(xj) pour tout
je[Lg]. Ainsi:

x=Zg+tz e, =W Ew AW, gtz =W (g ) e+ (2, ).

Avec z;+w;€ C,(x;) pour tout je [[l,q]].

q
Ceci prouve que xe F +(6‘)l C, (x,.)j et ceci étant vrai pour tout xe E,ona:
j= ’
q
E=F+ @C,(x) |.
J= X

q
Soit maintenant x€ F m(@l C, (x,.))
j= ’

q
Comme xe jC‘ECM(xj), on peut écrire x=w, +...+w, avec w, € C,(x;) pour tout j€[Lg] et,

comme x€ F ckeru,ona u(x)=0, soit u(w,)+...+u(w,)=0.

Or, les Cu(xj) sont stables par u et, comme ils sont en somme directe, on obtient

u(w) =...=u(w,)=0. Ainsi, w,e Cu(xj)mkeru:Vect(up(x’)_l(xj)) pour tout je[lg] et

donc x=w, +...+w, € Vect(u”("‘)_l(xl), s up(x")_l(xq)) .

Finalement, xe F mVect(u””‘)_l(xl), u’t! (xq)) ={0}, donc x=0. Ceci prouve que :
Fm(éCM(xj)]:{O}.

Ainsi :

E= F@(é_‘)lCu(xj)j.

q
Si F={0}, alorsona: E:@lCu(xj).
P

Sinon, considérons (e, ..., e, ) une base de F. On a alors F = @Veot(ei) et comme d’apres la
question 1.c, on a pour tout i€[l,r], Vect(e)=C,(¢) car e;€ F ckeru, on obtient
r r q
F= C@lcu(el.) etainsi: E :(@cu(ei)j@(@cu(xj)j.
i= i= j=

Ainsi, dans les deux cas, E a la forme voulue et donc la propriété est vraie au rang p+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout pe N ", c’est-a-dire :

I existe ge N et X5 X, € E telsque E=C,(x)®..®C,(x,).
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4) Soit E=C,(x)®..®C,(x,).

On a vu dans la question 1.b que pour tout j€[Lg], B, = (up(xf)_l(xj), e (X)), u(x;)), xj) est une
base de C,(x;). Alors, B="B u...UB_ est une base de E adaptée a la décomposition.

k+1

Pour tout je [[1,¢] et tout ke |[O, p(xj)—l]], onau (uk(xj)) =u""'(x;) (valant 0 pour k = p(x,)—1)

010 -0
001 :
donc MB(u)=diag(Nl,...,Nq) avec N;=|: .. 0|€ JVIP(X_)(K) pour tout je [[l,q]].
: o :
00 - --- 0

La matrice ainsi obtenue est de type N et ainsi :

Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est une matrice de type N .

Partie II — Réduction de Jordan

5) (u—A,id,)" estun polyndme en u, donc commute avec u. Alors :

F, = ker[(u —Aid, )" } est stable par u.

Pour tout xe F, =ker[(u—7ukidE )nk}, ona(u, —\id, )" (x)=(u-Nid,)" (x)=0.

Donc (u, —\,id, )" =0 et ainsi :

u, —h,id, est nilpotent.

6) Comme Y, , le polyndme caractéristique de u, est scindé sur K, Sp(u)={A,,..,A,} et n, la

u?’

multiplicité de A, pour tout k e [[1, r]] , on peut écrire :
Xu :H(X _}\’k )”k .
k=1

D’apres le théoreéme de Cayley-Hamilton, %, est annulateur de u, donc ker(y, (1)) =E.

Les A, étant distincts deux & deux, les polyndmes (X —A,)", ..., (X —A,)" sont sans racine réelle

ou complexe commune deux a deux, et le lemme de décomposition des noyaux permet alors
d’écrire :
E =Ker(x, () =ker((u—A,id, )" ) ®..®ker((u-Lid,)" )= F,®..OF,.

Comme les F, sont stables par u, la matrice de u dans toute base B=DB uU...uB adaptée a la

décomposition ci-dessus est diagonale par blocs, de la forme M, (u) = diag (M B w,),....M B (ur)) .

Comme pour tout k€ [L,r], u, —A,id r,_est nilpotent, d’apres la partie I, il existe une base B, de F,
dans laquelle N, =M (u, —M\id, ) estde type N .
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Or, Ny=My u,—N\id,)=My )=\l , donc My )=\l . +N, et dans la base
B=B uU..uB deE ona:
My (u) =diag (M (), ..My (u,))
=diag (MIynr + Ny M Dy +N,)
= diag (Mg M Lyp )+ diag (N, ...,N,)=D+N

ou D:diag(klldimﬁ,...,k I ) est diagonale et N =diag(N,,...,N,) est de type N (car les N,

r*dimF,

le sont). Ainsi :

Il existe bien une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme
D+ N ou D est une matrice diagonale et N est une matrice de type N .




