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Corrigé du DM n° 6

Pour tout i€ {1,2} et tout e Q, ona Z,(m)e{0,1}, donc Z>(®)=Z,(®) et ainsi :

Z'=7Z,.
On aalors Z' =Z, pour tout ke N'.
De plus, si Z, suit une loi de Bernoulli de parametre p,, on a:
E(Z)=p, et V(Z)=p,(-p,).
Enfin, si Z, et Z, sont indépendantes, ona E(Z,Z,)=E(Z)E(Z,)=p,p, .

1) Ona:
D=detA=(Z,+2,)(Z,-2,)+Z2,2,=2-Z; +Z,Z,.

Commeici Z>=Z et Z; =Z,,ona:

D=2-7,+ZZ,.

Avec la linéarité de I’espérance, on obtient E(D)=E(Z,)-E(Z,)+E(Z,Z,), soit :

E(D)=p,—p,+pp,

Ona:
T=tr(A)=Z,+2,+2,-72,=2Z,.

Et a nouveau grice a la linéarité de I’espérance, on a E(T)=2E(Z,), soit :

E(T)=2p,

Pour e Q, ona (Z,(0),Z,(®))=(0,0) ou (1,0) ou (0,1) ou (1,1), donc :

A(m)=A,, ouA , ouA , ouA,

I -1 I 0 2 -1
avec Ay, =0,,A,= 0 1 ,Am:1 1 etA, = Lol

Or, rg(A,,)=0 et rg(A ) =rg(A,,)=rg(A,)=2,donc R(Q) ={0,2} et:

P(R=0)=P(A=A,,)=P(2,=0,Z,=0)

:[%21:O)P(Zz:0):(L_pﬂa_l%)zl_(pf+pz_Pd%)

car Z, et Z, sont indépendantes.

.1 . . . .
Ainsi, ER suit une loi de Bernoulli de parametre p, + p, — p,p, etdonc E(R)=2E (%RJ , SOit :

E(R)=2(p,+p,—p.P>)
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2) Ona:

D*=(Z,-Z,+Z2,) =2} +Z} + 22} -27,7,+ 2727, 27,7}
=Z,+2,+2,72,-22,2,+22,Z,-272,Z,=7,+Z, - Z,Z, '
Et, par linéarité de I’espérance :

E(D*)=E(Z)+E(Z,)-E(Z,Z,)=p,+ P, — P,P, -

Avec la formule de Huygens, V(D)= E(D*)— E(D)*, on obtient :

2
V(D)= p,+p,—pp,— (P — P, +P,P>)

Comme T =2Z,,ona V(T)=4V(Z,), soit :

V(T) = 4p1 (1 - p1)

1 1 . . .
On a V(R)=4E (5 Rj et comme ER suit une loi de Bernoulli de parametre p, + p,—p,p,, on

obtient :

V(R)=4(p1+p2—p1p2)(1—pl _pz+P1p2):4(p1+p2_p1p2)(1_p1)(1_p2)

3) Notons A, 1’éveénement « A est inversible ». On a :

my

A, =(D#0)=(D=0).

Donc, P(Aim,):P((D:O)):l—P(D:O) et d’apres la question 1 :
(D:O):(R:O):(A:Ao,o):(zl =0,Z, :O)

Donc P(A,,)=1-P(Z, =0,Z,=0)=1-(1-p,)1- p,), soit :

P(A,,)=p,+p, = pip;

4) Onavuquel’ona A(Q) :{AO,O, Ay Ay AM} et:

e A, =0, estdiagonale, donc diagonalisable ;

1 -1
diagonaux car elle triangulaire), donc elle est diagonalisable (car ¢’est une matrice 2X2).

1 0
* A, =( j admet deux valeurs propres réelles distinctes, 1 et — 1 (ce sont ses coefficients

1 -1 2 -1
° AM):(O lj et AM:(I Oj admettent toutes les deux (X —1) pour polyndme

caractéristique, donc ne sont pas diagonalisables (si elles 1’étaient, elles seraient semblables a 1,,

donc égales a 1,).
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Ainsi, si on note A, I’événement « A est diagonalisable dans M, (C) ou (et ici) M,(R) »,ona:
Ay, = (A: Ao,o)U(A = Al),l) = (Zl =0,Z7, :O)U(Zl =0,Z,= 1) .

Comme Z,(Q)={0,1},o0na (Z,=0,Z,=0)u(Z =0,Z,=1)=(Z,=0) et donc:

P(A;)=P(Z,=0)=1-p,

5) A, NA,, =«Aestinversible et diagonalisable » et la seule possibilité€ est A, , donc :

P(A, NA,)=P(A=4A,,)=P(Z,=0,Z,=1)=P(Z,=0)P(Z,=1)=(1-p,)p,.

my

Alors :

_ P(Adia mAinv) _ (l_pl)pZ
Ay (Ainv)_ .
P(Adia) 1-p,

Soit :

PAII,-“ (Anv) = p2

6)On a de meme P, (A, )=t i 0An) (o
Ay dia ) — P(AI ) ’ .
PAinv (Adia ) = (1_ pl)pz
Dt P~ PP,

7) Rappelons que Z' =Z, pour tout ke N".

Pour tout ne N :
D, =det(A") = (detA)n =D"= (Zl -Z,+7,Z, )” - (Zj(zl ~Z, )k (lez )n_k .
Pour tout entier k >2,0na:

(z,-2,) = Zk:(lj_jzlf (-2,)" =(-1)"z, + 3 (kj CI AV AEY A

Jj=0

Remarquons que la formule (Z, - Z,)" =(-1)" Z, —(1+ (-1)" )lez +Z, reste vraie pour k =1.
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Alors, pour tout entier k >1,0ona:
(2,-2,) 2,2, =(-1) 22" -(1+(-1)) 2’2, + 272, = (- 1) .2, - (1+(-1)") 2,2, + 2 Z, = 0.

Donc, pour tout entier n>2,0n a:
D, Z( ] ) (zz2,) " =z"z, +2[ ] ) 2z, 4 (2,-2,)

— n k n n n
:lez—i_z(kj(Zl_ZZ) ZIZZ+(ZI_ZZ) :lez-l-(—l) Zz_(1+(_1) )ZIZZ+ZI

Soit :
D,=Z +(-1)"Z,+(-1)" 2z,.
Et la formule reste vraie pour n=1 (D, =D=Z,-Z,+Z,Z, =Z,+(-1) Z, +(-1)’ Z,Z,).
Alors, par linéarité de I’espérance :
E(D,)=EZ)+(-1)"EZ,)+(-1)" E(Z,Z,).

Soit :

E(D,)=p, +(_ 1)n | 2% (_ I)Hl PP,

Soit ne N'. Onavuque A(Q)={A . A, A, A,} et:

e Ay=07=0,,donc tr(Aj))=0;

J (0 d ot 0 d’ou tr(Ay,) =1+(-=1"
Ay = 1 —1) onc Ay, = X (=1)" ou tr(Ay,) =

I -1 . [1ox)y .
* A= 0 1 ,donc A/ = 0 1 d’ou 1r(Ajy) =2 ;

2 -1

* A, =(1 0 ] avec X, =(X —1)*, scindé sur R, donc A, est trigonalisable dans M,(R),
. I x .

semblable a une matrice de la forme (O 1] ; alors, Alf’l est semblable a une matrice de la méme

forme et 1r (A}) =2.

Finalement, T,(Q)={0, 2} avec:

P(A=A0,1)+P(A=ALO) P(A A“) quand n est pair
P.=2) {P(A—ALO)+P(A—AM) quand n est impair
P(2,=0,Z,=1)+P(Z,=1,Z,=0)+P(Z,=1,Z,=1) quand n est pair
:{P(Zl =1,Z,=0)+P(Z,=1,Z,=1) quand n est impair
P(Z,=0,Z,=1)+P(Z,=1) quand n est pair
B {P(Z1 =1) quand 7 est impair
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Soit :

1- + uand 7 est pair
p(r,=2)={ 7P F P4 pair
D quand n est impair

Comme E(T,)=0xP(T,=0)+2xP(T, =2), on obtient :

2(p,+p,— p,p,) quand n est pair
2p, quand n est impair

E(Tn)={

Enfin, pour tout ne N, AJ, =0, et AJ'}, A"y et A, sont inversibles (car A, A, et A, le sont) donc
rg (Ay) =0 et rg (A))) =rg (A") =rg (A") =2. Alors :
E(R)=0xP(R,=0)+2xP(R, =2)=0xP(R, =0)+2x(1-P(R, =0))
=2(1-P(A=Ay,))=2(1-P(Z,=0.Z,=0))=2(1-(1- p)(1- p,))

Soit :

E(R)=2(p,+p,—pp,)

8) Notons B, I’événement : « B est diagonalisable dans M, (R) » et (e, e,, €;) la base canonique
de R’.

A
Remarquons que 1’on peut écrire B = Z,

Soit we Q.
Le plan P=Vect(e,e,) est stable par I'endomorphisme b canoniquement associé a B(®), et la
matrice dans la base (el, ez) de I’endomorphisme induit par b sur P est A(®). Alors, si B(®) est
diagonalisable (i.e. we B, ), A(w) I’est aussi (i.e. we A, ), donc:
B, cA,.-
Ona:
A=A N (Z,=0)]U[ A, N (Z,=1)].

Et I’'union est disjointe car (Z, =0) et (Z, =1) sont incompatibles.

De plus, d’apres la question 4, ona A,, =(Z,=0), donc A,, =(Z,=0,Z,=0)U(Z, =0,Z,=1) et
ainsi :

A, ={we Q, B(we{B, B,, B, B,}}

avece ©

=0,, qui est diagonalisable (car diagonale !) ;

[ ]

™

1l
o O O
o O O
o O O
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Ainsi :

1 0 O

B,=|1 -1 0/, qui est diagonalisable car elle est triangulaire inférieure et tous ses
0 0 O

coefficients diagonaux (donc ses valeurs propres) sont distincts deux a deux ;
0 01

B,=|0 0 1|, quiest diagonalisable, car dimker B, =dim Vect(e,e,)=2 et 1 est valeur
0 01

propre simple, donc dimker (B, —1,) =1, et ainsi, dimker B, +dimker (B, —1,)=3 ;

b

1 0 1
B,=|1 -1 1], quin’estpas diagonalisable, car on a Xs, = (X _1)XA0,1 =(X-D*(X +1) et
0 0 1
0 0 1
rg(B,—1,)=rg|1 =2 1|=2 (deux colonnes proportionnelles et deux colonnes non
0 0 O

proportionnelles), donc dimker(B, —1,)=3-1<2.

Bdia {(DE Q’ B((X))E {Bl’ BZ’ B3}}
(2,=0,2,=0,2Z,=0)U(Z,=0,Z,=1,Z, =0)U(Z,=0,Z, =0,Z, =1)
(Z1 =0,7, =0)LJ(Z1 =0,Z,=0,Z,=1)

Et comme 'union est disjointe et les variables Z,, Z, et Z, sont indépendantes :

Soit :

P(B,,)=P(Z =0,Z,=0)+P(Z,=0,Z,=0,Z, =1)
=P(Z,=0)P(Z,=0)+P(Z,=0)P(Z,=0)P(Z,=1)
={-p)d-py)+dA-p)1—p,)p,

P(Bdia ) =(-p)d-p,p;)

9) Comme indiqué, on note p, ; = P(Z, =i,Z, = j) pour tous i, je {0,1}.

On a alors :

(z,=0)=P(2,=0,Z,=0)+P(Z,=0,Z,=1) 1= p, = Ppoo+ Do,
(z,=1)=P(2,=1,Z,=0)+P(Z,=1,Z, =1) o Pi=Dio+ Dy
P(Z,=0)=P(2,=0,Z,=0)+P(Z,=1,Z,=0) 1=p,=poo* Py
(z,=1)=P(2,=0,Z,=1)+P(Z,=1,Z,=1) Py = Doyt Py
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Ce qui donne :

Poo = l-p—p,+ P
pl,() =D - pl,l
Po1= Py~ Py

Or, Z, et Z, suivent toujours une loi de Bernoulli, donc onaencore D=2, -Z,+Z,Z, et:
E(D)=E(Z)-E(Z,)+E(ZZ,)=p,—p,+E(ZZ,).
Or, on suppose ici que I’on a encore E(D)= p, — p, + p,p,,donc :
E(ZZ,)=p,p,.

Or, Z,Z,(€©)={0,1} avec P(ZZ,=1)=P(Z =1,Z,=1)=p,, (car si I'une ou l'autre des deux

variables vaut 0, le produit aussi). Donc, Z,Z, suit une loi de Bernoulli de parametre p, | et:

E(Z,Z,)=p,.
On adonc p,, = p,p,, ce qui donne :
Poo =1=p =P+ pp,=1-p)1-p,) P(Zl =0,Z, :0): P(Zl :O)P(Zz :O)
Pio =P PPy = pi(1=p,) o |P(Z=12,=0)=P(Z,=1)P(2,=0)
Pos =P, = PP, =1=p)p, P(Z,=0,Z,=1)=P(Z,=0)P(Z, =1)
P =PiP; P(Z,=1,2,=1)=P(Z =1)P(Z,=1)

Et ainsi :

Z, et Z, sont indépendantes.

10) Onaici Z(Q)=Z,(Q)=N" avec pour i€ {l,2} ettout ne N', P(Z,=n)=(1-p,)"" p,, avec
Z, et Z, indépendantes.

On a toujours D=detA=Z’-Z+ZZ,,donc:
E(D)=E(Z’)-E(Z})+E(ZZ,)
=(E(Z})-EZ)))+EZ) -(E(Z})-E(Z,)*)-E(Z,)’ + E(Z)E(Z,)
=V(Z)+E(Z) -V(Z,)-E(Z,)’ + E(Z)E(Z,)

Soit :

E(D) = 2p22 _2p12 _plgzszfpz + DD,
Py Dy
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On a toujours T =tr(A)=2Z,,donc E(T)=2E(Z,), soit :

ET)=2

P

Remarquons que si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on a :

2
a-b’+ab=0 & (a+%bj :%b2 & Zab+b:\/§'

Ceci est impossible car +/5 n’est pas rationnel, donc a® —b* +ab # 0 pour tous a,be N".

Ceci veut dire que pour tout we Q, D(w) #0, donc A(®) est inversible, soit R(w) =2 et ainsi, R
est constante et vaut toujours 2, d’ou :

E(R)=2

En gardant la notation de la question 3 et avec D(®) # 0 pour tout ®e ., on a immédiatement :

P(A )=1

mv

Soit we Q.Ona:
X =X —2Z ()X +Z(0)— Z,(®) + Z,(®) Z, (®)
= (X = Z,(0))" = Z,(0)(Z,(©) - Z, ()
Trois cas se présentent.
e Si Z,(w)>Z(w), alors ¥, admet deux racines réelles distinctes, donc la matrice A(®) est

diagonalisable dans M, (R).

e Si Z,(w)<Z (w), alors % Aw) admet deux racines complexes, non réelles, distinctes, donc la
matrice A(®) est diagonalisable dans M, (C) et pas dans M,(R).

. (Za
e SiZ,(w)=Z(w)=a,alors A(®) =
a

] =aA,, eton a vu dans la question 4 que A, n’est

diagonalisable dans M,(C) (donc dans M, (R) non plus). Ainsi, A(®) n’est diagonalisable ni
dans M, (C), ni dans M, (R).

Notons A} (resp. A, )I’événement : « A est diagonalisable dans M, (C) (resp. M,(R)) ».
On a alors :
P(AL)=P(Z,%2) et P(A;,)=P(Z,<Z,).

Calculons ces deux probabilités.
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Ona:

P(Zz;tZl):l—P(Zz:ZI)zl—ZP(Zl:n,22:n)zl—ZP(len)P(Zzzn)
n=1 n=1
= l_z(l_p1)n_lpl(l_pz)n_lpz = 1_p1pzz[(1_P1)(l_pz)]n_l
n=l1 n=l1
=1-p,p, > [(1=p)(1-p,)]" (en posantk =n—1)
k=0
1= pp, 1 . PP _Ptp—2pp,
I-d-p)1-p,) Pyt D — DDy Pt P — DD
Et:
P(ZZ<ZI)=ZP(ZI>n,ZZ:n):ZP(Zl>n)P(22=n):Z(1—pl)”(l—p2)"_1p2
n=1 n=l n=l1
< n- 1 P> = P\ Ps
=(1-p)p, Y [A=p)A=p)]~ =A=p)p =——h
1 2;[ 1 2 V== p)d=p) P+ PP
Ainsi :

P(A;cm):p2+pl—2plpz et P(AZ)=—L2 PP

Pyt D~ DDy Pyt P —Dip,




