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Corrigé du DM n° 7

Partie I - Convergence d’une suite

m

Q1. Pour tout me N, la fonction > (1—£>)? est continue sur [0,1], donc I, est bien définie.

De plus :

m+1 m+1

L=, Zj;(l—fz)zdt—j;(l—tz)r;dt=j;{(l—t2)2 —(1—t2)th

| m 1 L | 1 5 r*
=| -2 (V1= =1)dt=| (1-1*)? ———dt=—| (1-1*)? ——dt
J-O ( ) ~[0 1—t2 +1 '[0 1—t2+1
m 2

Comme la fonction ¢ > (1-1°)2 t—2 est positive sur [0,1],ona I, —1, <0 etdonc:
-7 +1

La suite (/,) . est bien décroissante.

Q2. Soit me N. Par intégration par parties, on obtient :

m+2 m

Lo,=[ a=r) > di=[ a-r)"ar
{(l_ﬁ)?ﬂtl _jol(%ﬂj(— 2t)(1—t2)%tdt
=(m+2)j;t2(1—t2)r;dt:(m+2).[01(t2 CLeD-) 2 di
:(m+2)j;(1—t2)l;dt—(m+2)_[;(1—t2)(1—t2)l;dt

:(m+2)j;(l—t2)y;dt—(m+2)_[01(1—t2)r;+1dt

Donc, I,,,=(m+2)] —(m+2)I ce qui donne pour tout me N :

m+2 °

:m+21
m+3

m+2 m

m

Q3. Pour tout me N, la fonction 7 (1-£*)? est continue et positive sur [0,1], donc I, >0 et si

on avait I, =0, alors la fonction ¢ > (1—¢*)2 serait nulle sur [0,1], ce qui n’est pas.

Donc, pour tout me N :
I >0.

m
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Alors, pour tout ne N",ona I,, #0 et I,,_, #0, et on peut écrire :

1., 2n+2 ot 1, 2n+l1
I, 2n+3 I, 2n+2’

Donc, par télescopage pour n=>2 :

n—1

(2(k+1))

_ S Ly ﬁ =l 2" p!
- n—1
et Ly ka (2k+3) 5><7><...><(2n+1)
k=
3@y _ 3 S (n) 32" 3 Non
2 2n+1)! 2(2n+1) (2n)‘ 2(2n+1) (2'1) 22n+1) 2a,,
n
Et:
n—1
= 1 2k +1 (2k+1) (2n)! a
L, Ly k:l n): n.n
I, H L, Q2k+2 27l 22 )’ on
Donc :

3 o a,,

L,=—"—~""1, et I, =4
' 22n+1) 2a,, 1 2n

J2(2) 1 3 A2
Comme a“:? {

vraie pour n=1.

1.

a ) )
=4—L =1 et les relations ci-dessus restent

=——=,0na ————
22 22+ 2aq, 2

De plus , avec le changement de variable ¢ =sinu dans la premiere intégrale, on a :

Il:J-I\/l—tza,’t:J-mxll—sinzucosua’u=J-m2cos2udu=l.|’m(1+cos2u)a,’u=E
0 0 0 270 4
£l 2

j(l £2)dt = 51 =3

0

Donc, pour tout ne N

Jon a

I, =—— et I, ,=——a
2n 2(2]’1 +1)an,n 2n—1 \/Z n,n

Q4. Comme la suite (7,)  est décroissante, on a pour tout ne N', on a I, <I, <I, , et

comme /, >0, on peut écrire :

meN

1
Ona =2 =

2n

2n+1
2n

d’apres la question Q2, et d’apres la question précédente :

I

2n+1
-l = a’ .
I n
2n
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Alors :
pen 2t 2ntl o 2 o o)
n ’ 2n 2n+1 ’
Soit pour tout ne N* :
1 2
<27a,, <1
1 >
I+—
2n
. N2n (2n , : .
QS. Comme pour tout ne N ,ona q,, = ST >0, I’encadrement ci-dessus se récrit :
n
S
1 V21 ’ 2n
I+—
2n
Et comme lim =1, le théoreme des gendarmes permet de conclure que :
1+ x
2n
lima = 1
n—o+oe \/ﬁ
D’apres la question Q2 et ce qui précede :
;= \2n \2n
£ N T T
22n+1Da,, "=t 2(2n)i
\2T
Soit :
1 |n
1 ~ = |=
21 st 2 \/;
Partie II - Calcul d’une intégrale de Gauss
. Y
Q6. Pour tout ne N, la fonction 7 — (1——] est continue sur [O,\/; ], donc J, est bien définie

n

et avec le changement de variable u = ,ona:

t

Jn

5= =S d= [ a—wyndu=n [ =y du=n1,,.
0 n 0 0

) 1 / ) )
Or, d’apres la question QS, 1,, ~ — ki ,donc lim \/;IZ,Z :ﬂ, soit :
n

n— 4o 2 n—+oo 2

N

o converge avec nlier J, = T

La suite (J,)
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2 2

. . t t
Q7. Soit te R, . Pour tout entier n>t*,ona 0<—<1 (et 1-—>0)et OSt<\/Z,d0nc:
n n
2 2
t2 n nln[l—%] n[—t;-*-n;tw(%)] —I‘2+ o ()
u,)={1-—| =e =e =e "7
n

. . . 42
Ainsi, lim u, (t)=¢" etdonc:
n—>+oo

. . . - 2
La suite (u,) . converge simplement sur R, vers la fonction 7+ e’
neN +

Q8. La fonction exponentielle est convexe sur R, donc sa courbe représentative est au-dessus de la
tangente au point d’abscisse 0, qui admet pour équation y =x+1, donc pour tout xe R, on a:

l1+x<e”

2 2 I

. . N t " . t
En appliquant le résultat 8 x=—— pour ne N et € [0,\/;], on obtient 0<1-—<e " et
n n

en élevant a la puissance n (tout est positif) :

2 .
os(l__j <ot
n

Ceci donne 0<u, (1) < e pour tout te [0,\/; ] , et cet encadrement reste vrai quand ¢ > \/;

car alors u,(t)=0. Ainsi, pour tout ne N" et tout r€ R, :

0<u (<e"

12

Q9. La fonction t— e 2 est continue sur R.

2

De plus, e2= o (1

t—+oeo| 2

t

X

N 1 . o X
ete 2= o , car par croissances comparées, lim Xe * =0.
X

t——oo tz —+oo

+oo (t dt
Comme I — et I — convergent, alors :
t -t

12

1 o+ -5
K :—j_ e 2dt converge.

l2

. . , +oo _42 T .
Pour les mémes raisons, ’intégrale .[ , ¢ "dt et converge et comme ¢ +> e 2 est paire sur R,

t
on a, avec le changement de variable u =— :
¢ 72
[P 2 e D 2 e 2 e
K=—I_me 2a,’t=—J-0 e 2dt=—J- e 2 du= IO e"du.

Vo Vam o Jn
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D’autre part, d’apres les deux questions précédentes, on a :

. . . — 2 . .
e lasuite (u,) converge simplement sur R, vers la fonction # > e™" , qui est continue

neN"
par morceaux sur R+ 5

* .
e pourtout ne N , u, estcontinue par morceaux sur R, ,

12

* — - 2 .
® pourtout ne N ettout re R,,ona |un (t)| <e " ett>e " est continue par morceaux

et intégrable sur R, .
D’apres le théoreme de convergence dominée, u, est intégrable sur R, pour tout ne N et :
. + o0 + o0 —ﬁ
lim [, (dr=[ "e"dr.
n—+od 0 0

Or, pour tout ne N* :
+oo0 $; ﬁ "
[ u@ar=] [1_7j di=1J .

Et d’apres la question Q6,ona lim J, = —n, donc :

n—+oo 2
+ oo 2 TC
J- e’ dt=£.
0 2
2 e _p . .
Avec K =—j e " du, on obtient finalement :
\/E 0
K=1

Partie III - Calcul d’une majoration

1- — .. ) -
Q10. Pour xe O,l ,ona X >0, donc In l_x est défini et si on pose g(x)=2x+In l_x ,
2 1+x 1+x 1+x
on a I=x =e ™ Ainsi :
1+x
Il existe bien une fonction g:x+> 2x+In G_—xj définie sur
+Xx

0,l et telle que pour tout xe 0,l , 1_—x:e‘2x+8u>.
2 2] 1+x

. 1 .
La fonction g est de classe C' sur [0,5} en tant que somme de telles fonctions et pour tout

xe{O,l},ona:
2
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1 )
Alors, pour tout xe |0,—|, on a > 5 et comme la fonction x> — est
2 X x —1 x —1

décroissante sur {O,%} (et vaut—2 en O et —% en % ), on obtient, pour tout xe } O,E} :

Alors, — §x2 <g'x)<- 2x% sur } 0,%} et comme g '(0) =0, I’encadrement reste vrai en 0.
Comme g est de classe C' sur [0,%} ,0n a j:g '(t)dt = g(x)— g(0) = g(x) et par croissance

de I’intégrale, on obtient pour tout xe [0,5} :

8~ 2 o * 2 8 ;3 2,
—gjotdtéjog(t)dtS—ZJ-Otdt = —gx Sg(x)é—gx.

Ceci permet de conclure que pour tout xe€ {O,E} :

Ig(X)Ing3

Q11. Pour tout ne N" et tout ke |In+1, Zn]] ,on a d’une part :

J2n (an (2n)!

a, 2\ k) k@n-k)!  nn!

a _\/Z(sz @n)! T k2n-k)!

n,n
p2n+l nln!

Et d’autre part :

Eten posant j=n—i au numérateur et j=n+i au dénominateur, on obtient :

k-n-1 i nl
1_7 n_l " n . B ——
Hi:l ( nsz—Hj—zn—k‘Fl‘]XE_Hj—Zn—kH‘] _ (@2n-k)! _ nln!
— j - = - T R T T AYE
1. I(HZJ EOTT R TTd b K'(2n—k)!
i= n .

Et ainsi, on a bien pour tout ne N’ et tout ke [[n +1, Zn]] :

k=n-1 i
(-]
ak,n _ = n XE

1

-—— :
“o T1 l(”nj

Remarquons que [’expression de droite n’est pas bien définie pour k =n+1 ...
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Q12. Soit ke N tel que n+1£k£37n+1.

Si n>2, on aalors 3711_'_ 1<2n,donc ke [n+1,2n] et d’apres la question précédente :

ﬁ _ n k—n—1 1_;
- i=1 ;
an,n k 1+i
n
1 -n—-1 _1
Or, k—n—lSS—n+1—n—1=2, donc pour tout ie [[l,k—n—l]], on a —SLS k=n <— et
2 2 n n n 2
on peut utiliser la question Q10 :
. . . . k—n-1 i Zk—/x—l
a, n k—n—1 —Ziﬂi&] n k—n—1 g(ij et 22 p X g(;) a2
——=—X e =—X e X e "=—Xe™ Xe = .
Pl | 1 [1. p
2k—n—l 1 k—n—1 l
Comme —— z i=——(k—n—1)(k—n), on obtient en posant b, , = z g(—j :
n o n i= n
an,n
3 3
1 -n-1
De plus, pour tout i e [[1,k—n—1]], g(ij S§(ij _§(k n j , donc :
n 9\ n 9 n
&R (i) 8 (k-n—-1Y 8(k-n-1) 8 (k—n-1)*
‘bk’n:z(g—SZg—S — =— =— 3 .
Py n Py n = 9 n 9 n 9 n
) a a 1 Lhmn-k-ny 1
Pour n=1, si 2SkS§+1, ona k=2,donc =2="2L=" ¢t E><.e PR =—, donc en
2 a,, a, 2 k 2
a 1 2-2-1)*
posant b, =0, on a —%=—xe"™ xe’ avec ‘bﬂ‘:O:ﬁ%, donc le résultat reste
’ a, 2 ’ 9 1
valable.

Ainsi, pour tout ke N tel que n+1<k S%Q+1 :

N g —keneiEen)
=—Xe"" Xe "
k

8 (k_n_1)4 ak,n
6 3 et
n a

n,n

Il existe bien b, , € R tel que ‘b,m‘ <

Partie IV - Vers le théoreme de Moivre-Laplace

Q13. Soit ne N".

. . o . 1
La variable X, suit une loi binomiale de parametres 2n et > donc X, ()= [[0, 2n]], et pour

2
tout ke [[O,Zn]], P(X, =k)=( kn] 21’1 )
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2X —-2n
Avec Z =—2%2—— o0na:
" \2n
2k —2n 2
Z(Q)=9——,ke||0,2n||p=y——=—=1Jj, je|—n.n|;.
@={222 ke 02l = {2 je-nal]

De plus, pour tout je|—n,n|, | Z =——j |=(X,=j+n), donc:
plus, p je[-n.n] ( @Jj (X, =j+n)

2n 1
j+n 2

Zn(Q)z{%j, je [[— n,n]]} avec pour tout je [[— n,n]], P(Zn = \/i_ jj
n n

On a E(Xn):2nl:n et V(Xn)=2nl 1—l =£,donc:
2 2 2) 2

2
E(Z)=E E(X )-

2X 2nj:

J2n

2X —2n 2 Y
V(Z)=E| Z2n - V(X
“) (Jz_j(w_j )

Soit :

E(Z)=0 et V(Z,)=1.

2n —
Q14. Pour ne N, notons Jn=UJkn avec pour tout k € [[0,2n], tkn:Z(k n) et:
i " o
; {t o1 {{%—1—2;1 2k+1—2n[
k,n k.,n M’ k.n \/% m ’ m :

4 4
On considere ici n=2, donc J, :UJk,2 :U{k—%,k—%[ et pour tout ke [[0,4] et tout

k=0 k=0
471 1(4 .
teJ,,,ona h(t)=P(X,=k)= . ?:E . , soit pour tout 7€ R :

0 quand t<—§

— quand f€

| —

— quand te
6 q

hz(t) =k

— quand fe€

1

N= N|lw v
N = oW

— quand f€

DWW |-

1 N =

O oW

— quand te
6 q

5
0 quand t>—
d 2
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On obtient la courbe :

0.4
0.3
. o) o o
0.2
0.1
e—--0 *—20
-4 -3 -2 10 1 2 3 4

Q15. Soit ne N".

J?”P(X =k):*/E ! (2"]20 et

Pour tout ke€[0,2n] et tout reJ,,, on a h,(1)= 2 2| k

2n 2n
h (t)=0 quand t¢ J, = UJk,n ,donc h (t) est maximal quand [ . j Iest.

k=0

Or, pour tout k e |IO, 2n—1]], ona:

2n B 2n) (2n)! _ @m  @n)!C2n-k)  Cnm)lk+1)
k+1 k _(k+l)!(2n—k—l)! k!(2n—k)!_(k+l)!(2n—k)! (k+1D)!2n—-k)!
S L) LSS S T V8
(k+1D!2n—-k)!
Donc :
(2;1) (2;1) 1.
° < quand k <n——,soit k<n-—1;
k k+1 2
(2;1) (2;1) 1.
° > quand k >n——, soit k >n.
k k+1 2

. 2n : : : .
Ceci implique que la suite (( D est croissante jusqu’au rang n, puis décroissante
ke[[0,2n]

2n
ensuite, donc que ( ) j est maximal quand k =n.

2

o 2n) 1 2n) 1
Ainsi, pour tout te R, h (1) < Py avec h (t)= > quand 7€ J,, etdonc:
n n

: . 2n) 1 . .
h, possede un maximum sur R, qui vaut ( ]F , atteint en tout pointde J, .
N :
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Q16.

Q17.

Soit xe R

2n
Pour tout ne N', J, =( JJ,, :{—\/ﬂ—

k=0

1 1

. 1 o s .
Comme lim (\/ 2n + j =+co, il existe un rang n,€ N tel que pour tout entier n>n,, on

sl on

ait v2n + >x. Comme x>0 (et —/2n—

1 1 . . .
<0 pour tout ne N ), ceci veut dire que
\2n \2n
pour tout entier n>n,, xe J, etdonc qu’il existe k, € [0,2n], xe J, .

Ainsi :

Il existe bien n,e N tel que pour tout entier n > ny, Il existe &, € [0,2n], xe J, .

On a alors pour tout entier n2n,, xe J, , soit:

& X—

l‘k,X N -

<x<t, .+ <t ,Sx+

I I I
2n V2n Von

2n

n—+oo n—+o

1 1
Comme Ilim|x————|= lim | x+—|=x, le théoreme des gendarmes permet de
( Jznj ( Jznj ¢ P

conclure que lim ¢, , =x etcomme x # 0, on peut écrire :

n—+oo

L, , ~ X
T n—>+oeo
2(k, —n fN2m
Onat = (%, ),donckn—n:k”’— et ainsi :

x2n
k —n ~

" n—>+oo 2

. k k —-n tk n V 21’1 tk n x . k . ]
El’lfln, _n _1 =_n = X = n ~ R dOnC llm _n_ 1 — 111'1'1 — 0 , soit
n n 2n N2n e\ 2n n—+eo\ p n—+e [2p

.k ..
lim -2 =1 et ainsi :
n—+e p

n—>+oo

Soit ne N". On a pour tout k€ [[0,2n], 7, € J,, donc:

J2n _N2n 1 (2n) 2n(2n
2 2 22n k 22n+1 k :

hn (tk,n) = ak,n

hn (tk,n) =

P(X,=k)

Soit :
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. *
Prenons dans un premier temps x€ R, .

D’apres la question Q16, pour tout k € [[0, 2n]] , il existe n,€ N tel que pour tout entier n > n,,

Il existe k, € [0, 2n]] , XE kan , donc :

h,(x)=h,t, )=a,,.

. x\2n . . .
Onaaussi kK, —n ~ T donc a partir d’un certain rang :

n—+oo

Comme lim — =400 et —= 0
note ) 2 2 nodte

x2n 1 x2n 1 (

g+lj, on a ISkn—nSg+l pour n assez

. 3n . . . .
grand, soit n+1<k < 7+ 1. On peut donc utiliser le résultat de la question QS, autrement dit,

il existe b, , € R tel que:

a Yk, —n1)(k, -n o
ko _ U B g a7 ‘bk n <8k, 'ﬁ 1)
an,n kn " 9 n
4
) 2 4 2
Toujours avec (k, -n-1*" ~ N _ X0 ,ona:
n—+oo 2 4
8 (k,—n=1)" 81 x'n® _2x"
9 n° o= 9x’ 4 9np
.. 8k, —n-1" .
Ainsi, lim ngo et par comparaison :
n—+oo n
lim b, =0.
. xN2n
De plus, avec une fois de plus k, —n  ~ ,ona

n—+oo 2

2 2
Lk, =Dk, -m) -~ —1(" 2”] =L
n

n—+eo  p 2

Enfin, avec k, ~ n,ona:

n—+oo

lim 2 =1.
n—+e pn
On adonc :
Xz X2
. k. oL 5 _ 5
lim “=1xe’xe 2 =e 2.
n—+o ann

D’apres la question Q12,0ona lim q,, = , donc :

1
T

2
a 1_%

k .n

lima, = lim a = e
n—+oo ko n—o+oe N a 1/275

n,n
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Ainsi, avec h,(x) =a, ,,on obtient :

lim A (x)= L7

n—>+oo

2]

Soit maintenant xe R _.

. 1 o . .
Comme lim (— N2n — j: — oo, il existe un rang n,€ N tel que pour tout entier n >n,,

sl on

on ait —v2n — < x, et comme dans la question Q16, il existe k, € [[O, Zn]] , X€E kan .

1
J2n
1 2(k, —n) 1

Toujours comme plus haut, on a alors pour tout entier n=>n,, x— < <x+
’ \2n \2n \2n

x\2n .k
etdonc, k, —n ~ et lim —=1. On montre alors comme pour x>0, que :

n—+oo 2 n—+e p

1 1 .
Enfin, pour x=0,0na xe J, =|——=—,—=—| pourtout ne N et h (x)=a,,,h donc:
P ’ { \N2n \/Zn{p ’

lim A (x)= lim a,,=—F=—= e

e e = T on

X2

e 2 ,etdonc:

Finalement, pour tout xe R, lim A (x)=
n—>+oo

1
J2n

La suite de fonctions (A )WGN* converge simplement sur R vers la fonction x

n




