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Corrigé du DS n° 6
Quelques résultats préliminaires
Onprend A=(q, ), , € S,(R).
Xl n n T
1. Pourtout X =| i |e M, (R),ona AX =(Zal,jxj Zan,jxj] et:
j=1 j=1

X
n

XTAX = ixi (iai,/‘xjj = izn:ai,jxixj
i=1 j=1

i=l j=I

2. Soit Ae Sp(A) une valeur propre réelle ou complexe de A et Ze M, (C) un vecteur propre associé.
Ona AZ =\Z , donc d’une part :

ZTAZ=)\Z"Z.
Et d’autre part, E:x_z, soit, avec A réelle, AZ=AZ =M\Z et donc ZTAT =ZTA=XZ_T, car A est
symétrique, ce qui permet d’écrire :

Z'AZ=)\Z"Z.

Ainsi, AZ'Z=MZ"Z. Or, si Z=(z, - z,)', on a ZTZZZZZ,:Z]ZZ-Z’ donc Z'Z#0 car Z#0 et
i=1 i=1

ainsi, A= A et donc, les valeurs propres de A sont toutes réelles.

De plus, pour Ae Sp(A) et X € M, (R) un vecteur propre associé, on a :
XTAX = XTX)=AX"X = | X| 0.

La norme est ici la norme canonique de R". Comme X #0, on a ||X ||2 >0 etdonc A=>0.

Finalement :

Les valeurs propres de A sont des réels positifs ou nuls.

On prend f :[a,b]x[c,d] > R continue.
3. Ici, x est fixé dans [a,b] , donc [a,x] c [a,b]. Comme fest continue sur [a,b]x[c,d]
* Pour tout u € [a,x], Papplication > f(u,t) est continue sur [c,d].
* Pour tout 7€ [c,d], I'application u > f(u,t) est continue, donc continue par morceaux, sur [a, x].

e Comme [a,b]x[c,d] est une partie fermée et bornée, donc compacte, de R”, la continuité de f

permet d’affirmer qu’il existe une réel M >0 tel que pour tout (u,7)€ [a,b]x[c,d], f(u,t)| <M, et

la fonction 7> M est continue et intégrable sur [a, x].
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Ces trois hypotheses permettent alors de conclure que :

t Q(x,1) = J-X f(u,t)du est bien définie et continue sur [c,d].

4. Pour tout xe [a,b] , on pose Y(x)= jd O(x,t)dt.

e Pour tout xe[a,b], t+>@(x,1) est continue, donc continue par morceaux, sur [c,d]| (d’apres la
question précédente) et intégrable sur ce méme segment.

e Pour tout € [c,d], x> @Q(x,1) :.[xf(u,t) du est de classe C' sur [a,b], car c’est une primitive de

x> f(x,t) sur ce segment.

0 ) )
e Pourtout xe [a,b] , T a—(p(x,t) = f(x,t) est continue, donc continue par morceaux, sur [c, d ]
X

e On a vu que pour tout (x,7)e [a,b]x[c,d], on a :|f(x,t)| <M et la fonction t+—> M est

%;p(%l)

continue et intégrable sur [c,d ]

Alors :

. d | d 8(p d
La fonction y: x J- @(x,1)dt estde classe C' sur [a,b], avec Y': x > .[ a—(x, 1) dt :j f(x,0)dt.
C c x C

5. Comme W est de classe C' sur [a,b], on peut écrire, pour tout x€ [a,b] :

J, vwdu=y@-va.
Or, d’apres la question précédente :
X X d
[wadu=] (j f(u,t)dt)du :
Et, par définition de y, on a :
d d

() —y(@ = [ otnndi~ [ gtandi = (j:f(u,t)du)dt—jjoozz:j (j:f(u,t)du)dz.

Ainsi, pour tout x€ [a,b] :

([ reunar)au=["(]" rondu)ar
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6. Soit ne N".Ona:

$,00-["] funanae === g )= [ ] oty v

k=0 (=0

=
|
—

,t/)—jj(jjf(u,z)dt)du
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Alors, avec I'inégalité triangulaire (pour sommes et intégrales), on peut écrire :

n—1 n-1

ZZ[L (I:H|f(uk,t€)—f(u,t)|dt)du}.

k=0 (=0

S (f)- jjf(u 1) dtdu| <

Et avec la condition £, on a, pour tous k, /€ [0,n—1] |f(uk,t(,)—f(u,t)| <M (|uk —u|+|t/ —t|), d’ou :

J‘ukl(j | f 1) = fu, t)|dt) M<I ( tHM(|”k_”| + _t|)dt)

Et :

A R e T U ) el N | R A
:M(tm—tﬂ)jukl(“ u, du+Mj l[l }

Uy 2
1 1 U1
=M(t/+1—t/){2 U—u, } +M{2 2 } du)

1
:M(tm_tz)[ Up g — Uy }"'M[z L :luk+1_uk)

e BT CSI &S

=w| >

avec K=%(b—a)2(d—c)+%(b—a)(d—c)2.
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Alors :

n—ln—lK n—1 K K K
<D =)= —3 =—.

k=0 (=0 1 k=0 N n

S, [" raundrdu

K
<— et comme
n

Ainsi, il existe une constante K >0 telle que pour tout ne N,

SN[ [" rawndrdu

K Lo
————-—0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :

n

Tim S, (£) =" [ 1) drdu

Noyaux de type positif
7. Onaici Q=H .

Le produit scalaire est par définition symétrique, donc K est symétrique, autrement dit, K vérifie (i).

Soit ne N et (x,,...,x,)e H". Notons A=Cov, (xl,...,xn):(<xl. Ixj>H) :
1<i, j<n

Comme K est symétrique, A€ S, (R). Pour que K vérifie (ii), il faut donc montrer que A est positive.

Z]
Soit X =| i |e M, (R).D’apres la question 1, on a:
ZIX
T _ n n _ n n _ n n _ n n
X AX = <x,. |xj>H 2,2, —Zzi <Xi I ijj>H —Zzi<xl. Iszxj> —<ZZ,-x,~ szxj> .
i=1 j=I =l j=1 i=1 j=1 H i=1 j=1 "

Donc, en posant Y=szxk,0na XTAX :<YIY>H >0.

k=1

Ainsi, pour tout ne N et tout (x,,...,x,)e H", A=Cov, (x,,...,x,)€ ST (R) et K vérifie (ii) et donc :

Le produit scalaire K = < I > ,, estun NTP.

8. Soit K:QxQ — R vérifiant (R), autrement dit, il existe un espace préhilbertien réel H et une
application @:Q — H tels que pour tous x,ye Q, K(x,y) =<(p(x) I (p(y)>H ou < I ->H désigne le produit
scalaire sur H.
Par symétrie du produit scalaire, on a pour tous x,ye Q :

K(x,y)=(0x)19(y)), =(0(»)19(x)), = K(y.x).
Donc, K vérifie (i).
Pour tout ne N et tout (x,,...,x,)e Q", ona A=Cov, (x,...,x,)= (<(p(xi) I (p(xj)>H) est symétrique

< i<

<i,j<n

par symétrie de K.
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Zl
Soit X =| ! e M, (R).

Zn

Exactement comme dans la question précédente, ona X TAX = <Y Y > , 20 enposant ¥ = z 2.0(x,).
k=1
Donc A est positive et K vérifie (ii).

Ainsi :

Si K:QxQ — R vérifie la propriété (R), alors K est un NTP.

9. On prend ici Q={x,...,x,} fini (avec ne N') et K:QXxQ — R un NTP sur Q.

Posons A=Cov, (x,...,x,) =(K(xi,xj)) .Comme K estun NTP,ona Ae S (R).

I<i,j<n

Dans cette question, il faut « inventer » un espace vectoriel réel H et le munir d’un produit scalaire adéquat
(tel que K vérifie (R) pour ce produit scalaire). Comme Q est fini de cardinal n, il ne faut pas une intuition
délirante pour penser que l’on peut choisir H de dimension finie n, et dans ce cas, autant choisir le espace
vectoriel réel de dimension n le plus simple possible : R" ou M, | (R).

Considérons M, (IR), muni du produit scalaire canonique : pour tous X,Y e M, (R), <X 'Y > =X"Y.

Cherchons alors ¢@:Q — .’Mn’l(R) telle que pour tout x,ye Q, ((p(x) I o( y)> = K(x,y), autrement dit, pour
tous i, j& [Ln], (@(x)10(x))=K(x,x,).

Remarquons que définir une application ¢ de Q dans M, (R) revient a donner X,=@(x;) pour tout
i€[[1,n]. Avec cette notation, <(p(xl.) I (p(xj)> = K(x,,x;) revient & Xl.TXj = K(x;,x;) pour tous i, je [Ln],
donc a Az(XiTXj)

I<i,j<n
Ainsi, pour prouver que K vérifie (R), avec H = .’Mn’l(R) et (X IY>H =X"Y pour tous X,Y e .’Mn’l(R) , il
suffit de trouver une famille (X, ...,X,) de M, (R) telle que (X Ix j) =A.

I<i, j<n

Si on note (Ei )1<-< la base canonique de M, | (R), alors, pour toute matrice A = (ai f)1<~ € M (R) et tous
<i<n > , i,j<n

i,je[Ln],ona:
a,,=(E,|AE,) = E] AE,.
Ainsi, on cherche une famille (X, ...,X,) de M, (R) tell que pour tous i, j€[L,n],ona:
X'X,=EAE,.

Or A est symétrique réelle, donc A est diagonalisable dans une base orthonormée (d’apres le théoreme
spectral). Autrement dit, il existe une matrice orthogonale Pe O, (R) telle que D=PTAP, ou bien

A=PDP" ,avec D =diag(A,,...,A,) oules A, sont les valeurs propres de A. Alors, pour tous i, j€ [Ln] :

X]X,=ETAE, < X]X,=E(PDP")E,=(E/P)D(P'E,)=(P'E,) D(PE,).
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De plus, comme A est positive, on a Sp(A) R, . On peut donc poser A =diag (\/7»71, ,\/k_n) et on a alors
D=A"=ATA donc:
T T
X'X, =EAE, & X'X,=(P'E) A'A(P'E,)=(AP'E,) (AP'E,).
Ainsi, en prenant ¢:Q — M, (R) telle que pour tout i€ [1,n], ¢(x,)=AP'E,, on abien A= (XiTXj )1

<i,j<n

et donc, avec H =M, (R), muni de son produit scalaire canonique, ce permet de conclure que :

K vérifie la propriété (R).

Définition :

On dit qu’une fonction f :[a,b] > C (avec a,be R tels que a<b) est de classe C' par morceaux
sur [a,b] lorsqu’il existe un entier p 21 et une subdivision 6= (g, ...,a,) de [a,b] (dite adaptée a f)
tels que pour tout i€ [0, p—1], festde classe C' sur | a, ,q,,, [ et f' admet des limites finies en a,*

eta,,, .

10. Ici, H est I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1], de classe C' par morceaux sur ce

segment et qui s’annulent en O et on pose pour toutes f,ge H :
1 1 1

(Fle), =] fwgwad:.
L’application (f ,g)H< f g>H est bien définie sur H, car si f,ge H, alors f'g' est continue par
morceaux sur [0,1], donc I’intégrale existe bien et il existe une subdivision de [0,1] adaptée a fet g.
De plus, (f,g)— < f g> ., est symétrique (f'g'=g'f") et bilinéaire par linéarité de la dérivation et de
I’intégrale.
Enfin, pour toute fonction fde H, ona (f1f), = j;(f '(t))2 dt 20 etsi 6=(a,,..,a,) est une subdivision

de [0,1] adaptée af (avec pe N', q,=0 et a, =1), alors :

<f|f>H:jo'(f'(t))zdt=pzj:“(f'(t))zdtzo o Vke[o,p-1], j;“‘(f'(t))zdmo

& Vkel0,p-1], f'=0 sur | g, .a., [
& Vke[0,p-1], f estconstante sur |a, ,q,, [

& f estconstante sur [0,1] (carf est continue sur [0,1])
Enfin, comme f(0)=0, on a bien <f I f>H =0 sietseulementsi f=0.

Finalement :

L’application (f,g)— < f g> ., est bien un produit scalaire sur H.
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11. Tel qu’indiqué, posons pour tout xe [0,1] :

y quand ye[0,x]
o(x) =K, :[0,1]] > R; y+> K(x,y) =min(x, y) =
x quand ye [x,1]

La fonction K est linéaire sur [0,x] et constante sur [x,1].
Elle est donc de classe C' sur [0,x[ etsur | x,1]. De plus :

e lim K (y)= lim K (y)=x=K (x),donc K, estcontinue en x et ainsi, K, est continue sur [0,1].

e lim K'(y)=liml=1et lim K'(y)= lim 0=0, donc K,' admet des limites finies en x et x .

y—ox y—=Xx y—x y—=xt
* 0e[0,x] donc K (0)=0.
Tout ceci permet de conclure que pour tout xe [0,1], K eH.

[0,1]x[0.1] > R . o
On veut montrer que K: ) vérifie (R) pour I’espace H et le produit scalaire
(x,y) > min(x,y)

considérés, autrement dit, qu’il existe une application ¢:[0,1] — H telle que pour tous x,ye [0,1],ona:

K(x, ) =(0x)19(»)), -

Vérifions que cela est le cas pour I’application (p:[O,l] —H ; x> @(x)=K_, c’est-a-dire que pour tous

x,ye[0,1],ona:
. 1 1 1
K(x,y)=min(x,y)=(e®)0(»), =(K,1K,) =[ KO, @)di.
Soient x,ye [0,1]. Comme K est symétrique, on peut supposer que x <y sans nuire a la généralité.

D’apres ce que 1’on a vu plus haut, 6_=(0, x,1) et © , = (0, y,1) sont des subdivisions de [0,1] adaptées a

K et Ky respectivement, donc 6= (0, x, y,1) est adaptée a K et K ,octona:

K'(t):{l quand 7€ [0, x [ o K,'(t)z{l quand 7€ [0,y [
! 0 quand z€ | x,1] ! 0 quandze | y,1]
Donc :
Ix1=1 quand 7€ [0, x|
K,/ (K (1)=11x0=0 quandte | x,y|
0x0=0 quandze | y,1]
Et ainsi :

1 X .
(o) 10(»), =(K,| Ky>H = jo K (DK, (t)dr = jo di =x=min(x,y)=K(x,y).
Ainsi, 9:[0,1] > H ; x> @(x) = K, réalise la propriété voulue, donc :

. [0,1]x[0,1] > R
' (x,y) > min(x, y

vérifie (R).
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Opérateurs a noyau

Onaici:

f||2=\/fj7-

e K:[a,b]x[a,b]—> R symétrique et continue sur [a,b]x[a,b].

o I=[ab]. E=C(LR). (f1g)=]"fs.

* VfeEVaxe [a,b],uK(f)(x)=ij(x,t)f(t)dt=<KxIf> avec K :[a,b] >Rt K(x,1).

12. On considere K ':[a,b]x[a,b] > R symétrique et continue sur [a,b]x[a,b] telle que u, =u,..
On alors, pour x€ [a,b] ettoute fe€E :
u (N =u () & (K Nf)=(K'1f) & (K-K'1f)=0.
Ainsi, a x fixé, K _—K' e E est orthogonal a tout vecteur de E, donc K —K' =0, soit K =K' . Ceci

étant vrai pour tout xe[a,b] se traduit par K (1)=K'(t), soit K(x,t)=K'(x,t) pour tout

(x,1)€ [a,b]x[a,b], et ainsi :

13. Onau,: fe E—)uK(f):xHij(x,t)f(t)dt.

Soit f e E. La fonction fest continue sur [a,b], donc (x,7) > f(t) est continue sur [a,b]X[a,b]. Comme
K T’est aussi par hypothese, 1’application (x,¢) — K(x,t) f(¢) est continue sur [a,b]x[a,b] en tant que
produit de telles fonctions. D’apres la question 3, I’application x — .[ bK (x,1)f(¢)dt est alors continue sur

[a ,b] ,donc pour toute fe€ E, u,(f)e E.Deplus, u, estlinéaire par linéarité de I’intégrale, et ainsi :

u, est un endomorphisme de E.

D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour toutes f,ge E :

(1) =(] oz <|f ;.

En particulier pour tout x€ [a,b] et pour g =K :t+> K(x,1), on obtient :

2
5"

(e (H) =([ Ko soar) <| £,

Comme [a,b]x[a,b] est une partie fermée et bornée, donc compacte, de R?, la continuité de K permet

K(x,tH)|<M .

d’affirmer qu’il existe une réel M >0 tel que pour tout (x,7)€e [a,b]x[a,b] ,

Alors, pour tout xe [a,b] :

2
, =

K

X

[[(k.) ar=[" (Ko di<| MPdi=M>b-a).
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Donc, pour tout x€ [a,b], (u, (f)(x))2 SMz(b—a)”f”z2 et:
i (s =] () e < [ M2 b= a)| £ dx= > B=a) | £];
Ainsi, pour toute fe E :

e (), <M B=a)] 1]

Comme I’application u, est linéaire, ceci prouve qu’elle est lipschitzienne, et donc que :

u, est continue de (E, ||2) dans lui-méme.

14. Par définition, montrer que u, est symétrique revient 2 montrer que pour toutes f,g e E :
(D) =(Flue(@) & [ u(Hg@dr=[ fou (@)vdx
o jj(LbK(x,t)f(t)dt)g(x)dx=jjf(x)(ij(x,t)g(t)dt)dx
o j;(LbK(x,t)f(t)g(x)dr)dx:jj(jjK(x,t)f(x)g(t)dt)dx

Et dans les intégrales les variables étant muettes, on a encore :
b b b b
(e (H1g)=(flug @) & ['([kwnrogara=]"([ k@0 rwgeax)ar.
Enfin, comme K est symétrique :

(N1 =(lug0) & ['([Kwnrogarac=]"([" Ko rwgeax)ar.

Or, pour toutes f,g€ E, (x,t) > K(x,1)f(t)g(x) est continue sur [a,b]x[a,b] en tant que produit de
telles fonctions. On peut donc appliquer le théoréme de Fubini établi plus haut, qui donne le résultat voulu.

Ainsi :

u, est un endomorphisme symétrique de 1’espace préhilbertien E.

Soient alors A et p deux éventuelles valeurs propres distinctes de u,, et f, et f, des vecteurs propres

associés a A et U respectivement. On a alors :
(e PV ) = (£l (£)) & (ML) =(fInf,) & G—w(f]1f)=0.

Et comme A#,ona A—u#0 etdonc, <fx Ifu>:0.Ainsi:

f, et f, sont orthogonaux.

15. Soit fe E.Ona (ue(N)I f)=[ [ K(x.0)f () f()drdx.

Posons h:(x,1) > K(x,1) f(x)f(t). Comme produit de telles fonctions, / est continue sur [a,b|x[a,b].
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D’apres le résultat admis a I’issue de la question 6, on a donc :
bpeb .
(ue (N f)= j j h(x,t)dtdx = lim S, (h).

Avec les notations de la question 6, on a pour tout ne N*, on a u, =1, pour tout k€ [[0,n] et:

5,0 =L 5 ) =L "Z" B ) == "Z" Ky, f ) f )

k=0 (=0 =0 =0

S (u,)
Posons A= Cov (uy,...,u,)=(K(u,u,)),_, . et X :[ }e M, (R).D’apres la question 1 :
fu, )
T n—1 n-1
AX = K(ug,u,) f(u)fu,).
k=0 (=0

Comme K estun NTP,ona A€ S (R), donc XTAX >0 et ainsi, pour tout ne N :

G “) XTAX 0.

S, (h) =

En passant a la limite quand n — + oo, on obtient :

(ug (O f)=

Soient alors A une éventuelle valeur propre réelle de u, et f, un vecteur propre associé a A. On a alors :

(e UV LY=L 1)Y= M AR =MA L 2 0.

Et comme f, #0,o0na ||fk||22 >0 etdonc, A=>0. Ainsi :

Les (éventuelles) valeurs propres (réelles) de u, sont positives ou nulles.

Onaalors ge C*([0,1],R), g"=—f et g'(1)=g(0)=0, donc pour tout xe& [0,1] :

On a maintenant : 1 =[0,1], E=C(I,R), <f|g>:.[olfg’

16. Soit g une éventuelle solution de (P).

gW=g'W-g'M=["(-fw)dr==["fwar
g =g(0-gO) = gwdu=[(~[" rwar)au=-['(]" rar)au
Par ailleurs, pour tout x€ [0,1] :

uK(f)(x):J-OIK(x,t)f(t)dt=.[;min(x,t)f(t)dt:J-Oth(t)dt+J-:xf(t)dt.
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Avec une intégration par parties dans la premiere intégrale (¢+>¢ et I : f(u)du sont de classe C' sur
[0,1]), on obtient, pour tout xe [0,1] :
w, (£)(x) = tj’f(u)du ) —j"(j'f(u)du)dﬁlef(z)dt
K 1 o Jo\di x
X X t 1

=le f(u)du—jo (L f(u)du)dt+fo(t)dt

=- | (L f(u)du)dt

=g(x)
Ainsi, si g est solution de (), alors g =u,(f) et donc g est unique.

Réciproquement, on vient de voir que u, (f):x+> — J-:(J-: f(u) du) dt.

La fonction F:f I : fu)du estde classe C' sur [0,1] (comme primitive de f qui est continue sur [0,1]).

Or, u, (f) est1’opposée d’une primitive de cette fonction F, donc u, (f)e C*([0,1].R) et u, (f)'=—F et
ug(f)"==r.

De plus, u, (f)(0)=— j:F(t)dt =0 et u (f)'(1)=—F()=— Llf(u)du =0.

Ainsi, u, (f) est solution de (P).

Finalement :

Le probleme (7P) possede une unique solution : u, (f).

17. Soient A une éventuelle valeur propre réelle de u, et fun vecteur propre (non nul) associé a A.

D’apres la question 15, ona A >0 car K est un NTP et, par définition, u, (f)=Af .

D’apres la question précédente, u, (f) est solution de (P), soit u, (f)"=—f et u, (f)'1)=u(f)(0)=0.
Avec u, (f)=M ,onobtient u, (f)"'=M"=-f.

Si A=0,alors f =0, qui est absurde, donc A >0 et en posant ®= , on peut écrire :

1
JA
f+o’ f=0.
Onaalors f:x+ Acos(mx)+ Bsin(wx) avec A et B des réels.

Avec u, (f)=M et A#0, les conditions aux limites u, (f)'(1) =u, (f)(0) =0 se récrivent :
f'M=f00)=0.
Or, avec I’expression de f trouvée ci-dessus, on a alors f(0)=A=0 et f'(l)=—Amsin ®+ Bwcos®=0.

Comme ®#0 et B+#0 (sinon fserait nulle), la deuxieme condition devient (avec A=0):

cosm=0 < m:i:%kn,keN & A=A =—— 1 keN.

A (;t + knjz |
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Ainsi :

1

—— —— pour tout ke N.
(k+v)’ n°

Les valeurs propre de u, sont les termes de la suite (A,),. avec A, =

Remarquons que I’on a aussi établi que pour tout k€ N, le sous-espace propre associé a A, est la droite

ker (u, —A,id, )= Vect(f,) avec f, :xl—)sinKk+%)ﬂx}.
Ona: i
2 1 2 1, 1 11
1405 =], (i) di =] sin Kk+§jnt_dt=—§Io(cos[(2k+1)7tt]—l)dt

sin[ (2k+1)m |-t | =

40

1

2{(2k+1)n

1
2

Donc, ¢, = V2 f, estun vecteur propre unitaire associé a A, et ainsi :

Pour tout ke N, le sous-espace propre associé¢ a A, est la droite

dirigée par le vecteur unitaire e, : x J2sin Kk + %j nx} .

1

18. On apour tout ke N, A, =—-—>—
(k+%2) n*

1 L. . N
, donc A; ~—— etlaséric D A} converge par comparaison a
Dy X

L. ) 1
la série de Riemann convergente ZF’ etona:

< < 1 1& 1 1o 1
;\42: _— _— =,
k; ‘ kz_(:)(k+1/z)4n4 S (k+)' T 6 6

Par ailleurs :

o[ keoravar=[ ([ Kooy ax)dr= ([ (mince,0)’ dv)a
=j;(j;xzdx+jtlt2dx)dtZJ.;(§+t2(l—t)jdt
o 25) . ﬁ_ﬁ l_l_

:L’(t 3 jdt_L 6}0_3

1
6

|~

Ainsi, on a bien :

J.(:J.;K(x,t)zdxdt = gkz

19. Pour ne N donné, la famille (eO, ,en) est une base orthonormée de F, (orthonormée, donc libre, par

construction des e, et d’apres la question 14, et génératrice de F|, par définition).
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On a donc pour toute g€ E :

p,(8) :<eo | g>e’0 +...+<en I g>en et pn(g)||22 =<eo | g>2 +...+<en Ig>2.
Alors, pour tout xe[0,1], on a (K,—p,(K,))L p,(K,), donc le théoréme de Pythagore permet d’écrire

* et avec p,(K)) :<e0 I Kx>e0 +...+<en I Kx>en , on obtient :

2
K ZZ—ZnXek 1K)

X

2
+( P,

X

_pn

Alors :
K

X

_kZ—(I'IOIek IKX> dx

=

D’apres la question précédente :

;—i<ek IKX>2de=
k=0

1 2

I II K@ dtIdx I (I K(x.1) df)dx I I K(x,1)*dtdx = I I K(x,1) dxdt—ZA,Z

Par ailleurs, par définition de u, et des e, , on a pour tout k € [[0, n]] , <ek I Kx> =u, (e, )(x)=A,e,(x),donc:

L:(.ek I Kx>2 dx = j; Are () dx =L} e, ||22 =A;.

Alors :
B NI T T
k=0 k=0 k=n+1
Ainsi,

20. Soit fe E.Pourtout ne N et tout xe[0,1] :

n

U (0= A (e | Fe () =(K 1 £) = (e, 1£) e, 1K)

k

(=)

s

=(K,1f)- <<ele>ek|f>

4

= O

(K| f)-

ek IK ek
k=0

/\

(K —p, (K| f

Avec I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

uK(f)(x)—ikk (e 1 fe (x)|<

k=0

Alors, pour tout ne N :

j (u,((f)(x)—zn:kk (e, If>ek(x)j dx <

k=0

e (f)— Z?» (e, f)e,

k=0
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Soit pour tout n€e N :

uK(f)—zn:xk<ek|f>ek <

Comme d’apres la question précédente,

n—>+oo

de conclure que :

2
lim

n—>+oo

e (f)— Zk (e, fe,

k=0

2

21. Pour tout k€ N, on a, toujours avec I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Kec 1 £l <lell 171, =171, -

|13

, donc la série Z\E || f ||2 A, converge par comparaison a la

Donc, pour tout xe [0,1] :

V2| £l

‘ e 1 f) ek(x)‘—k ‘ek

20fl, V2L

Or, on a \/Enf”z Ay = (k+1/2)2 T - k2

série de Riemann convergente ZF Ainsi, par hypotheése de domination, la série de fonctions

D A (e, | f)e, converge normalement sur [0,1], donc :

La série de fonctions D A, (e | f)e, converge uniformément sur [0,1].

Pour toute ge E,ona:

Jel, =, ¢ ds < T, Jel} ax =[]

En particulier, si F' = Z A, <ek | f > e, (limite pour la norme infinie) on peut écrire pour tout ne€ N :

e (£)=F, = Ju ()= Z%@uﬂa+2%@uﬁ
Donc : 2
|l (F)—FJ|, < uK(f)—Zn:kk<ekIf>ek S M e | fe,

Et ainsi, pour tout ne N :

n

””K(f)_F”z < “K(f)_zn‘,)‘k <ek |f>€k + zkk <ek |f>ek

2 k=0 o

=0, donc en passant a la limite quand n

oo

Or, lim_ ue ()= (e fe, n D h (e f)e -
k=0 > k=0

= lim
n

tend vers I’infini dans 1’inégalité ci-dessus, on obtient ||uK(f) - F||2 <0, soit ||uK (f)— F||2 =0.
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Ainsi :

MK(f):ikk <ek |f>ek

Autre méthode :

2
En posant pour tout ne N, g, =(F—z7»k <ek If>ekj , la suite (g,),.y est une suite de fonctions
k=0

continues sur [0,1] (car les ¢, le sont et la série converge uniformément sur [0,1], donc F est continue sur

[O,l]) qui converge uniformément vers la fonction nulle. On peut donc écrire :

lim

n—>+oo

- liqle;(F(x)—Zn:kk <eklf>ek(x)j dx

. 1 1 .
= lim ['g, (x)dx= jo(nliqlw gn(x))dxzo

F—Zn:kk <ek If>ek

n—+oo

Donc, (z A, <ek | f >ekj converge vers F pour || . || ,- Or, d’apres la question précédente, cette méme suite
k=0 neN

de fonctions converge vers u, (f) pour || ||,» donc par unicité de la limite :

ue()=F =Y N (elf)e.

22. Soit ke N. Pour tous x,ye [0,1],ona:

[ )

wasn| ool k3o

ool [Frafre{tge ool (oo
e+ L]

Notons £, :t+> A, cos Kk +%) nt} pour tout ke N .

= COS

1

Pour tout re R, on a |hk (t)| <A, eton a vu que la série ZM converge, donc la série de fonctions th

converge normalement, donc uniformément, sur R . Comme toutes les fonctions /4, sont continues sur R, la
+o0

fonction H = Z h, est définie et continue sur R .
k=0

Alors, comme (x,y) > x+y et (x,y)> x—y sont continues sur R* (donc sur [0,1]x[0,1]) et a valeurs
réelles, la fonction K':(x,y)—> zxkek (x)e, (y) = Z[hk (x=y)—h (x+y)|=H(x—y)—H(x+y) est
k=0 k=0

définie et continue sur [0, 1]>< [0, 1] en tant que différence de telles fonctions.



PSI* février 2024

De plus, pour toute f € E et tout xe [0,1] :

u ()= Ko f@de=| (I(Z Aee (e, (t)f(t)jdt .

Et, pour tout k€ N et tout te (x)e, (t)f(t)| < 2||f||w A, ,ou ||f||m = sup|f| . Comme la série Z?»k
[0.1]

converge, la série de fonctions zxkek (x)e, f converge normalement, donc uniformément, sur [0,1] .

Enfin, pour tout k€ N, A, e, (x)e, f est continue sur [0,1], donc :

we (DD =Y [ (e, e 0 f @) dr =Y ([ e 0 Ot ), (0= 3 1 (e Fhen (0 =0 (£

Ceci étant vrai pour toute f € E et tout xe [0,1],0ona u,. =u,.

Enfin, comme K et K' sont toutes deux symétriques et continues sur [0,1]x[0,1] (par hypothése pour K ;

la symétrie de K' est une conséquence de la commutativité du produit de réels et on vient de prouver sa
continuité), la question 12 permet de conclure que K = K', autrement dit que pour tout (x, y)e [0,1]>< [0,1] :

K(x,y)=Y he (e (y)

23. En prenant x =y dans la formule ci-dessus, on obtient pour tout x& [0,1] :
K(x,x)= zxkek (x)*.
k=0

Et, pour tout k€ N, A.e; est continue sur [0,1] et sup ‘k e, (x) ‘< 2, . Comme la série ZX converge, la
xe[0,1]

série de fonctions zxkek converge normalement, donc uniformément, sur [0,1] . On peut alors écrire :

J.Ol K(x,x)dx = J.;(z}\’kek (x)° |dx= ZJ.OI Ae, (x)dx = ZM J.Ol e, (x)*dx = zkk ”ek ”22 :
k=0 k=0 k=0 k=0

Soit :
1 $e
I()K(x,x)dxzkz_;kk
. I 1 +o0 + o0 1 &
Or,ona | K(x,x)dx=| xdx=—¢et » A, = —:— , donc :
IO '[0 2 ; S (k+n) nzk; k+v2)’
1E o1 1
7":Zko(k+1/2) 2’
Soit :
+ oo 1 TCZ
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Remarque :

+ o0 1 + o0 4 + oo + oo 1 + o0 + oo 1 + oo 1 + o0 1
SRS . — =4 4y == =4 N =3y —
;(/w/z) ;(Zkﬂ)z 2 k2 Z DAy (2k) Lie 2 T

k 1mpa1r k pair

+ 00 2

Donc, le résultat ci-dessus permet de retrouver la formule ZP = Z .
k=1



