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Corrigé du Concours Blanc

Probleme 1

) 1
Q1. Pour tout entier =2, on pose u, =lnn—In(n—1)——.Ona:

n
1) 1 I 1 1 1 1 1
unz—ln 1—— - = —+—2+0 — ——:—2+ o0 — |-
n) n |n 2n n n 2n° n-o+=\n
1 ‘. . 1 . N L
Donc u, ~ pye et la série positive ZF converge (car elle est proportionnelle a une série
n—+e)pn n

de Riemann convergente), et ainsi :

La série ZLtn converge.

Pour tout entier n>2, on a avec un télescopage :

n

iuk :i(lnk—ln(k—l))—i%:lnn—lnl—(Z%—lj=lnn—Hn +1.
k=2

k=2 k=2 k=1

Comme la série Zun converge, la suite (H,—Inn)  converge e si on note g sa limite, on

obtient bien :

H =Inn+y+ o (1)

n—>+oo

Q2. Posons f(x,t)=e"'t"" pour tout (x,r)e R, xR .

e Pour tout xe ]Ri, t— f(x,t) est continue, donc continue par morceaux, sur Ri en tant

que produit de telles fonctions).
¢ De plus, toujours a xe R, fixé :
o f(x,H)=e't"" ~01f’(‘1 et t>1" est intégrable en 0" (car x—1>-1) donc,
[

t f(x,1) estintégrable en 0" ;

1 . . 1 o
o f(x,t)= o |— | (par croissances comparées) et 7> — est intégrable en + oo
t—+oo\ f t

donc, ¢t f(x,t) estintégrable en + oo.

Ainsi, > f(x,) estintégrable sur R’ (et T est bien définie sur R’).
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—t

* . e n X *
e Pour tout te R, la fonction x> f(x,t)=—e""" est de classe C' sur R’ car
t

of

proportionnelle a une fonction exponentielle, avec ™ f,t)=0nt) et
X

of

e Pour tout xe ]Ri, t— 8_ f(x,t) est continue, donc continue par morceaux, sur Ri en
X
tant que produit de telles fonctions).
e Pourtous a,be ]Ri tels que a<1<b ettout (x,7)e [a,b]xRi :

Intles" <1
:|lnl‘|€_ltx_lﬁ(p(t): |Ill‘|e t | pour ¢

Jf
‘ax (x.0)

Intle”#"" pour 21

. . *
La fonction @ est continue par morceaux sur R, et:

157 s ) a
o o)t [2 )=|lnt|e_’t270 par croissances comparées (avec —>0 et
2
4

4
lirrée‘rzl), donc @)= o (1> ) et, comme l'intégrale de Riemann 0t2 dt
t— t—0

converge (car %—1 > —1), la fonction @ est intégrable en 0" ;

S tz(p(t)=(|1nt| e’”z)(e’”zt"*z)—m par croissances comparées (deux fois), soit

I+

1 1 L ey
ot)= o | |,ett>— est intégrable en + o donc, @ est intégrable en + oo.
t—>+oo\ f t

Ainsi, la fonction @ est intégrable sur R’ .

Toutes les hypothéses du théoréme de classe C' pour les intégrales 2 paramétre sont ainsi
réunies pour conclure que :

La fonction T" est bien définie sur R’ et de classe C' sur cet intervalle.

On a de plus, pour tout xe R, T''(r) = J'OM (Inf) e t"dr

Q3. Soit xe R’,.

La fonction 7 > ¢t est continue (on I’a vu plus haut) et positive sur R, , donc :

I(x)= j (:we"tx‘ldt >0.

x—1

De plus, si on a avait I'(x) =0, alors la fonction positive et continue 7+ e¢”'t*~ serait nulle sur

R+ , ce qui n’est pas, donc I'(x)#0 et ainsi, ['(x) >0 et donc :

La fonction I est strictement positive sur R, .
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. * L .
Q4. (a) La fonction In est concave sur R, , donc sa courbe représentative est en dessous de la

tangente au point d’abscisse 1, qui admet pour équation y =x—1, donc pour tout xe R’ , on a
Inx<x—1. En posant & =1-x, on obtient pour tout réel A <1 :

In(I-h)<-nh

Soit xe R, . Pour tous ne N et te R, on a (avec f,(n)=0):

* si te[n,+oo[, f,(t)=0 donc 0 f, (1)<t ;

e si te]0,n], £<1, donc ln(l—ijs—i, ce qui donne :
n n n

0<l-L<en o 0<(1—1j <(e ")'=e".
n n

Comme "' >0, on a bien & nouveau, 0< f, (1) <e™'t*".

Ainsi on a bien pour tout ne N” et tout € R, :

0< f,(t)<e 't

(®) (f,) ., estune suite de fonctions définies sur R, et:

e pourtout ne N, £, est continue par morceaux sur R ;

e pourtout r€ R’ et a partir d’un certain rang (n>7), on a:

f.(0)= (l—ijn = enln(l_ijtx—l _ e"[_%nim&)}f—l _ _’+H0m(l)tx—1
n

e

. _ —tex-l . : : * =t x-1
donc nlier f,(t)=et"" etainsi, (f,) . converge simplement sur R, vers t+>e 't
qui est continue par morceaux sur R’ (vu dans la question Q2) ;

e d’apres la question précédente, pour tout ne N et tout te R,

f@|<et™ et la

' est continue par morceaux et intégrable sur R’ (toujours d’apres la

fonction t+> e 't
question Q2).

Avec le théoreme de convergence dominée, on peut conclure que :

lim jJ“ £.(tdt = lim .[Ome_’t”‘_ldt:l“(x).

Or, pour tout ne N, J-Omfn (t)dt = .[: (1—£j t*'dt , donc :
n

I'(x)= lim 0"(1—ij e

n—+o n
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(c) Pour tout ne N, en posant le changement de variable u =—,on a:
n

n t ! X— 1 noox—1  x— X noox—
jo(l——j t 1alt:jo(l—u) ' ndu=n j (l—u) wdu.

1
n 0
Avec le résultat admis, on obtient :
n t ! x—1 X n '
jo l-—| ' dt=n"——.
" [Tk+
k=0

Et d’apres la question précédente :

X

|
[(x)= lim ————

Tk +
k=0

(d) Pour tout ne N' :

e ; Hl+£je_k}:ew” ; (1+£j( ; e_"j: ; (1+£j eXH”e_k:‘ = ; (1+£j e e
Ik_:l k k=1 k H k=1 k k=1 k

Soit :

=

On a de plus pour tout xe R, et tout ne N :

: s (ktx) 1y
H[H%j:fl( kszﬂg(k”)’

k=1 k=1

*n!

Comme pour tout xe R, I'(x)>0, on a I'(x) #0 et on a aussi ————# 0 pour tout

[Tk+x

k=0
ne N, donc on peut reformuler le résultat de la question précédente :

| [Tk+x x[Jk+x L .
——= lim 22— = [im —= = 1li .
I'(x) n—=+= n'n! note pinl note gt

Soit, avec ce qui précede :
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Or, d’apres la question Q1, on a lim (Hn —In n) =7, donc par continuité de h > e” sur R,

n—>+oo

H -1
X(H, ) _ v ot donc

1 =xe” lim H (1+£je_k
I'(x) o k

ona lim e

n—>+oo

Q4. Pour tout ne N, la fonction g, : x — ln(l+£j —Z est définie sur R’ .

n) n
2 2
" x) x x 1 x 1
e Pourtout xe R, x)=In|1+—|—— ~ ———, etla série négative -
v 8,(%) ( nj T g Z( anJ

converge (car elle est proportionnelle a une série de Riemann convergente), donc z g,
+ oo

converge simplement sur R, (g = Z g, estbien définie).

n=1

e Pourtout ne N, g estdeclasse C' sur R’ en tant que différence de telles fonctions,

, 1 1 X
avec g, x> —=
x+n n n(x+n)
) . , X a .
e Pour tout ae R, tout xe ]0,a] et tout ne N', on a gn(x)|=—s—2, et la série
n(x+n) n

a . R L .

Z_z converge (car elle est proportionnelle a une série de Riemann convergente), donc
n

z g, converge normalement (grace a I’hypothese de domination), donc converge

uniformément sur ]0,a].

+ oo
Alors, g = Zgn est de classe C' sur ]O,a], avec pour tout xe ] O,a] :

n=1

+oo +oo x
'(x)= S ()==) —.
8= 2item
Comme UQE]R* ] 0, a] = Ri , on peut conclure que :
< &= o
= est bien définie et de classe C' sur R" avec g':xr>— » ———.
g ;gn . g Zl prp

Q5. Soit xe R’

D’apres la question Q3, I'(x) > 0. De plus, x>0, e" >0, et pour tout k € N° :
1+%>0 ete F>0.

On peut donc passer aux In dans la formule de Weierstrass établie dans la question Q4.(d).
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Avec la continuité de la fonction In, ceci donne :

ln( ! J:ln xe'™ lim HK1+£J€_"} =lnx+7yx+ lim In Kl+£je_"}
F(X) noteo k n—+oo i k

=lnx+yx+ lim Z{ln(l+kj—%}=lnx+\(x+ lim ng(x)
n—>+wk:1

n—+oo

Soit, pour tout xe R,
—InI'(x)=Inx+7yx+g(x).

Or, d’apres les questions Q2 et Q4, toutes les fonctions en jeu dans la relation ci-dessus sont de
classe C' sur R’ et en dérivant cette relation, on obtient :

I 1 1 = 1o 1
I'(x) x+Y+g(X)_ e Z:n()c+n) x ;(n x+nj

Et ainsi, pour tout xe R’

wuo————v+2(—— : j

m\n X+n

Q6. Avec la formule ci-dessus, on a par télescopage :

y()=-1- y+§(———i—j:—1—y+r4x

—\n 1+
Soit :
y=-v

F'(l) teo —t ’ N : ' tee —t
Ona y(l)= , avec I'(1) :j e 'dt =1 et d’apres la question Q2, I''(1) :I (Int) e 'dt

ra 0 0
donc y(1) = LO =['A)=-1v, soit :

ra

j;me_’lntdt:—y

Q7. Pourtout xe Ri ,ona x+1e Ri , donc d’apres la question QS :

1 (1 1 1 —( 1 1
YO+ =) == ———y+ 3| = - e
x+1 ‘=\n n+x+1 X ‘o\n n+x
11 +T} 1 1 1)
=———+ ) |—- ——+
x x+1 ‘S\n n+x+1 n n+x

:l_1+§(1 1 j=§(1 1 j

x x+1 ‘“S\n+x n+l+x) \n+x n+l+x
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Qs.

Et par télescopage, on obtient pour tout xe R, :

Y+ D) —y(x) =+

X

Pour tout entier n>2,0na ne Ri, donc on peut encore utiliser la relation de la question QS :

(R BT
ok k+n ok Sktn Tk Sk
N (n+N1 n 1) N o1 N L
ok Udk Sk ok o o k
:HN_Hn+N+Hn

Alors, avec la question Q1 :

i(%—k—inj (nN+ye o m]-(meeNre o m)+H,

=ln( N j+ o O)+H, =H,+ o (1
n+ N N —+o N >+

Ainsi, Z(l— L j:Hn :Hn_1+l et donc :
—\k k+n n

lI!(I/l) = Y+ Hn—l

Soit xe R’ fixé.

Pour tout ne N ettout t€e R ,ona:
| 1 1

_ __ x-] 1
In+t+1 n+t+x| (n+t+Dn+t+x) " n>

2

h, ()|

. x—1 . . L. .
La série u converge (car elle est proportionnelle a une série de Riemann convergente),
2
n

*

donc Zhn vérifie ’hypotheése de domination sur R,, ce qui prouve qu’elle converge

+

normalement sur R’ et ainsi :

La série Zhﬂ converge uniformément sur R, .

715
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Pour tout ne N, x+ne Ri et 1+ne Ri, on peut donc utiliser a nouveau la formule de la
question QS :

1 1 1
Virn)—y(+n) = _E_y z(k k+x+nj{_n+l_Y z(k k+1+nﬂ

:J__1+§( 11 j

n+l x+n k+n+1 k+n+x

+th)

n+1 x+n o

Comme th converge uniformément sur R’ et pour tout ke N, lim A (1)=0, on peut

t—>+ oo
+o0

conclure que lim z h,(t) =0, et en particulier :
t—>+oo e

nghm)o

n—+oo

Avec lim L = lim =0, on obtient :

notep4]  note x4p

lir}rlw(lp(x+n)—lp(1+n)) =0

Q9. Quelle surprise que les trois conditions données dans 1’énoncé...

D’apres Q6, Q7 et Q8, v (qui est définie sur Ri et a valeurs réelles) vérifie les trois
conditions de I’énoncé, donc Y est une solution du probleme.

Soient maintenant f et g deux solutions du probleme. On a alors :
e f)=gM=-v,donc (f-g)D)=0;
® pour tout xe Ri, fx+D)—=f(x)=gx+1)—g(x) =l, donc (f—g)x+D)=(f—-g)x) ;
X
e pourtout xe R, lim (f(x+n)—f(1+n))= lim (g(x+n)—g(1+n))=0, donc:
Tim ((f = g)x+m)—(f ~)(1+m)=0
Ainsi, si on pose 8= f — g, la fonction & est définie sur R’ et a valeurs réelles et vérifie :
i dM=0;
(i) pourtout xe R, 8(x+1)=38(x) ;

(iii) pour tout xe R’, lim (8(x+n)—3(1+n))=0

Soit xe R,.On a 8(x+0)=3(x) et si pour ne N, on a 8(x+n)=25(x), alors avec la relation
(ii), on a d(x+n+1)=03(x+n)=03(x). Ceci prouve par récurrence que pour tout n€ N :

d(x+n)=0(x).
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Avec (i), on a alors pour tout ne N :
d(1+n)=0(1)=0.
Ainsi, pour tout xe R’ ettout ne N :
d(x+n)—08(1+n)=08(x)—0=235(x).

Et avec (iii), on a pour tout xe R’ lim (8(x+n)—3(1+n))= lim 3(x)=0, soit :

d(x)=0.
Ainsi, 8= f —g=0,donc f =g etle probleme posséde au plus une solution.

Finalement, la fonction Y est une solution du probleme qui posseéde au plus une solution,
donc :

La seule fonction définie sur R’ , a valeurs réelles
et vérifiant les trois conditions données est .

Q10. Une application en probabilités.

a. Au premier tirage, il y a n boules numérotées de 1 a n et équiprobables dans I’urne. On a
donc :

X (Q)=[1,n] etpour tout ke[L,n], P(X =k)=—
n

L’espérance de X (qui existe car X (Q) est fini) est donnée par :
< k B l n(n+1)
on o n 2 .

E(X)=Y kP(X =k)=

Soit :

E(X)=n+1

b. Onaaussi Y(Q)= [[1,11]] car a I’issue du premier tirage on ne rajoute pas de boule portant

un nouveau numéro. De plus, si on a tiré la boule ¢ au premier tirage, on effectue le
second tirage avec n+ /¢ dan I’urne dont /+1 boules numérotées /. Alors :

-1|-€ sil#k
_ _jn
P(X:ff)(Y_k)_ /+1
sil=k
n+/{

La famille ((X =€))/€|I1 i forme un systeme complet d’événements. La formule des

probabilités totales donne alors pour tout k € [1,n] :

S P(X =)y (Y =)= 3 Ly B S Lk

H,g#knn+€ nn+k “Tnn nn+k
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Ainsi :

Y(Q)=[1n] etpourtoutke[[l,n],P(Y:k):l(i -1|-£+ :‘_kj
n\’,=n n

D’aprés la question Q7, on a (avec n+1=2 et 2n+122), yr+)=—-y+H, et
y(2n+1)=—-vy+H,, ,donc,avec i=n+/ :

y2n+)-y(n+)=H, —H, Z——Z Z Z

i=1 1 zll 1n+ll n+€

Ainsi, on a bien pour tout k€ [Ln] :

1
P(Y =k) =;(\p(2n+1)—\p(n+1)+ﬁj

Pour tout ke [[1 n]] ona — ! ! k , donc :

n n+k n(n+k)

n

a Lk k “(k n+k—n
kz;n(n+k) kz; (n n+kj ;(;_n+kj_;(;_ n+k j
—Z(——l ): Zk n+nz 1n(n2+1)_n+nz”:

=\ n nss ‘n+k n = n+k
=n—+1—n+nz ! :1_—n+nz !
2 ontk 2 on+k

n

Or,onavuque y2n+1)—y(n+1)= Z

k=1 1

, donc :

n 2 1_
;n(:+k) = 2” +n(‘|f(2n+1)—\|;(n+1))

On a alors :

E(Y):ikP(sz)ziS(

k=1 k=1

)
n+k

1 n k2
(v@n+D—y(n+1) Zk+z s

nn+1)

n
l(\|;(2n+1)—\|f(n+1)) +T+n( Y(2n+1)—y(n+1))
n

Soit :

E(Y)—

(\|I(2n +)—y(n+ 1))
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Probleme 2

QIL.

QI12.

Soit A=(a, ;)€ M,(C). On a, pour tous i, j& [Ln] :

fi(A)= Zai,j et g;(A) =Z% '
J=1 =1

Donc :

i=1 i=l j=1 I<i,j<n j=1 =l j

Ainsi, Zfl. :Zgj , SOit Zfi— g, =0, ce qui prouve que :
i=1 j=1 i=1 J=1

La famille (f, ..., f,, &> &,) estliée.

Soit maintenant (X,,..., A, W, ..., b, )€ C*"" tel que A, f, +..+ A, f, +1,8, +...+1, .8, =0,
soit pour toute M € M (C) :

7\‘1f1(M)+"'+)\‘nfn(M)+u1g1(M)+"'+un—1gn—l(M) =0.

Pour i, je [[1,n]], prenons M =E; ; la matrice de la base canonique de M, (C) ou le 1 est en

position i, j . On a pour tout k€ [Ln], f (E, ) =38, et g (E )=3, ,donc:

n n—1 n n—1 n—1
Z)\‘kfk (E, )+ ZHkgk (Ei,j) = zkksk,i + Zuksk,j =+ zuksk,j =0.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Si j=n,onobtient A, =0 etsi j<n,onobtient A, +1, =0, donc pu, =0.

Ainsi, A, =...=A, =W, =...=u,, =0 etdonc :

La famille (f,,..., f,, &> &, ) estlibre.

Ona:
M, ={A=(al.,j)e M,(C),V (i, e [[1,n]]2,zn“ai,j = f,(A)=0et iam =gj(A):0}.

Soit :
Mo = (ﬂlSiSn ker fl ) n (mlSJS" ker gj) '

Ainsi, /M, est une intersection de sous-espaces vectoriels de M, (C), donc :

M, est un sous-espace vectoriel de M (C).
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Ona:
4 n—1
Zai,j:() a,,=- i,j
A=@)eM, o vapelal T e Vape[u]y o

n—1 n—1 n—1
Ay == Zami =" - Z% = Z -

i=1 I<i, j<n-1

Donc :

A:(ai,j)ej\/lo & A= | | i

n-1,1 LR n-1,j

j=1
n—1 n—1
S e -Sa Y oa
il in—1 ij
i=1 i=1

1<i, j<n-1

Soit, toujours en notant (E,. ; )1<< . la base canonique de M, (C) :
’ <i,j<n

A=()eM, & A= > a (E, -E,-E, +E,).

1<i, j<n—-1

Ainsi, la famille (El., ,—E,-E, ,+tE, ) est génératrice de M, .

1<i, j<n-1
De plus, le coefficient en position i, j de Z a; ; (Em. —-E ,-E,; +EM) est g, ; , donc si on
1<i, j<n-1
a > a,(E,~E,-E, +E,,)=0,, alors a_,=0 pour tous i,je[Ln—1], et donc la
1<i, j<n—1
famille (El. —E,—E,  +E, n) ~_est libre. Cette famille forme alors une base de M, et
& > & I, j<n—1
comme elle contient matrices :

M, est de dimension (n—1)*.

Q13. Par définition de M,,on a:
My,cM.

Pour ae C, la somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne de o, est q,
donc o/, € M. Ainsi :
Vect(1,)c M.

Soit M € M, " Vect(I,). Comme M € Vect([,), il existe ace C tel que M =, et on vient
de voit que la somme des coefficients de chaque ligne de M est alors o. Mais, M € M, , donc

la somme des coefficients de chaque ligne de M est nulle et ainsi, a0 =0 et donc M =0, . Ceci
prouve que :

M, Vect(1,)={0,}.
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Les trois points précédents permettent d’écrire :

M, ® Vect(I,)cM.

Soit maintenant A= (a, ,)e M.

Notons o la somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne de A et posons
B=A-ol,.

Avec ce qui précede sur o, et les notations de la question Q11, on a pour tout i e [[1, n]] :

£(B)=f(A) - f(al )=0—0=0
g,(B)=g,(A)-g,(od,) =0—01=0

Donc, Be M, etainsi, A=B+al, € M, ® Vect(I,). Ceci prouve que :

Mc M, ®Vect(1,).

Finalement, on a bien :

M=M,® Vect(I,)

Comme dim M, = (n—1)* (d’apres la question précédente) et dim Vect(7,), donc :

dimM = (n-1)>+1

Q14. Soit m est un endomorphisme de C" de matrice M = (oc,., j) dans la base canonique B, .

I<i, j<n

On veut montrer que :
Me M < (Het D sont stables par m).

(=) On suppose que M € M. Il existe o.e C tel que pour tous i, je [Ln] :

n n
Do, =0, =0.
k=1 k=1

Soit x=(x,, ..., x,)e C".
Lj7g

Ona m(x)=(y,..., y,) avec pour tout i€ [L,n], y, :Z(x. X
=1

e SixeH,onax +..+x,=0et:

;y,. SDIICEIEDIPI S ZZ(ZO‘L/JXJ :Zocxj =0 x; =0,

i=1 j=1 j=1 =l j=1 \_i=l

Ainsi, m(x)e H et donc, H est stable par m.
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e SixeD,alors x,=...=x, et:
Y=o =] Do X =0,
j=1 j=1
Onaalors y, =...=y, ,donc m(x)e D et ainsi, D est stable par m.

(&) On suppose que H et D sont stables par m.

e Comme D = Vect(u) est stable par m, on a m(u) = [Z O jsene ,Z(xn,jje D, donc :

n n
Do ==
j=1 j=1

n n
En posant ZOLLJ. =, on a alors pour tout i€ [1,n], Zocm. =q.
j=1 Jj=l1

De plus, m(u) =owu = Zaei .

i=1
e Pourtous i, je[Ln], e;—e € H, donc pour tout je [1,n] :

n

n n
dle—e)=2e,~> e=ne,—ucH.
i=1 i=1

i=1
Comme H est stable par m, on a :

n n n
m(ne; —u)=nm(e;)—m(u) =n20¢i,jei —Zaei ZZ(”%,; —(x)el.e H.
i=1 i=1 i=1
Donc :

n(noci,j—oc)zo = nioci,j—noczo = iocw.zoc.
i=1 i=1 i=1

Ainsi, pour tout je [[1,n]] , Zn:ai’j =.
=1
Finalement, on a pour tout i€ [1,n], Zn:oci,j =a et pour tout je[Ln], i(xi,j =,

J=1 i=1

donc M e M.

En définitive, on a bien :

MeM < (Het D sont stables par m).

PARTIE 11 - Matrices de permutation

Q15. Soient 6,6'€ S, . Pour tout i€ [1,n] :

pc ° pc'(ei) = pc (pc'(ei)) = pc (ec'(i)) = ec(c'(i)) = esoc'(i) = pGOG'(ei) :
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Q16.

Q17.

Q18.

Ainsi, p,op,. et p,. coincident sur une base (la base canonique), donc :

pcoc' = pcopc'

Soit ce S, .

La famille (¢*),_, est une famille de S, (qui est stable par composition). Or, S est fini, donc
cette famille ne peut pas prendre une infinité de valeurs distinctes et ainsi, au moins deux de
ses éléments sont égaux. Autrement dit, il existe (a,b)e N? tel que a<b et 6° = o’.

Comme © est bijective, ona 6”(¢“) ' =¢6" = idy, ;- et donc en posant k=b—a>0 :

Il existe ke N" tel que 6" =id .

Soit e S, . D’apres Q15,ona p_,op,=p__, = P, =id_ ,donc P_ P, =1, etainsi, F,

est inversible et P,' = P_.

De plus, pour tout je [[l,n]], Ps(e))=e donc P, =M, (pc,)=(80(l.)j)1 . Alors, pour
¢ ’ <i,j<n

c(j)?

tous i, j€ [[l,n]], si [PGPGT]. ~ désigne le coefficient en position iX j de la matrice PGPGT, ona:
L]

n
T _ _
[PGPG l,j - sti).kscr(j),k - 80(:’)5(1‘)'
k=1

Et comme © est bijective, donc injective, on a 6(i)=06(j) si et seulement si i= j, donc

)

_ . . T _ . . .
siro(jy = O;,; etainsi, PP =1, . Finalement, on a bien :

P_ est inversible et R;l =P =P
(e}

9

Soit o€ §, .

Onac’= idy, 1> donc p, = Pu, = id_, = pY et pour tout ke N, si Py = p, alors d’apres la

k+1

question Q15,0na p_., =p, =p,°p;=ps
Ceci prouve par récurrence que pour tout k€ N,ona p_, = pE et donc que P, = Pt
Or, on a vu qu’il existe ke N tel que 6" = ia’IIl i € qui donne :

Pf=P, =P, =I,.

[1.n] = n
Le polyndme X* -1 est donc annulateur de P, et comme ce polyndme est scindé a racines

simples (les racines k™ de I’unité) dans C :

P, est diagonalisable dans M, (C) .
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Q19.

Q20.

Soit 6€ S, . Remarquons que P, = (8 eM[R).

G (i), j )19"]'3

Comme les symétries de R" sont diagonalisables, si P, c’est une matrice de symétrie (de R”"
car P e M (R)), alors elle est diagonalisable dans M, (R).

Supposons maintenant que P, est diagonalisable dans ‘M, (R). On a alors Sp(P,) c R.

On a vu qu’il existe ke N” tel que X* —1 est annulateur de P,, et donc le spectre de P, est

inclus dans I’ensemble des les racines k™ de 1’unité. Or, les seules racines k™ de I’unité
réelles sont 1 et éventuellement — 1. On a donc Sp(P)c{-1,1}. Comme P, est

diagonalisable dans M, (R), il existe Q€ GL, (R) telle que P, = 0 'DQ ot D est une matrice
diagonale dont les coefficients diagonaux valent 1 ou — 1. Onadonc D> =1 ,donc P’ =1, et

ainsi, P, est une matrice de symétrie.

Finalement, on a bien :

P, est diagonalisable dans M (R) si et seulement si c’est une matrice de symétrie.

1 . r
(a) Notons A:((l) Oj' On a A’=1,, donc A est une matrice de symétrie : elle est donc

diagonalisable avec Sp(A) c{-1,1}.

De plus, si A ne possédait qu'une seule valeur propre elle serait semblable a une matrice
scalaire, donc scalaire elle-méme. Ce n’est pas le cas, donc Sp(A) = {— 1,1} et ainsi :

(O 1) est semblable a (1 0).
10 0 -1

X —1‘

=X"—1=(X-D(X+D.

Autre version : On a y, =‘ 1 x

Ainsi, Sp(A)={-1,1} et x, est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable. Ceci

permet de conclure que ((1) (l)j est semblable a ((1) Olj .

(b) On suppose qu’il existe 6e S, telle que M est semblable & P,, soit P, =Q~'MQ . Comme
M est une matrice de symétrie, on a M> =1, donc P} = (Q’IMQ)2 =Q'M*Q=07"'0=1,.
Or, d’apres Q15, P’ = P, ,donc P, =1, etainsi:
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Alors, pour tout i€ [1,n], si 6(i)= j#i,ona 6(j)=0(0(i))=0c°(i)=i etdonc 6(j)# ;.

Ainsi, le cardinal de {i e [1,n],00) = i} est pair et on peut écrire :
{ie[Ln]. o) =i} ={i, ji...i. j,}

avec o(i,) = j, pour tout (€ [[L,r].

Comme [L,n]={ie[Ln], ()= i} u{ke[Ln],o(k)=k} et I'union est disjointe, on peut

écrire, en posant g =n—2r :

{ke[Ln],otk)=k}={k. ...k}

Alors, la famille (el.l b€ s €5 €€ s € ) est une base de C" et dans cette base la matrice

9 i
i %

de p, est A:diag(((l) (1)),,((1) éj,lqj ou le bloc ((1) (l)j apparait r fois. Ainsi, P, est

semblable a A (car c’est la matrice de p, dans la base canonique) et comme M est semblable a

P, la transitivité de la relation de similitude matricielle permet de conclure que :
M est semblable a diag 01 yeees 01 .
10 10 a

N 01
En posant a nouveau Az(l 0j,ona XA:X2—1 et:

V'+q

Xor = s = (%) %1, =2 =(X7=1) (X =1)" =(X +1) (X 1) (X =1)" =(X +1)" (X 1)
Comme M est diagonalisable car ¢’est une matrice de symétrie, on a :
dim(M—-1,)=r+gq
dim(M +1,)=r

Et comme ¢ >0, on obtient bien :

dim(M +1,)<dim(M -1,)

(c) On suppose que dim(M +1,)<dim(M —1,).

Remarquons que M est diagonalisable et I’inégalité implique que 1 est forcément valeur propre
de M. Si c’est la seule alors M =1, = Pl.d[[1 , etona le résultat voulu.

On suppose maintenant que 1 n’est pas la seule valeur propre de M, et donc Sp(M)={-1,1}.

Posons alors :
r=dim(M +In)21
g=dim(M —1,)—dim(M +1,)=0
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Alors, la matrice M (qui est diagonalisable) est semblable a diag (((1) Olj’ s ( (1) _OJ, Iqj (ol

le — 1 apparait r fois et le 1 apparait r+¢g fois).

On a vu dans la question (a) que ((1) _OJ est semblable a ((1) (1)), donc il existe Qe GL,(R)

tell que ((1) —Olj:Q_l((l) éjQ et en posant R=diag(Q,...,Q, Iq), on a Re GL (R) avec

R™! =diag(Q‘1, 07 Iq) et, avec le produit par blocs :

S (01 01 o (01 (01

R dlag((l Oj""’(l Oj,lqu—dzag(Q (1 0jQ,...,Q (1 OJQ,IJ.
1. 01 01 5 1 0 1 0
R dlag((l Oj""’(l Oj’lqu_dlag((O _J,...,(O _J,Iqj

. 01 01 . . .
Enfin, ((1 0),...,(1 Oj,lqj—Pc ol G est la permutation de [1,n] qui échange k et

Soit :

k +1pour tout k€ {1,3,...,2r —1} et laisse invariants les entiers entre 2r+1 et n=2r+gq.

Ainsi, M est semblable a diag (((1) _OJ, ,((1) _OJ, Iqj qui est elle-méme semblable a P,,

donc :

M est semblable a une matrice de permutation.

Finalement, si M est semblable & une matrice de permutation, alors d’apres la question (b), on
a dim(M +1,)<dim(M —1,) et on vient d’établir la réciproque, donc :

M est semblable a une matrice de permutation
si et seulement si dim(M +1,)<dim(M —1,).

Q21. (a) Soit o€ S, . Pour tout x = le.el. eC",ona:

i=1
Po(3)= P (ineij - le.pc(el.) = inecm = Z’%—u;ﬁz :
i=1 i=1 i=1 j=1 ’
en posant le changement d’indice j =0o(i), soit i=06""(j).

e Pour x=u =Zei , ceci donne p,(u) =Zej (avec x_, =1 pour tout je[Ln]), soit

G ()
i=1 j=1

P, (u)=u et donc D est stable par p, .

18/5



PSI* février 2024

e Pour xe H, on a le. =0, donc toujours avec le changement d’indice j=0(i), on
i=1

obtient Zxc_, 0 0 etdonc p (x)e H . Ainsi, H est stable par p, .
j=l ‘

Finalement, comme G était quelconque dans S, :

D et H sont stables par tous les endomorphismes p_ quand ¢ décrit S, .

(b) On suppose qu’il existe deux entiers i et j distincts de [[l,n]] telsque ¢, —e¢; € F .

Comme le sous-espace F est stable par tous les endomorphismes p_ quand ¢ décrit S, , il est

stable par p, pour tout k€ [1,n]\{i, j} et donc:
P, (e,—e;)= IZ% (e)— 12N (e;)= € i) Gy, € F.

Comme ke [Ln]\{i,j}.ona 1, ()=iett, (j)=k,donce ,—e . =e—ecF.

Onaaussi ¢,—¢, =0€ F et ¢, —¢; € F par hypothese, donc :

Pour tout ke [1,n], ¢,—¢, € F .

(¢c) On supposeicique ue F'.

Comme F est un sous-espace de C",ona D= Vect(u)C F .

Soient xzixkek €F eti,je[ln].Ona:
k=1

n n
P, (x)—x= z Xelr )~ Z X €k
k=1 k=1

n n
= z X txe +xe— z X8, — X € —Xxe;
k=1 k=1
ki, j k#i,j

= (xj -Xx,)(e, — ej)
Comme dans la question précédente, F est stable par J donc p. (x)e F etainsi:

p:, (X)—x=(x; —x,)(e — ej) efF.

Supposons que x¢ D. Alors, x n’est pas colinéaire & u, et pour tout i€ [Ln], il existe

je[Ln] tel que x; #x,. Onaalors x, —x, #0 et:

(x;—x)(e —e;)=¢—¢,€F.

xj—xi
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D’apres la question précédente, on a alors e, —e, € F pour tout ke [[1, n]] , donc :

n

n
Z(ei—ek)=nei—26k =ne,—ucF.
k=1

k=1

1 .. } ) )
Comme ue F,ona ¢ =—(nei —u+u)e F et ainsi, pour tout i€ [[l,n]], e.€ F . Ceci veut dire
n

que F =C", ce qui contredit les hypotheses. Ainsi, supposer que x¢ D mene a une absurdité,
donc xe D.

On vient donc d’établir que x€ F, xe D,doncque F c D etcommeonavuque DcC F :

Siue F,alors F=D.

(d) On suppose ici que u¢ F .

n
Soit x= Zxkek € F non nul. Comme u¢ F, x n’est pas colinéaire a u, donc il existe deux
k=1

entiers i, je [[l,n]] distincts tels que x; #x,. On montre alors comme dans la question

précédente que ( p:, (x)— x) =e¢,—e¢,€F.

i N
Alors, d’apres la question (b), ¢, —¢, € F pour tout k€ [1,n]\{i}, donc :

Vect((el.—ek) )CF.

ke[1,n]\i}

Si z A, (e,—e,)=0 (ou les A, sont des scalaires), on a ( z kk]ei— z e =0.
ke[ 1,n]Mi} ke[ 1,n]\{i} ke[1.n]\i}

Comme la famille (e, )kEﬂl ) est libre, ceci implique que A, =0 pour tout ke [Lr]\{i}, et

ainsi, la famille (e, — est libre.

Z )ke[[l,n]]\{i}
Comme cette famille contient n—1 vecteurs, on a :

dim[Vect((ei —e, )ke[[l,n]]\{i} )} =n-1.
De plus, pour tout ke [L,n]\{i},ona ¢,—e, € H (car 1+(—1)=0 1), donc :

Vect((el.—ek) CH.

ke[1,n]\i} )

Or, H est un hyperplan de C", donc dimH =n—1= dim[VeCt ((el. -e,) )} et ainsi :

ke[ 1,n]Mi}

Vect((el.—ek) ):H.

ke[Ln]\i}

On a donc H c F et si 'inclusion était stricte, on aurait dimH =n—-1<dim F <n, donc

dimF =n et F =C", qui est faux. Ainsi, 'inclusion H c F n’est pas stricte, ce qui veut dire
que :

Siueg F,alors F=H.
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(e) D’apres (a), D et H sont stables par tous les endomorphismes p_, quand ¢ décrit S, .
Et si F un sous-espace de C", distinct de {0} et C", et stable par tous les endomorphismes p,_
quand © décrit S, , alors soit ue€ F' et dans ce cas F =D d’apres (c), soit u¢ F' et dans ce cas
F =H d’apres (d).
Ainsi, les seuls sous-espaces de C", distinct de {0} et C”, et stables par tous les
endomorphismes p, quand ¢ décrit S, sont D et H, donc :
Les seuls sous-espaces de C" stables par tous les endomorphismes
P, quand o décrit S, sont {0}, C", la droite D et I’hyperplan H.
PARTIE I1I - Matrices magiques et matrices de permutation
Q22. Soit e §,. Onavu Q17 que P, = ((xi,j)lg o0 AVEC O = 84y, Pour tous i, j€ [Ln].
Alors :
o pourtout je[Ln], Do, =>8,,,=1;
i=1 i=1
o pourtout i€ L], Do, => 8, =1
j=1 j=1
Ainsi, la somme des coefficients de P, par ligne et par colonne est constante (et vaut toujours
1), donc P, M pour tout ce S, .
Comme on vu plus haut que M est un sous-espace vectoriel de M, (C), on a alors :
Vect(P,,0e S,)cM
Q23. Pour tout 6€ S,, p,€ L(H).Posons A= Vect(p,e L(H),G€S,).

Par définition, A est un sous espace de L(H) .

N

On veut prouver que tout endomorphisme f de H peut s’écrire sous la forme f = Z?u i ﬁcj avec
j=1

Ne N, et pour tout je |Il, N]], kj eC et c,eS,, ce qui revient a prouver que tout

endomorphisme f de H appartient a A, autrement dit que ‘A = L(H). Pour cela, on veut

utiliser le théoréme de Burnside : il faut donc réunir les hypothéses sur le sous-espace A, soit
prouver que :

(i) id,eA;
(i) A est stable par produit (i.e. compsoition ici) ;

(iii) les seuls sous-espaces de H stables par tous les éléments de A sont {0} et H.
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Prouvons ces trois points.
(i) Ona Py, = i, , donc Py, = id,, etainsi:

id,e A.

(i) Soit f = Z?» pG et g= Zu pG deux éléments de A.Ona:

fs :(pr ](Zu P, ] >0,

Or, pour tout xe H et pour tous i, j€ [[l,n]], on a ﬁa',. (x)= Po, (x)e H, donc, avec la
question Q15,on a:

Po, o, ()= Py, (B, (0) = B (P, ()

= pcj (p<5'1 (X)) = pcjpc'l (X) = pcjoc'i ()C) = ﬁcjoc'l ()C)

N N'
Ainsi, fg= sz,iuiﬁcﬂoc'i € A etdonc:

j=1 i=l

A est stable par produit .

(iii) Soit F un sous-espace de H stable par tous les éléments de A, donc, entre autres, par
tous les endomorphismes p_, quand ¢ décrit S, . Autrement dit, pour tout ce S, et tout

xe F,ona p,(x)=p,(x)e F.Donc, F est stable par p_. Or, comme F un sous-espace

de H, qui est lui-mé&me un sous-espace de C", F est un sous-espace de C".

Ainsi, F est un sous-espace de C" par tous les endomorphismes p, quand ¢ décrit S,

donc F est {0}, C", D ou H. Comme FcH et F#C", et comme ug H, donc
F#D.Ainsi:

Les seuls sous-espaces de H stables par tous les éléments de A sont {0} et H .

Les trois hypotheses sont donc vérifiées, donc d’apres le théoreme de Burnside :

A =Vect(p,e L(H),ce S,)=L(H)

Q24. On a vu que u¢ H, donc DN H = Vect(u)"H ={0}. Comme D est une droite et H est un

hyperplan de C",on a:
C'=H®D.

De plus, si J est la matrice de M, (C) dont tous les coefficients valent 1 et ¢ I’endomorphisme

de C" canoniquement associé a J, alors pour tout i€ [1,n], ona ¢(e,) =u, donc :

. (p(u):(p(zn:eijzzn:(p(ei)znu et Dcker((p—nidcn), soit @(x) =nx pourtout xe D ;
i=1

i=1

22/5



PSI* février 2024

® pourtout x=(x,...,x,)e H,ona le. =0, donc:
i=1

o(x) :(p(zn:xieijzzn:xi(p(ei) :(ixz}u =0.

Soit alors M € M et m I’endomorphisme de C" canoniquement associé a M.
D’apres la question Q14 :
® H est stable par m, donc d’apres la question précédente, il existe Ne N, A,,...,A, € C
N
et 6,,...,0,€ S, telsque m= Z?ujﬁo ou 7 est I’ endomorphisme induit par m sur H,

j=1
donc pour toutxe H :

N N
m(x) =m(x) = APy (0= A;p, (x) ;
j=1 j=1
e D est stable par m, donc il existe Ae C tel que pour toutxe D, m(x)=Ax.

Soit maintenant xe C".

D’apres ce qui précede, il existe (x,,x,)e HXD tel que x=x, +x, et:
N
m(x)=m(x,)+m(x,)= Z ijci (x,)+Ax,.
=

Par ailleurs, on a vu dans la question Q21.(a) que pour tout 6€ S, , p.(u) =u donc en posant

x, =ku avec ke C,ona p_ (x,)=p, (ku)y=kp,(u)=ku=x, et:
N N N
ijpcj(xD):zijD :[ZijXD.
= j=1 j=1

De plus, @(x,,)=0 et ¢(x,) =nx,,donc @(x)=0@(x,)+@(x,)=nx,, soit x, = l(p()c) et:
n
N N N
m(x) = ijpcf (x,)+Ax,+ Zk_fpc, (XD)—(Z 7“_,-}51)
j=1 Jj=1 Jj=1

N
A%
j=1

Aps, (x)+(7»—27»_,-]%<p(x) = (Z?»_,-pc,. + OC(PJ(X)

J=1 Jj=1

i’w | po, (i) + P, (35) | +(x—

1]
M=

~.
I
—

ul 1
avec oL = 7»—27»,. —.
= )n

Remarquons que A et les A, sont des scalaires indépendants de x, donc o I’est aussi et la

relation ci-dessus étant vraie pour tout xe C" :

N
Il existe bien Ne N, A,,...,A, €C, 6,,...,6,€ S, et o.e C tels que m=z7ujpcj + 0.
j=1
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Q25. L’ensemble S, contient n! permutations, donc il y a n! matrices du type P,
Soient i, j&[[1,n] donnés.

Pour 6€ §,, la matrice F, contient un 1 en position (i, j) si et seulement si p (e;)=e e,

o(j) ~ Ci
donc si et seulement si o(j)=i. Toutes les autres matrices de type P, contiennent 0 en
position (i, j). Or, pour construire une telle permutation o€ S, telle que o(j)=1, il faut et il
suffit de donner les images de tous les entiers de [[1, n]] distincts de j (car I'image de j étant i) et

ces images ne doivent pas €tre i, donc il faut et il suffit de construire une bijection de
[1.n]\{/} (qui contient n—1 éléments) dans [1,n]\{i} (qui contient aussi n—1 éléments). Il y

a (n—1)! telles bijections possibles.

Ainsiil y a (n—1)! permutations ce S, telles que o(j)=1i, donc (n—1)! matrices du type P,
qui contiennent 1 en position (Z, j) et toutes les autres contiennent 0 en position (i, j) .

Ceci étant vrai pour tous i, j€[Ln], on a, en notant P:ZGeSn P, =(P,)izi.j<n» POUr tous
i,je[Ln] :

Pi; = Zcesn,o'(j):il =(n-D.
Ainsi, P=(n—-1)!J etdonc:

Y.; P =(=Dlg

Ceci prouve que @€ Vect(p,,6€ S,) et donc, d’aprés la question précédente, pour toute

N
MeM, m:ZijGj +oe Vect(p,,6€ S,),donc M € Vect(P,,c€ S,) et ainsi :

J=1

Mc Vect(P,,6€S,).

Comme on avait établi que Vect(P,,c€ S,)c M dans la question Q22, on peut conclure
que :

M=Vect(P,,c€S,)

Remarque : On aurait pu aussi utiliser (en justifiant) le fait que J = ZPE ou les ¢; sont définis
i=1
Q21 (et dont on ne s’est finalement pas servi jusqu’alors...)
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