PSI* mars 2024

Corrigé du DM n° 8

A - Une propriété de Perron-Frobenius

1) Ona H,=(h")  =|- 1, e M, (R) et pour tous i, je [0,n—1] :
) Jo<i, j<n—1 l+]+1 0si. j<n-1

oo 1w
g+l i+ g+l Y

Donc, H, est une matrice symétrique réelle.

! n-1 n-1 n—1
De plus, pour tout X ="(x, x -+ x,,)e M, (R),ona H,X = [Z s Y x> Th jxjj , donc :
=0 =0

7 n—1,

n—1 n—1 n—1 n-1 XX
'XH,X = Z(%ZW%J =2 D Wiax = Y —

=0\ j=0 i=0 j=0 oigena i+ j+1

n—1
Or, avec X it Zxktk , polynomiale donc continue sur R, on a, pour tout te R :
k=0

()Z(t))2 :(nixit"j(nixjﬂj: > xxt

0<i, j<n-1
Donc :
1, ~ \2 - XX,
[[(X@) di= 3 x| 1¥dt= Y ———='XHX.
0 0<i, j<n—1 0 osigen i+ j+1

1, ~ 2 ~
Ainsi, 'XH X = .[ O(X (1)) dt=0 etcomme X’ est continue et positive sur R , donc sur [0,1] :

XH,X=[ (X)) dt=0 & Vre[0.1]. X1 =0.

Ainsi, la fonction polynomiale X admet une infinité de racines : elle est donc nulle, ce qui revient a dire que
tous ses coefficients sont nuls, donc que x, =x, =...=x,_, =0, soit X =0.

Finalement, pour tout X € M, (R), 'XH X >0 avec égalité si et seulement si X =0, donc H, est définie

positive et ainsi :

H, est une matrice symétrique réelle, définie positive.

2) Remarquons déja que si A€ Sp(H,) et X #0 est un vecteur propre associé¢ a A, on a:
‘XH,X ='X(AX)=A'XX =A|X['>0 = A>0 (car [X] >0).
Donc toutes les valeurs propres de H, sont strictement positives.

Onnote V =ker(H,—p,1,) avec p, =max(Sp(H,))>0.
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Comme H, est une matrice symétrique réelle, il existe une base orthonormée (U,,...,U,) de M, (R)

constituée de vecteurs propres de H,. On note A, la valeur propre de H, associée a U, et on suppose que :
O<A <A, <..SA,=p,.
Soit X € M, (R). Il existe (x,,...,x,)e R" telque X =xU, +..+x,U, et:
HX=H (xU,+.+xU)=xHU +..+xHU, =x\U, +..+x AU, .
Donc :
'XH X =Ax +..+ L x.
Remarquons qu’alors, comme A, <p, pour tout k € [[1,n]] ,on apour tout X € M, (R) :

x|’

'XH X =M%+ A A X2 <p X0+t p, X =p, (X +..4X)=p,

x|

e Si Xe 'V, alors comme on I’a vu plus haut 'XH X =p,

e Si'XH X =p, ||X ?, soit AX+. AN XD =p, X +..+p,x, alors

P, ~ A+t (P, ~A)x2=0 & (p,—A)x =..=(p, —A,)x>=0.

car (p, —A)x; 20 pour tout k€ [[L,n].

Ceci implique que pour tout ke [[l,n]] tel que A, #p,, x; =0 et donc que X =x,_ U,  +..+xU, avec

V =ker(H,-p,l,)=Vect(U U,) etainsi, Xe V.

n—ou?*

Finalement, on a bien :

XeV < 'XHX=p,|x|
3) On a vu plus haut que :
t _ XX ! _ |xi|‘xj‘ _ ‘xixj‘
X(’H"X‘)_og,,zﬂ_liﬂﬂ ot XA, X°|_os,»,,zgn_li+j+1_OSi,,-Sn_li+j+1'
Or, pour tous i, j€ [[O,n—l]] , = x")‘c"' < “xi).cj , donc :
i+j+1 i+j+1
i ‘xixf‘

0<i, j<n-1 i+ +1 0<i, j<n—1 i+ +1
Soit :

'X,H,X,<'|X,|H,

X,|

Or, X, e V' donc, d’apres la question précédente :

'XoH,X,=p, XOHZ :

2
, donc :

On a vu aussi dans la question précédente que pour tout X € M, (R),ona 'XH X <p, ||X

xo|#, |xo <p, IX "
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’ —|x0|2 +..+ xn_1|2 =x, +..+x_, =|X, ?, donc :
‘X, H, X, <' X,|=
Mais alors, avec la réciproque de la question 2, on obtient :
1 X,|e V
4) Ona:
r ™ (n) (n) (= ‘ - ‘ S xi‘
H |X,|= h " " h" 1= _—
ol ( “) th ) Jz"”‘x"j Z Z v2 7 K
n x,‘
Z—ﬁzo et comme tous les
j=0J
termes de la somme sont positifs, ceci implique que pour tout je [0,n-1], % =0, soit x; =0.
j .

Ainsi, si H, |X0| possede une coordonnée nulle, X, =0, ce qui est absurde car X, est supposé non nul et
donc :

HV!

X 0| n’a aucune coordonnée nulle.

X0|:t(pn

X, ) Alors, pour tout je[0,n—1],

| P,

| p,

On a vu que

xj‘;tO et donc X; #0. Ainsi :

X, n’a aucune coordonnée nulle.

5) Soient X,Ye V ,nonnuls, avec X =" (x, x, -~ x,_ ) et ¥ ="(y, » - y,,).

D’apres la question précédente, les coordonnées de X sont non nulles, et donc, entre autres, on a x, #0.

Comme V est un sous-espace de M, (R) :

y-2xeV.
Xo

La premicre coordonnée de ce vecteur est y, —ﬁxo =0, donc Y —22 X est un vecteur de V possédant une
Xo Xo
coordonnée nulle. D’apres la question précédente, il est nul, soit :

y=20x.
Xo

Ainsi, deux vecteurs de "V sont toujours colinéaires , donc : dim V <1.

Mais "V est un sous-espace propre de H,, donc : dimV >1.

Ainsi :

dimV =1
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B - Inégalité de Hilbert

6) Posons P=a, X" +..+a,X +a, et Q= ”IX””+ +2X +a,X .Ona Q'=P,donc:
p+

[* Ptydr=0m-0(-1).

Par ailleurs :

p

i )¢ " ke | ,i0 " i(k+1)8 - T i(k+1)0 L ' kHhe "
IO Pe”)e dG:jO ;ake e dG:jO ake akjoe dezzak D 0

lp e+ _1 s N oa, :1 PN . o
,kokﬂ[( D ]—l Z ;HJ -[e=n-00]=i[om)-0¢-1]

Donc ["P(e™)e"d0=i [ P(t)dr et

I P =|[ Peese"de] < [ pee)e| a0

Soit :

‘ [* Py

< j OE‘P(eie)‘de

On a vu que pour tout X = T(XO X, e _xn_l)e j\/ln’1 (R) R TXHnX = I;(X(l‘))z dt, donc en appliquant l’inégalité

ci-dessus au polyndme P = X2, on obtient :

‘j_ll()f(t))2 dt

sjo”‘()?(efe))z‘de.
Or, pour tout € R, on a ()Z(t))2 >0, donc :

'XH X =Iol()2(t))2 dtSj_ll(X(t))z dt:U_ll()Z(t))2 dt‘.

Et ainsi :

'XH X < J':‘(X(efe))z‘de

7) On a pour tout 6¢ [0,7] :

‘(X(ele ‘ ‘X(ele)‘ = X (@)X (") (Z‘xk(ele j{§x5(6i9)6j= x,x,e

Donc :

j ‘ X(.e’9

ik=0m
x,x,e'"” ”“’jde— Z xkxfj =099 = ZkaH z xkxg[e'(k—ﬁ)l}
l —_—

0<k,l(<n-1 k=0 0<k,l<n-1
k#/(

“ldo = j{
_nlef"'_ z xkx{(_llc)__é (? 2 }_nnz_lx;

L o<k<i<n-1

0<k,l<n-1
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Soit :

—
S 1

()| do=r|x]"

Et ainsi :

'XH, X <n|X|’

8) Soit X ="(x, x -+ x,,)€ M, ,(R) un vecteur propre de H, associé a p, (donc 'XH, X =p, X||2).

Posons ¥ ="(x, x -+ x,_, 0)e M,,,,

n—1

(R) . D’apres la question 2, on a :

YH,.Y <p. Y[ .

n+l n+l

Y[ =7+t x2 407 =x7 +...+ x> = | X[ et d"autre part ¥ = X, donc :

Or, d’une part,

x|’

YH, ¥ = [ (V@) de =] (X)) dr="XH,X =p,

Alors, (1) devient p,

X||2 <P, |X||2 et comme X est non nul, on a ||X||2 >0et:

pn S pn+l .

Ainsi :

La suite (p,),., estcroissante.

Toujours avec le vecteur propre X (avec ||X ||2 > () on a, d’apres la question précédente :
'XH, X =p,|X|" <n|x|| = p,<n.

Ainsi, la suite (p,),,, est majorée par T et comme elle est croissante :

n21

La suite (p,),., est convergente.

C - Un opérateur intégral

9) Ona Ez{fe C([O,l[,R),j;|f|<m}.Soit feE,pourtout xe R ettout re[0,1[,ona:

KGO f() =3 (0 F() =S x1 £ (1)

k=0
Et, pour tout k€ [0,n—1] et tout 7€ [0,1[, on a ‘tkf(t)‘ <|f(®)|. Comme fest intégrable sur [0,1[, > 1* £ (1)
n—1
I’est aussi par théoréeme de comparaison, et donc I (: K, (xt)f(t)dt est bien défini et vaut Zxk I (:tk f(t)de.
k=0

Ainsi, T (f) est bien définie et est polynomiale, donc continue et intégrable sur [0,1[. Ainsi, 7, est bien a

images dans E. De plus, T, est linéaire par linéarité de I’intégrale, donc :

T estun endomorphisme de E.
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Pour fe E, posons a, = j(:tkf(t)dt pour tout k€ [0,n—1]. On a alors :
n—1 n—1
T.(f)=0 & Vxel0l], Y ax'=0 & Y aX'=0 & Vke[0,n-1], q, =0
k=0 k=0
car le seul polyndme admettant une infinité de racines est le polyndme nul.

Ainsi, 0 est valeur propre de 7, si et seulement s’il existe fe E\{0} telle que j;tk f(@®)dt =0 pour tout

ke[0,n—1]. Or, si I'on munit R [X] du produit scalaire (P,Q) > (P, Q> :j(: PQ, l'orthogonal de R, [X]

(qui est un hyperplan de R [X]) est une droite, donc contient des polynomes non nuls.

Soit alors Q un tel polyndme. Ona Qe (]Rn_l[X])L, donc pour tout ke [[O,n—l]], <X",Q> =0, soit :

[ Olth(z)dz -0.

Or, la fonction polyndme Q appartient a E (et n’est pas nulle), donc il existe bien Qe E\{0} telle que

J-; *Q(t)dt =0 pour tout k€ [[0,n—1], et ainsi :

0 est valeur propre de 7, .

n

d 2 "
X"[(X -X)"].

Remarquons qu’en s’inspirant des polynémes de Legendre, on peut prendre Q =

10) Remarquons que pour tout X € M, | (R), Xe R, _,[x], donc la restriction de X 2a[0,1[ appartient 2 E.

On a pour tout ke [0,n—1] :

n—1 1 n—1

j;tki(t)dt:ﬁtk (2xjf"jdt=2xjfofk”df=2 U=y,

=0 o k+j+1

Oﬁl(y() Yoo yn—l):HnX‘

Alors, pour tout xe [0,1] :
~ ~ n—1 - n—1
7,000 = [ K, ()X 0dt = Y 2* [ R ydr =Y.y
k=0 k=0

Soit :

- n—1
Tn(X):xl—>Zykxk avec t(yo Vo oyl )=HX.

k=0

Soit A >0 une valeur propre de H, est X = l(xo X, -+ x,_,)€ M, (R) un vecteur propre associé.

Onaalors '(y, v - v,,)=H,X=AX="(Ax, Ax, --- Ax, ), donc:

n-1 n—1 n-1
T30t )yt =D At =AY x 1 =AX ().
k=0 k=0 k=0
Donc, T, (X)=AX etcomme X #0 (c’est un vecteur propre), on a X #0. Ainsi, A est valeur propre non nulle
de T,.
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Réciproquement, si A est valeur propre non nulle de 7,, alors il existe f € E non nulle telle que 7,(f)=Af,

soit f = %Tn (f). Donc, fest polynomiale de degré au plus n—1.

n-l1
Posons alors f:t+> Y x,t* avec X ="(x, x, -+ x,,)e M, (R).Ona f =X, donc, pour tout xe[0,1[ :

k=0

T.(H@ =T, (X)) =S (H,X), " =M () =3 dgxt

n-l n-1
Les deux fonctions polynomiales x> » (H,X), x* et x> » Axx* coincident donc sur [0,1[, donc sont
k=0 k=0

égale. Elles ont alors les mémes coefficients, soit (H,X), =Ax, pour tout k€ [0,n—1]. Ainsi, H,X =AX et}

est valeur propre (non nulle) de H .

Finalement :

H, et T ontles mémes valeurs propres non nulles.

11) Ona MZ{QE E\V xe10,1[,¢(x) >0, lim~ e R, lim~e ]R}.
o @ e

Remarquons que si Qe .o/ :

e e E,alors im@=¢@(0)e R, donc si liml est finie, alors c’est
0t 0" ()

e ¢>0 sur ]0,1[, donc @(0)>0 et limle R,, donc lim@e R’ U{+ }.
1 (p 1

1
et 0)=#0 ;
0) ©

Réciproquement, pour Q@€ E , si les conditions ci-dessus sont respectées alors @€ .o/ . Ainsi :
o ={pe E\V xe[0,1L9(0) >0, limge R, U+ e}
L

On veut prouver que :

p, <inf sup( 1 J.lKn(XI)(P(I)dtj —inf| sup [—Tn(“’)(")j ,
o= aeto Q(x) 70 | wer0a\ Q(x)

Ceci revient a prouver que pour tout @€ .o/ :
1

o | i Kn(xt)(p(t)dtj= sup (

xe 10,1

Tn<<p><x>j .

<

x€ 10,1

D’apres la question précédente, f € E est un vecteur propre (non nul) de 7, associé a p, si et seulement si f
n—1

est de la forme ¢+ Y x,t* ot X ="(x, x, -+ x, ) estun vecteur propre de H, associé a p, .
k=0

De plus, d’aprés la partie A, il existe un vecteur propre X =" (x, x, --- x, ) de H, associé a p, dont toutes
les coordonnées sont strictement positives.

n—1
On peut donc considérer f:1+> Y xt* telle que T,(f)=p,f et x, >0 pour tout ke [0,n—1].

k=0

n—1
Onaalors f(0)=x,>0, 1imf=2xke R et £>0 sur[0,1].
=

k=0
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Ainsi, fe€ .o/ etonapourtout xe[0,1] :

Soit maintenant @€ .o/ quelconque.

. . . 1
Remarquons déja que 7 (¢) est polynomiale, donc continue sur [0,1] et, par hypothese, — admet un

prolongement continu sur [0,1], donc se prolonge en une fonction continue sur [0,1] et donc

T,(¢)
(0

T T
sup [Mj existe et vaut max (Mj (ou le prolongement est rappelé

T,(9)
xet0r\ Q(x) xl0.1\ - @(x) ¢

T
@)
¢

Posons g = A .

D’apres ce qui précede, f est peut étre prolongée en 1 en une fonction continue et strictement positive sur [0,1]

et @ est continue et strictement positive sur [0,1[ avec lim@e ]R*+ u{+ oo} . Alors, g est continue et strictement
=
positive sur [0,1[ (comme quotient de telles fonctions) et lim g € Ri u{+ oo} . Ceci permet d’affirmer que g
=
possede un minimum g(a) >0 sur [0,1[ (avec a€ [0,1]).

Alors, pour tout xe [0,1[ et tout re[0,1[,ona K, (xt)f(t)=0 et:

K,(xt)o(t) =K, (xt) f(t)g(t) 2K, (xt) f(t)g(a).

Donc, pour tout xe [0,1] :

o(x )j K (’“)‘p(”d”—f K, (xt) f (t)g(a)dt

Or:
f() 1
o(x) f(x)7°

g@T,(f)x) _ gla) 0
gx) f(x) g "

j K, (xt)f(t)dt =

1 1
- K =
oKD f D5 (a@)dr = g (@)
Donc, pour tout xe [0,1] :

g(a)
gx) "

j K (xt)(p(t)dt]— sup( L
(x) 70

xe ]0,1[

1 1
o [ K, (eno(odt < max(

xe[0,1]

En particulier pour x =a € [0,1[, on obtient :

p, < sup( j K (xt)(p(t)dtj

xe 10,1

o(x)

Ainsi, on a bien :

p, <inf LZL]IOI?H( (x)j K (xt)(p(t)dtﬂ

De plus, on a vu plus haut que fe .o/ et sup ( j: p, , donc le sup ci-dessus est atteint

xe ]0,1[

en = f :c’estun minimum.
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Ainsi :

)

p, = %{,‘){ sup (@ [ K G )dtﬂ = Li?&(@(m °

x€ 10,1

12) Soient ¢ .o/ et ne N.

Pour tout x 10,11, J,(x) =] t(p(t)dt—j 2(x,0)dr avec g:(x, t)|—>th’() définie sur 10,1[x[0,1[ .

e Pour tout xe ]0,1[, t+— g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0,1[, car pour tout 7€ [0,1[,

=g(x,n< %(p(t) et par hypothese, @ est intégrable sur [0,1] .
-X

e Pourtout € [0,1[, x> f(x,t) estde classe C' sur ]0,1[.

n+1(P( )

a 7 est continue par morceaux sur [0,1] .
—1tx

e Pour tout xe ]0,1[, tHg—g(x,t)
X

¢(¢) et la fonction

9 N _98 .
. (x,0)|= . (x,n) <

e Pour tout ae ]0,1[ et tout (x,£)e ]0,a]x[0,1[, on a (_ay
—a

= 1—ay (1) est positive, continue par morceaux et intégrable sur [0,1] .
—a
Alors, J, estde classe C' sur 10,a] pour tout a€ ]0,1[, donc sur ]0,1[ et pour tout xe ]0,1[ :
n+1
(P(f)
J, 25
W= B enar= [ 70,

On a alors pour tout x€ ]0,1] :

n+1 n n
e, = [ 500 g D) o Ce0 o)),
0 (1-tx)* o (1-tx)’ o\ (I=tx)" 1-tx
Et comme J, (x)= J-; tl (Pit) dt converge, on obtient pour tout xe ]0,1[ :
—1x

13) Soient xe ]0,1[ et ne N.
Remarquons que pour tout 7€ [0,1[, tx<1 donc 1-rx#0.

Commencons par le cas ot n=0. On aalors nJ, (x)=nJ, _ (x)=0 et on veut montrer que :

=005 (e-0f} 2y [ U090,

x—1
1-1x (1-tx)*
On peut donc réaliser une intégration par parties sur [0, a] pour tout a€ ]0,1[, ce qui donne :

«(d-D9'@®) , _| d-1)9@) a_ « (x=Do(r) (1-a)p(a) (P(f)
[ o { — } [ i di = === = (0) = (x~ Df’ i ~dr.

).

Les fonctions ¢ — et @ sont C "sur [0,1[ (la premiere est rationnelle, de dérivée ¢
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Lo |_ o0 _ o)

Or, lim(1-1)@(t) =0 et, pour tout t€ [0,1], intégrable sur [0,1]
t—>1"

(-2 (1-tx)* " (1-x)° (1-x)*
(car @ I’est), donc .[ 01 a (p(t))z dt converge et ainsi, on peut faire tendre a vers 1” dans la relation ci-dessus, ce
—Ix
qui donne :
(1- t)(p @® 4 1)
jo - Bl (P(O)_(x_l).[() (1-tx)*
Soit :

Ceci établit la relation voulue pour n =0, avec, dans ce cas, ¢ =@(0).

Soit maintenant ne N" .

t"(1-1)

" est rationnelle, donc de classe C' sur [0,1], de dérivée :
—1x

La fonction ¢ —

(nt"" —nt")A—tx)+(x— l)t
(1-tx)*

-

Comme @ est aussi de classe C' sur [0,1[, on peut donc réaliser une intégration par parties sur [0,a] pour tout
€ ]0,1[, ce qui donne :

.[a t"(1-1)@'(t) dt:{t"(l—t)(p(t)} (e (nt"™ —nt")(l—tx2)+(x—l)t" o(1)dt
0 1—tx 1-tx o 0 (I-1x)
_ _ jat”“w(t) dren]’ o (-1 o
1- 0 1—tx 0 1—tx O (1-tx )
Or:
— (1-a)p(@) —=—0
l—ax a=
“tn_l(p(t)
[ ol T, ()
a1"Q(1)
d J
-[0 1—tx == L)
Vte[O,l[,| t"(P(f)zF (1(3(;))2 = j:(lt’fp%;zdt converge (comme plus haut)

Donc, on peut faire tendre a vers 1~ dans la relation ci-dessus, ce qui donne :

e,

jlt”(l—t)cp'(t) i
O(l-1x )

01—ty —an_l(x)+an(x)—(x—1)j

Soit :

190, LU0,

1
nJ (X) I’ZJ 1(.X')+(.x ).[ )2 0 1—1x

La relation est vérifiée pour ne N avec ¢=0.
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Finalement, on a bien pour tout ne N :

’ "1-09' =¢(0 dn=0
1, (0= 4, (0 + (=D 2Oy [HAZDOW g J€7 9O duand
" " 0 (1-1x)* R c=0 quand n>0

14) Soient x€ ]0,1[ et ne N. D’apres la question 12 :

l)j (1t R0 ydt == x(1=x)J, '(x)+(x=DJ,(x).

Donc d’apres la question 13 :

nJ,(x)=c+nJ, ()= x(1=x)J, (0 +(x=DJ, () +] Ltt)@(t)
X
Soit :
x(1=-x)J,'(x)=c+nd,_ (x)—nd, (x)+(x=1J (x )+J't(1—tt)q’(t)
X
=00 4

=c+(n+D(x=DJ, 0 +n[J, () -xJ,(0]+ ] —

Si n=0, cect donne x(1-x)J,'(x)=c+(x—1)J,(x)+ .[ ;mdt qui est le résultat voulu (en posant, pour
—Ix

nzo,nj "'o'()dt=0.Si n>1,0na:

" (t) jlt"cp(t) _ I @ —xt")er)

1
dt=| t"'o(t)dt.
0]—tx 1—1x -[0 ()

J, () - xJ()j

Donc, dans tous les cas :

4 (1 ne (t)

x(1=x0)J (X)) =c+n+D(x=DJ (x)+n j " o(t)dt + j —
X

15) L’équation (E): (1-¢t)y'=—"y, se récrit pour t€ [0,1] : y'=—liy.
—t

C’est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1. Pour tout 1€ [0,1[, 1-¢>0, donc :

Les solutions de (E) sur [0,1[ sont les fonctions 7+ Ke"™ "™ = K(1—1)" avec Ke R.

Les hypotheses faites sur ¢ sont nombreuses :
* ¢eC'([0,ILR) ;
1
¢ [lol<=
e Vxel0,I[, ¢(x)>0 ;

e limpe R, U{+} ;
T

o lirfg (1-0e@)=0.
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Soit g:1+> K(1-1)" avec K€ R une solution de (E).

Ona geC' ([0,1[,R) quels que soient K et g, et >0 sur [0,1] si et seulement si K >0. On suppose que

c’est le cas. Alors :

e limg@)=Klim(1-1)"eR, U{+x} & v<0;
t—1" t—>1

e lim(I-t)g(t)=Klim(1-t)""=0 < y>-1;
t—1 t—1"

e Pour —1<y<0 ettout ac[0,1] :

(1—(1—a)Y+l)?>L = j01|g|<oo.

—1 ,Y+1

a B I C L “: K
[le@|ar=k][ a-n‘a K{ menl e

Finalement :

K>0
~1<y<0’

Une solution ¢+ K(1—¢)" de (E) vérifie les hypothéses faites sur @ si et seulement si {

On suppose dans la suite que @:¢+— K(1—1)" avec ¢(0)=K =1>0, donc :
@t (1-1)"
avec —1<y<0. Alors :

1" (1-1)Q'(t 1" 1)
[LA=0e@ [vcp(] vl ()
I-tx
n-1 _ n=l1 __ \Y
jot @(t)dt_jor (-1)"dt
La relation de la question 14 se récrit :

x(Q=x)J,'(x)=c+(n+D(x-DJ (x)+ n.[;t”_l(l—t)ydt—’an (x).

x"J (x) _ x"J (x)
o(x)  (1-x)'°

Par hypothese, ¢ est de classe C' et ne s’annule pas sur [0,1[ . La fonction x> x" est dérivable sur ]0,1[ et

16) Soit ne N. Pour tout xe ]0,1[, ®, (x) =

J, Iest aussi d’apres la question 12. Ainsi, x> x"J, (x) est dérivable sur ]0,1[ en tant que produit de telles

fonctions et en tant que quotient de telles fonctions :

@, est dérivable sur ]0,1[.

De plus, pour tout xe ]0,1[ (en prenant nx""J (x)=0 quand n=0):

X! [n.ln (x)+xJ, '(x)] (I1=x)"+x"J (x)y(1- x)*!
(1-x)"

B X" [n(1=x)J,(x)+x(1=x)J, ()] +yx" T, (x)

- (1_ x)“{+l

@, '(x)=
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Et avec la relation établie a la fin de la question précédente, on obtient :

X [n(l -x)J, (x)+c+(n+D)(x-DJ, (x)+ n_[; " A=0)'dt—vJ, (x)} +vx"J (x)

¢n '(x) = (1_ X)Y+l
y+1 nJ . X"
LDODL e sy
(1-x) (I-x)
n—1
:_’Y_HXJ”(XY) (C+l’lJ- tnl(l t)Ydt)—YH
x (1-x) (I-x)
Et ainsi, on obtient pour tout xe [0,1[ :
n—1
D, '(x)=—(y+1) @, +c, (lfx)y“ avec ¢, = c+nJ-01t”_l(1—t)Ydt.

17) Soit ne N. Pour tout x€ ]0,1[,on a:

xn—l x’ﬁ'Y
NP ) +(Y+DA'D (x)=¢c — XM= —— |
L (O+(y+Dx'® (x)=c, -0 "y

Or, x> x"™'® '(x)+(y+1)x"®, (x) est la dérivée de x > x"'® (x) qui s’annule en 0.
n+y

X o o
De plus, n+vy>-1, donc x> 1—)Y+1 est intégrable en O et ainsi :
- X

n+vy

v+l _ *
Ko, =c,| L

Soit, pour tout xe ]0,1[ :

l_n+"{

0 ™ dt

N ()C)— y+1 J-x

18) Soit ne N'. Pour tout a€ ]0,1[, ona @, :t — (1—1)"* vérifie toutes les conditions précédentes sur @.

En particulier ¢, € .o/, donc :

p = f/b?ﬁ[(@(ﬂ j K (xt)(p(t)dtﬂ_ inf |:le]1£[[(p =il j K (xt)(pu(t)dtﬂ

Or, pour tout xe ]0,1[ et tout € [0,1[,ona I-tx#0, donc :

—— [ K, (a)g, (1)dt = () [Z(xt) j%(t)dt_ L [ GO o ar

P, ( )70 =0 @, (x)70 1—xt
T A P S A KO PG R AL IS
(p (x)?01—xt @, (x)70 1—xt o, (x) @,(x)
_ _Co IJ‘X t_u_ - _Cn ljx t"_°_‘ i = 11 Ix 1- ctl
o+ (1 t) o+ x o+ 0 (1_t) o+ o Ot (1 t) o

1
avec ¢, =@,(0)=1 et ¢, = njo t"'(1—¢)"*dt . Remarquons qu’il a déja été vu que toutes les intégrales dans la

suite d’égalités ci-dessus convergent.
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1 ¢x 1-c¢t"
< inf 2 dr ||.
P 0€€]01[|:xe]0p1[(x IO t“(1-1)" H

_ U 1 —ocd =0 = n!
cn_nj()t (=) "dr = ”_(l—oc)(Z—oc)...(n—Oc)'

Ainsi :

Reste a montrer que :

Or, on a th"‘l (1—1) %dt = j;t”‘l (1-0)"*"dt avec n>0 et 1—o>0, donc d’apres les résultats admis dans
I’énoncé :

I'mI'd-o) m-DHITA-o)

Fn+l-0) Tn+l-o)

L N g, L A
jot (1-1) dz_joz A=) gr =

De plus, avec la relation I'(x+1) = xI'(x), montrons par récurrence que pour tout n€ N :
I'n+l-0)=1-0)2—-0)....n—o)'1—0).
¢ Pour n=1l,onal'2Q-o)=I'l-0a+1)=(1-o)['(I-a), donc la relation est vraie au rang n=1.
e Sipour ne N donné,ona I'(n+1-0o)=(1-0o)(2—a)...(n—o)[[(1—ax), alors :
IF'n+2-a)=T(n+1-o+)=n+1-a)[(n+1-)
=(n+1-o)[(1-a)2-a)...n—a)[(1-a)] par hypothes de récurrence.
=(1-0)2-a)..(n—o)(n+1-)I'(1-w)
Donc, la relation est vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ne N, soit :

rd-o) 1
Tn+l-0) (-o)2—-0)...(n—0a)

Finalement, on a bien :

x 1-061" !
p, < inf | sup | j ! e"tl_ dt avec 0, = n .
o0l | eqou| x40 14 (1—1)" (I-2-o)..(n—o)

) . 1- o dt 1-o o, dt
19) Soit ne N . Comme p, < inf | 0" I —————|,on p,<0," I ———— pour tout ae ]0,1[,
ae10.1[ 0 ¢ (1—t) o *A-)""

. 1 .
en particulier pour o = > soit :

<92—1n o di
P, =Y, IO N
Or:
i e awsin( )] a0, -1)+ 7
Ainsi :

n . 1 T
p, <0 {arcs1n(2(eyT)2—lJ+E}.
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) 1
Par ailleurs, avec o = E’ ona:

9 = n! 2"n! _2x4x.. ><(2n)><2"n' 2"n!><2"n! 2n(n‘)
! 1_1 2_1 n—l 1><3>< X(2n— 1) (2n)! (2n)! (2n)'
2 2)" 2
Donc :
2 1/2n
9" — o ("') o
Ainsi :

p, <O, {arcsin(Z%—lj+£} .
o, 2

g - xZ xox"L > 1 5 ® =0"">2"">1 = iE]O,l[.
lI-— 2——  p—— 1-- ®,
2 2 2 2

Remarquons que :

Posons h(x)zalrcsin(zx2 _1)+§—2arcsinx sur |0,1[. La fonction % est dérivable sur ]0,1[ en tant que

somme de telles fonctions (car quand xe ]0,1[, on a 2x*—1e |—1,1] et arcsin est dérivable sur |—1,1]) et

pour tout x€ |0,1] :

h(x) = dx 3 2 _ 4x B 2
VI - V-2 - -p)(1+ @ -D) V1-2
4x 2 4x 2 ~0

CJe2ene Jiee 2nfioe g

Ainsi, h est constante et lin}) h(x) =0, donc A est nulle et ainsi, pour tout xe ] 0,1 [ :

arcsin (2x2 - 1) +g =2arcsin x.

2

Et donc, arcsin(2i— j+£ =2arcsin [ij ,d’ou:
O 2 o,

p, <2m, arcsin (LJ
(Dn

20) Avec la formule de Stirling, on a :

n
2n (n')z 2n (ej
2o =/mn.
\/2n(2n( j
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Donc :
o, = 2(@} — (22}1 ﬂj =exp |:Lll’l [22n ﬂj}
(2n)! (2n)! 2n (2n)!
= exp[iln (\/E+O(\/Z))} = exp[i(ln (x/ﬂ)ﬂn (1+ 0(1)))}
2n 2n
zexp{w+0(lﬂ :1+M+o(lj:1+m—n+m—n+o(lj:1+m—n+o(m—nj
4n n 4n n dn  4n n 4n n
Et ainsi :
4n

Posons € =®, —1. On a alors :

® ® ®

n n n

1 1 1
T—2®, arcsin (—j =n—2(1+¢,)arcsin [—j =u, —2¢, arcsin (—j

1
avec u, =T—2arcsin| — |.
®

n

Ona g ———0,donc ®, ———1 et u, ———>0. Alors, u, ~ sinu,.Or:
n—+o n n—+oo n n—+oo n n

. . ! . 1 . 1 [ 1
sinu, =sin| T—2arcsin| — || =sin| 2arcsin| — | |=2sin| arcsin| — | |cos| arcsin| —
wﬂ wﬂ O“)n O“)n

Jor-1 Jo +1 Jo +1
=2 0;2 =2 0;2 \/ﬁ:2 0;2 \/g

o
(Dn 0)71

Comme ®w, ——1,ona:
n—+oo

u, ~ sinu, ~ Zﬁ\/a

, 1
Enfin, comme &, ————0,0n ¢, :o(w/en) et 2¢, arcsm(; ~ me, , donc :

n

%, arcsin(iJzo(\/g J=o(u,).

® ®

n n

. ! 1 .
Finalement, TT— 2, arcsin (—j =u, +o(u,), donc m—2w, arcsin (—j ~u, ~ 242\[e, , soit :

. ( 1 J 2Inn
T—2m, arcsin| — | ~
() n

n




