PSI* mars 2022

Corrigé du Concours Blanc (Centrale 2020 — PSI — Maths 1)

I - Cas de la loi de Poisson
LA -

Q1. La variable S, =X, +...+ X, de dépend pas de X ,, . Comme les X, sont indépendantes, le
lemme des coalitions permet de conclure que :

Les variables aléatoires S, et X ,, sont indépendantes.

n+l

Sans le lemme des coalitions :
Ona S, (Q)=X,,,(Q)=N et, pour tous p,ge N :
P(S,=p.X,,=q)=P(X,+..+X,=p,X,., =q)
= > P(X =i.X,=i.X,,=q)

(i soniy JEN"
i +.+i,=p
= > P(X, =i)..P(X,=i,)P(X,, =q) parindépendance des X,
L
= > P(X =i,..X,=i,)P(X,., =q) encore par indépendance des X,
el
:P(X)Hl:q) Z P(Xl_ll’ ’Xn:ln)
(i iy JEN"
i+ A+, =p

Donc, §, et X, sont indépendantes.

n+l

u ()
Q2. La variable X, suit une loi de Poisson de paramétre %2, donc P (X, =k)=¢" % pour tout

ke N, et pour tout 7€ [—1,1] :

_5\ R _y, () P w1 [t k_ %%
GXI(I)_ZP(Xl—k)t —Ze 7l =e ZF E =e 2e?.
k=0 k=0 . k=0 K-

Remarquons que la série exponentielle converge sur R , donc pour tout re R :

t—1

Gy (=e?
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2z 2z *
Q3. Procédons par récurrence sur ne N .
1
® Pour n=1,onabien Gy =G, = (GX1 ) , donc la propriété est vraie aurang n=1.

e Supposons la propriété vraie 2 un rang ne N .
Ona S, =S +X,,.etS et X , sontindépendantes d’apres la question Q1, donc :

Gy =Gy Gy .

n+l

Par hypothese de récurrence, Gy = (GX] )n et comme les X, suivent toutes la méme loi, on a
Gy =Gy ,dou:

G, =(6,) G, =(G,)".
Ainsi, la propriété est vraie au rang n+1.

La propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N, soit, pour tout € R :

G, ()=(G, (1))’

Q4. D’apres les deux questions précédentes, on a pour tout 7€ R :

G, ()=(G, ) =",

On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
parametre 3 Or, la loi de probabilité d’une variable aléatoire est entiecrement définie par la série

génératrice, donc :

La variable S, suit une loi de Poisson de parametre 5

I.B -
Q5. Pourtout ne N°, P(S, >n)= > P(S,=k),donc:
k=n+1
2Y' = (2 = (2 1) = 1 (n)
=1 P(S,>n)= =1 P(S, =k)= =l e —|=| = — =] .
n("j ( ! n) k:zm—ln (nj ( ! ) k:zm—ln (”j ‘ k!(Zj ‘ k:zm-ln k!(Zj

En réindexant avec k'=k —n (qui est renommé k), on obtient :

2\ ol 1 (n)
N2 P(S >n)=e? = .
"(nj (S, >m)=e" 2 m <k+n>!(2j

Soit, pour tout ne N :

n +oo 1,k k
n'(zJ P(S, >n)=e_"/22—n'n (l)
n = (n+k)!\ 2
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Q6. Soit ne N” fixé. Pour tout ke N ,on a:

n 1 ~ 1
n+k)! (n+D(n+2)..(n+k) I1

(n+j)

1< j<k

Etpourtout je[l,k],ona 0<n<n+j<n+k,donc n* SH (n+ j)<(n+k)" etainsi:

1<j<k
1 < n! Si.
(n+k)  (m+k)! n*

Et en multipliant par n* >0, on obtient :
k | k
( n J Lt
n+k (n+k)!

B S
(1+kx)* 28~

Q7. Pour tout ke N et tout xe R,, on pose u, (x)=

Pour tous ke N et xe R_,ona (1+kx)" >1 et:

1
Ju, ()| =1, (x) < >

o : : 1
Ainsi, u, est majorée sur R, , donc ||uk||w = sup |uk (x)| existe et comme u, (0)=—-,ona:
xeR,

1

||u || :sup|u (x)|:max|u (x)|=—.
e xR, ¢ 1R, ¢ 2k

. PN 1 1 ..
Enfin, comme la série géométrique Z? converge (car O<§<1), la série znuk”w converge,

autrement dit :

La série de fonctions ZMk converge normalement sur R, .

Q8. Comme la série ZMk converge normalement sur R , elle converge simplement sur R, .

-k
Pour ne N fixé, le R,. Pour tout ke N, on a u, (1J2(1+kj 2—1]( et la série Zuk (lj
n n n n

converge, soit :

n

—k
La série Z(1+Ej % converge.

De plus, pour tout k€ N', x+>u,(x) est une fonction rationnelle définie sur R, . Elle est donc

continue sur R, . La convergence normale de Z”k permet alors de conclure que la fonction
+o0

x> ZMk (x) est continue sur R, .
k=1
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En particulier, en 0, on a :

L3 < =1 %3
Iim» u,(x)=> u (0)=) —= =1.
%Z L (%) Z (0) 22 —

n—+oo " 400

oo —k k
lim Z(Hﬁj (lj =1
n—>+oo i n 2
Q9. Pour tout ne N ettout ke N',ona:

(3] ()

—k k ' k
D’apres la question Q6, on a (1+£j :( " j < nn <1, donc:
n n+k (n+k)!

o<(+3) (3] =aila) =(3)
n) \2) " (m+i)\2 2

+o0 k I k
Or, Z(lj =1, donc par théoréme de comparaison de séries a termes positifs, Z 2 (lj
>3 — (n+k)\ 2

. 1 LS 1 . )
Enfin, comme —— 0 ,ona lim Zuk (—j = lm(l)Zuk (x), soit :
n k=1 n 20

converge (on le savait déja avec la question Q5) et pour tout ne N :

+oo —k k4o 1,k k
Z(Hﬁj (lj <3 (lj <1
o n 2 o (n+k)!I\ 2

n ' k k i}
Or, d’apreés la question Q5, on a e”’zn!(gj P(S,>n)= Z nn (lj , donc pour tout ne N :
n “ i+ 2

e —k k n
Z(l_,_&j (lj ge”/zn!(gj P(S,>n)<1.
n 2 n

k=1

too —k k
Avec le résultat de la question précédente, lim Z(1+kj (%j =1, le théoreme des gendarmes

n—+oo =y n

permet de conclure que :

lim e”/zn!(gj P(S,>n)=1.

n—+o n

Autrement dit :

P(S,>n) ~ e‘"/zi(ﬁj

n—>+eo n\ 2
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Q10. A Tl’aide de la formule de Stirling, n! ~ ~/27n (Ej , et du résultat précédent, on obtient :

n—+oo e

P(S, >n) ~ — [£]

Comme 0<£:\/E<\/§<l,ona:
2 4 4

P(S,>n)= o (a") avec a:%e]o,l[.

n—+oo

IT - Quelques résultats sur les matrices

IILA = Ici, A= (al.,j)e M, (R) est strictement positive, soit a; ;> 0 pourtous i, j€ [[l,n]].
Q11. Soit x=(x,),.;., € R" (on rappelle que R" estidentifi¢ a2 M, (R))et y=Ax=(y,).., € R".
Supposons que x>0, soit x, 20 pour tout je ﬂl,n]] .

On a alors a; X, 20 pour tous i, j€ |I1,n]], donc y, = Zai,_].xj >0 pour tout i e |I1,n]].

J=1

De plus, si pour i€ [[l,n]] donné,ona y, = Zal.’jxj =0, alors a; ;x; = 0 pour tout je [[l,n]] car c’est

j=1
un somme nulle de termes positifs ou nuls. Et comme, pour tous i, j€ [[l,n]], a ;> 0 donc a, i E 0,
on obtient x; = 0 pour tout je [[l,n]] , autrement dit x=0. Ainsi, si I’'une des composantes de Ax
est nulle, alors x est nul.

Finalement, on a bien pour tout xe R" :

x20 = Ax=20
x20,x20 = Ax>0

Q12. Prouvons par récurrence sur k que pour tout ke N, A* >0.

e Pour k=1, la propriété est vraie par hypothese sur A (A est strictement positive).

e Supposons la propriété vraie A un rang ke N .
Si on note c,...,c, les colonnes de A, on a ¢; >0 (donc c; 2 0, ¢; #(0) pour tout je [[l,n]] et
les colonnes de A**' sont A'c,, ..., A'c,.
Par hypothese de récurrence, A* >0, donc A*c ;>0 d’apres la question précédente. Ainsi, tous
les coefficients de toutes les colonnes de A**' sont strictement positifs, donc A>0.

La propriété est donc vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N, soit :

Pour tout ke N°, A" >0.
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Q13. Ici, Sp(A) est le spectre complexe de A, donc n’est pas vide et p(A) = max{|7\, ,Ae Sp (A)} est

bien défini. De plus, {|7u

,Ae Sp (A)} cR,, donc p(A)=0 et montrer que p(A)>0 revient a

,Ae Sp (A)} * {O} , autrement dit que Sp (A) contient une valeur non nulle.

montrer que {|7u

Notons ¥, = H xespm)(X — k)nl le polynome caractéristique de A (ou n, est la multiplicité de 7).

n

Supposons que Sp(A)={0}. Alors y,=X" et, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a

X.(A)=A" =0, . Or, d’apres la question précédente, A" >0, ce qui est absurde.

Ainsi, Sp(A)#{0} etdonc :

p(A)>0

Comme p(A) #0, on peut poser B = LA . Montrons que Sp (B) = {L, Ae Sp (A)}.
p(A) p(A)

Pour tout ue C,ona:

1 1
ker(B—ul, )= ker(p(A) A—ulnj = ker(p(A) (A—p(A), )j =ker(A—-p(A)ul,).

On a donc bien :

A
Sp(B)=1——,Ae Sp(A).
p (B) {p(A) € Sp( )}

Remarquons que ce qui précede prouve aussi que ker (B —% 1 "j =ker(A—AI,) pour tout
p

Ae Sp(A), et donc que les sous-espaces propres de A et B sont les mémes.

Alors :

p(B) = max {|u

A
, Sp(B)= —|,Ae Sp(A
e Sp(B)} maxﬂp(A) e Sp( >}

= max{ I |k
p(A)

1
A€ Sp(A)}=mp(A)

1
e Sp(A)}—mmax{Pu

1
——A|=1
(i)

Q14. Si A est diagonalisable sur C, il existe (A, A,,...,A,)e C" et Pe GL,(C) tels que :

Autrement dit :

A=PDP™!
avec D =diag (A, A,,..., A,).

Alors, pour tout ke N, A* =PD*P™" avec D* =diag (A, AS, ..., AL ).
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: AMl=n [ <p(A)*, done si 0<p(A) <1 lim p(A) =0
On a de plus, pour tout j€[1,n], j‘—‘ J.‘ <p(A)*, donc si 0<p(A)< ’Onakierp( Y¥=0 et,

avec le théoreme des gendarmes, on lim
k

—+oo

xﬂzo etdonc lim D=0, .

—+oo

Comme 1’application M — PMP~" est linéaire sur M, (R), elle est continue car M (R) est de
dimension finie. Alors :

lim A*= lim (PD"P‘I):P( lim Dk)P‘l =P0,P'=0,.

k—+o k—+o k—+o00

Ainsi, quand A est diagonalisable sur C et p(A) <1, on a bien :

lim A" =0,

k— 4o

II.B - Ici, A=(q, ;)€ M (R) est strictement positive telle que p(A)=1, Ae Sp(A) telle que
A =p(A)=1 et x=(x)),,., €C" tel que x#0 et Ax=0Ax.

Q15. Si comme plus haut on pose y = Ax=(y,),..., € C", on a, pour tout i€ [1,n] :

n
V= Zaih}.x. =Ax,.
=l

Done, |y|= =|Ax|=|A|[x|=]|x| et avec @, ;>0 pour tout ie[l,n], on obtient avec

n
Z a; X
j=l1

I’inégalité triangulaire :

n n n
<3 a 5 |= Xl )= 2 )
|xt|— awxj at,J x/ at,J x/ :
J=1 J=1 J=1

n
Comme les Zai i ‘x j‘ sont les composantes de A|x| ceci prouve que :
i=l1

<Al

Q16. On suppose que A|x| * |x| (attention : ceci ne veut pas dire que |x| < A|x| ).
Notons Alx|=(,), € R} et A’|x|= (W), € R} (d’apres la question Q12, A*>0).

On a alors pour tout j&[l,n], v, 2 ‘xj‘ (car |x|< Alx]) et il existe j, € [1.n] tel que v, > ‘xjo‘ (car

A|x| * |x| ).

Alors, pour tous i, j€ |I1,n]], a; v, > a; ; ‘xj‘ et a,,v,>a;; xjo‘. En sommant sur j, on obtient pour

tout i€ |I1,n]] :

n n
W= Z a; ;v > Zai.j ‘x‘i‘ =V
=l =l
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n
De plus, pour tout i e ﬂl,n]], v, = Zai ; ‘xj‘ >0 (sinon tous les g, ; ‘xi‘ seraient nuls, donc tous les X;
j=1

. s YR . Wi
seraient nuls, car aucun g, ; Mest nul). On peut donc écrire que pour tout ie [[l,n]], —>1, en
s V.

1

W, W, . .
particulier min —L>1. En posant alors min — =1+€ avec £>0, on obtient pour tout i€ [1,n] :
iel[1,n vi icl[l,n Vi

w,
—21l+e & w2(+e)y, & w -y ey,
v,

l

Ceci prouve que A*|x|—A|x|>€A|x| etainsi:

Il existe un réel €>0 tel que A”|x|—Alx|>€A|+].

Q17. De plus, comme A>0 etL>0,ona B:LA>O.
1+¢ 1+¢

Prouvons par récurrence sur k que pour tout ke N*, B* A|x| > A|x| .

e D’apres ce qui préceéde, ona A’ |x| —A|x| > i—:A|x , soit

L a2 =BAld= Al
I+¢

La propriété est donc vraie au rang k =1.

e Supposons la propriété vraie 2 un rang k€ N, soit B* A|x| > A|x| .
On a alors B* A|x| - A|x| >0 et,comme B >0, la question Q11 permet de conclure que :
B(B*Ax|-Al)20 & B™Alx-BA|{20 o B"'Alx=BA|+.

Et avec BA|x| > A|x , on obtient :

Bk+1A|x| > A|x| )
La propriété est donc vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ke N, soit :

BkA|x|2A|x|

+ €
donc on a (avec €>0):

Q18. Ona B :%A. On prouve comme dans la question Q13 que Sp(B) = {%, Ae Sp(A)} et
+£&

_pA)_ 1
1+e 1+¢

p(B) <1.
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De plus, on a vu dans la question que B >0, et donc d’apres le résultat admis a I’issue de la question
Q14, on peut conclure que :

lim B* =0,

k—+oo0

Q19. Notons pour tout ke N, B* = (b,-(,l;))

I<i, j<n

En reprenant la notation A|x|=(v,),.., on a pour tout ke N, B*A|x|= {z by jj :
1<i<n

=
D’apres la question précédente, on a pour tous i, j€ [1,n], klim b*) =0, donc pour tout i€ [1.n] :
—S+4o00 U

n
: *),
lim » b''v, =0.
1

k—+o0 &

Et ainsi :

lim B*A[x=0.
Ceci contredit les questions Q15 et Q17 qui permettent de conclure que pour tout ke N,
B* A|x| = A|x|2|x| avec x#0.

Ainsi, I’hypothese A|x| * |x| mene a une contradiction et donc :

Al =

11.C -

Q20. D’apres ce qui précede, il existe un vecteur non nul z :|x| 20 tel que Az=z, donc 1 est

valeur propre de A. De plus, on a A(Az)= Az et donc Az est aussi un vecteur propre de A, associé a

la valeur propre 1.

Or, z20 et z+#0, donc, d’apres la question Q11,ona Az >0 et ainsi :

La matrice A admet un vecteur propre strictement positif associé a la valeur propre 1.

Q21. Soit Ae Sp(A) telle que |k| =1et x=(x,).., € C" un vecteur propre associé a A.

On a Ax=Ax, donc |Ax| =|7\x| =|x| et, d’apres la partie I1.B, A|x| =|x|. Alors,
tout i€ |I1,n]] :

Ax| = A|x| et pour

n n n
Z @ x| = Zaf,j ‘xﬂi‘ = Z‘aiuixj‘ :
j=l1 j=1 j=l1

Le résultat admis dans 1’énoncé est donné pour des nombres complexes non nuls, mais quitte a
prendre A i = 0 pour z ;= 0, on peut I’étendre a z,, z,, ..., z, des nombres complexes non fous nuls.
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Ainsi, il existe un indice pe [[l,n]] tel que x, #0 (on peut prendre p €gal au plus petit indice j tel

que x;#0) et pour tout je[l,n], il existe o, eR, tel que a, x, =0, a x, et donc, avec

Ax=x, onapour tout i€ [1,n] :
n n n
4% =D 0, a, X, = (Z%}aiﬂp =y,
Jj=l Jj=1 Jj=1
n
En particulier, en prenant i=p, on a (2 o, j)a% ,X, =Ax, et comme x, 6 #0, on obtient
j=1

A= (Z Ocp,jJap,p e R, . Avec |7n| =1, la seule possibilité est A=1.
j=1

Ceci prouve que :

1 est la seule valeur propre de module 1 de A.

Q22. Conservons les mémes notations que dans la question précédente (x=(x,),.. est donc
maintenant un vecteur propre associ€¢ a 1). D’apres ce que I'on vient de voir, on a pour tout

ie[l,n] :
n
X = (zai,/‘jat}pxp = uixl’
j=1

avec W, € R, . Ainsi, x=x 1 avec pe (R,)".
Comme A est une matrice réelle et 1 est aussi un réel, E,(A) =ker(A—1,) est un sous-espace de R".

Nous venons donc d’établir que pour tout xe E (A), x est colinéaire a un vecteur non nul et a
coordonnées positives, autrement dit, toutes les coordonnées de x sont de méme signe.

Supposons alors que dimE|;(A)=2. Soient e, et e, deux vecteurs de E|(A), non colinéaires et a
coordonnées positives.

Sionnote ¢ =(¢,,¢€,,...,¢,) et &, =(e,,€,,,...,¢,,) oules ¢ ; sontdes réels positifs.

el,a eZ,a

Il existe a,be [1,n] tels que =e,,6,—¢€,6,#0 (car ¢ et e, ne sont pas colinéaires).

1.b 2,b

Pour tout t€ R, ¢ +1e,€ E|(A), donc les ¢ ; +1e,, sont tous de méme signe. En particulier, pour
tout re R :

2
P(t)=(e, +1te,,)e ,+1e,,)=¢e, e, I +(e e, +e,e )+e e,20.
Or, le discriminant de ce trinOme est :
2 _ 2
(€6, te,6,,) —4e, e 6 0,=(€,e,—e,e,) >0.

Donc P admet deux racines réelles distinctes, ce qui implique que P change de signe sur R, ce qui
est contradictoire avec P(#) =0 pour tout e R.

10
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Ainsi, supposer que dimE|(A) =2 mene a une contradiction, donc dim E,(A) <1 et comme E, (A)
est de dimension au moins 1 :

dimE, (A)=1

Q23. Rappelons la proposition 1 :

Si Ae M, (R) est une matrice strictement positive, alors p(A) est une valeur propre
dominante de A (c’est-a-dire p(A)). Le sous-espace propre associé E, , (A) est de

dimension 1 et dirigé par un vecteur propre strictement positif.

Soit Ae M (R) est une matrice strictement positive.

On a vu dans la question Q13 que p(A)>0 etque si B= ﬁA, alors :
p

® B est strictement positive et p(B) =1 ;
o Sp(A)={p(AA Ae Sp(B)} et E,,,(A)=E,(B) ;

Les parties I1.B et I1.C ont permis d’établir que 1 est valeur propre de B (question Q19), que c’est la
seule valeur propre de B de module 1 (question Q21), que B admet un vecteur propre strictement
positif associé a la valeur propre 1 (question Q20) et que dim E,(B) =1.

Avec Sp(A)={p(A)A, e Sp(B)} et E
valeur propre de A, c’est la seule valeur propre de A de module p(A), A admet un vecteur propre

(A)=E,(B), on en déduit immédiatement que p(A) est

strictement positif associ€ a la valeur propre p(A) et dimE,, (A)=1. Autrement dit :

La proposition 1 est prouvée.

IL.D - 1Ici, A=(a, J)E M, (R) est strictement positive et diagonalisable sur C.

A p
Pour tous Ye M, (R) et pe N, onnote ¥, = (—j Y

p(A)
Q24. On considere Le S =Sp(A)\{p(A)}, donc [A|<p(A), et Y€ E,(A), donc AY =AY .
Ona A’Y =Y =L" etsipour pe N, A’Y =AY, alors :
APTY = AA’Y = ANY)=APAY = AP (MY) =AY .

Ceci prouve par récurrence que pour tout pe N, A’Y =A"Y et donc :

SRR ES P
"op(ay p(A)” p(A)

A
Comme [A|<p(A),ona
g p(A)

P
<1 et donc ( (}:4)) ——7=—0, ce qui permet de conclure que :
p

lim Yp =0

p >+

11
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Q25. Posons D= E, , (A) (d’apres la question Q23, D est une droite dirigée par un vecteur X, de

R", strictement positif) et H = x@sE}” (A) o I’on a toujours Le S =Sp(A)\{p(A)}.
Comme A est diagonalisable sur C, on a:
C'= @ E(A=D®H.

AeSp(A)

Or, D est un sous-espace de R" (sous-espace propre d’une matrice réelle, associé a une valeur
propre réelle), donc H est aussi une sous espace de R", eton a:

R*"=D®H.

Alors, pour tout Y € .7\/1,1’l (R) strictement positif, on a :
Y=0X,+) Y,
avec o€ R et ¥, € E, (A) pour tout Ae S (et ersyk e M, (R)).

Pour tout pe N :

AY L 1 ’
Y, = (@j T CEEDINN AL p(A)” (ad”X,+3, A,

4 P ?\I p
(OCP(A) X+ ZAes}\’ Yx) =X, zx&s(mj b

" pAy

P
Comme dans la question précédente, on a ( A)j ——7=—0 pour tout Ae S, donc:
p

lim ¥ =o0X,.

p—+oeo

Or, oX, est le projeté de Y sur D parallelement a H, donc :

La suite (Y,), converge vers le projeté de ¥ sur D = E,, (A) parallelement a H = x(-BS E, (A).

On vient de voir que aX, est le projeté de Y sur D parallelement a H.

. . A Y o
D’apres Q12, A” est strictement positive pour tout pe N, donc (mj est aussi strictement
p
positive pour tout pe N (car p(A) >0 d’apres Q13). Or, Y est positif, donc d’apres Q11, le vecteur

p
A . . .
Y =|——| Y est positif pour tout pe N. Or, lim ¥ =oaX,, les coordonnées de aX, sont
" ) pove P '
limites de suites de réels positifs et donc :
oX, est positif.

Enfin, comme X, est strictement positif, oX, est soit nul (quand o =0), soit strictement positif
(quand o # 0, donc o> 0).

12
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Ainsi, toujours avec D = Ep( 4

(A) et H=@E,(A) :

S’il est non nul, le projeté de Y sur D parallelement a H est strictement positif.

IL.E —Ici, A est toujours une matrice strictement positive de M, (R).

Q26. Le polyndme caractéristique (réel) de A est scindé sur C, donc A est trigonalisable dans
M (C), autrement dit, il existe deux matrices 7€ M (C) triangulaire supérieure et Pe GL (C)

telles que A=PTP™' et les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres complexes
(distinctes ounon)de A : A, A,,..., A

ne

Pour tout ke N, ona A*=PT*P™" ot T* est une matrice triangulaire supérieure (le sous-espace

des matrices triangulaires supérieures de M, (R) est stable par produit) dont les coefficients

k

diagonaux sont Af, A%, ..., A (les coefficients diagonaux du produit de deux matrices triangulaires

supérieures sont les produits des coefficients diagonaux des deux matrices).

Ainsi :

Pour tout ke N', A" est semblable dans M (C) a une matrice triangulaire dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres complexes de A élevées a la puissance k.

Q27. D’apres ce qui précede et en conservant les mémes notations, on a pour tout k€ N :
Tr(A)=Tr(PT"P™")=Tr(T")=A{ + A5, .. +A.

Quitte a renuméroter les valeurs propres, on peut prendre A, =p(A). Comme p(A) est la valeur

propre dominante de A, dimE, , (A) =1 eton a ‘kp‘ <p(A) pour tout pe[2,n].

7\‘ k
Alors, pour tout pe[2,n], klim [ (z)j =0, donc :
—>+o0 p

k n }\’ k
tim 24 iy 1+z( i j =1.
k—+oo p(A) k—+oo ' p(A

Alors :
Tr(A™) _ e (TrAY) pa) )
koo Ti"(Ak) _p(A)kllH—lm( (A)k+l Tr(Ak)J_p(A)Xlxl
Soit :

1 k
kv Tr(AY)

13
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III - Une inégalité relative aux chaines de Markov
LA -

Q28. Soit ne N". Pour tous i, j&€ [[O,N]], onagq,;=F, _, (X,.=J)-

Pour ie [[O,N ﬂ fixé, I’application Fy _ estune probabilité sur 'univers €.

i

Or, la famille ((X w1 = J )) est un systéme complet d’événements (car X,,,(Q)=[0,N], donc

je[o.N]

N
UJ,EIIOJV]](XW+1 =j)=Q etles (X,,, =) sont deux a deux disjoints). Ainsi, ZP(XH) (X,.,=j)=1,

j=0

soit pour tout i€ [O,N] :

N
Zqi,j =1

j=0

Q29. Comme dans la question précédente, la famille ((X,=i)) est un systtme complet

ie[0,N]

d’évenements. Soit je [[0, N ]] D’apres la formule des probabilités totales, on a pour tout ne N :

N N
P(Xn+l:j):zP(Xn:i)P(Xn:i)(XrH—l:j) = P(Xn+1:.]):zqz,jP(Xn:l)
i=0

-0

Alors :
N
Zqi,OP(Xn :l)
P(Xn+1:0) =0 . Qoo " 4j0 7 Ao P(ano)
: . : : : :
P(X,,=J) |=| 2a,P(X,=i)|=|q%,; 4, = v, || P(X,=))
. i=0 : : . .
P(Xn+1 :N) N . qO,N qj,N qN,N P(Xn :N)
zqi,NP(Xn :l)
i=0
Soit, pour tout ne N :
Hn+l :QTnn

Q30. Prouvons alors par récurrence sur n que pour tout ne N°, T, =(Q")""'I1, .
e Pour n=1,onabien II, = (QT)OHI, donc la relation est vraie au rang n=1.

e Supposons la relation vraie 2 un rang ne N*. On a alors :
T T T\n— T\ (n+)—
I,,=Q'T,=0"(Q")" 11, =(Q")""II,.
Donc la relation est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ne N .

14
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Ainsi, pour tout ne N, le vecteur IT , dont les composantes donne la loi de X, , est totalement

déterminé par n, la matrice connue Q et I1, qui donne la loi de X .

Ceci permet de conclure :

Pour tout ne N*, laloi de X , détermine enticrement la loi de X, .

HIL.B - Soit te R.

Q3L Ona AN =(a, (1) =(q,,¢") My (R).

€
i,je[0.N]

De plus, par hypothese, g, ;>0 pour tous i, j€[0,N]. Comme e” >0 pour tout je[0,N], la

matrice A(f) est strictement positive.

Alors, A(f)" est aussi une matrice réelle strictement positive, donc, d’apres la proposition 1 et la
question Q13 (pour la stricte positivité de la valeur propre dominante) :

La matrice A(f)" posséde une valeur propre dominante y(f) > 0.

N
s o4 [ * S, — (n) .
Q31. D’apres I’énoncé, on a pour tout ne N, E(e’ )— Z{;Y’ (1) avec:
=
Yy (1) 2 (1) P(X,=0)

YO =" [=(A07) 20 =(a07)"| 7,0 [=(40T)| P(X,=))e"

Y () zy () P(X,=N)e"

La matrice A(r)' est strictement positive et le vecteur Z(f) est positif et non nul (car tous les

P(X,=j) ne peuvent pas étre nuls en méme : leur somme vaut 1) . Alors, pour tout n>2,

(A®)T )n_l est strictement positive (Q12), donc Y (¢) est strictement positif (Q11).
N

Alors, E (e’S" ) =>Y"()>0 etdonc In (E (e'S" )) est bien défini.
/=0

De plus, d’apres le résultat entendu de la proposition 2, comme AD"'>0, Z@)=0 et Z(t)#0, on
peut écrire :

1 1 n—1
lim ———Y" (@)= lim ———(A®)") Z®=X()
n—>+oo(,Y(t)) n—+oo (Y(t)) ( )

ou X (#) est nul ou bien un vecteur directeur strictement positif de E, (A(t)T) .

En admettant que pour tout je [[0, N ]], P(X = j) #0, le vecteur Z(t) est strictement positif et alors
X (t) n’est pas nul (d’apres le résultat admis a la fin de la partie I1.D).

15
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En notant alors s(¢) >0 la somme des composantes de X (¢),on a :

1 1 Y
lim —E(e'™ )= lim — > Y (1) =s0).
e (v@) (™) " (v() ,Z?
Alors :
1
lim In —E(e” ) |=In(s()).
| b))
Et donc :
lim | ~1n ln_lE(e’S") =(lim ljxln(s(t))zo.
n—o+e| p (Y(t)) n—o+ep
Or:
Lin|—L _E(e) =l(ln[E(e'S")J—(n—l)ln('y(t)))
no | (v®) n
1

= Lin[E(e™) - (v0)+21n (v0)

n

Avec Tim L1n (Y(t)) =0, on obtient finalement lim 1 [E (e )] ~In(y(t)) =0, soit :

n—+e p n—+ep

lim lln[E(e’Sn )] =In(v) =)

n—+o p

hni.Cc -

II1.D —
Q35. Posons pour tout ne N ettout r€ R, , f,(¢) =lln[E(e’S" )]
n

On admet que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur R, vers la fonction A

neN"
définie dans la question précédente.

Alors, pour tout réel € >0, il existe n,€ N tel que pour tout entier n>n, et tout te R, :

fn-Mo<e & M-e<f,0<M+e o n(M-€)<h[E(e*)][<n(r)+e).

Ainsi, il existe bien un rang n,€ N tel que pour tout ne N et tout r€ R, :

nzn, = In [E(e’s” )] <n(Mt)+e)

Q36. La variable aléatoire e'* est positive et admet une espérance. On peut donc utiliser I’inégalité
de Markov, qui donne pour tout réel o0 >0 :
E (ezS,, )

o

P(e* 2a)<

16
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Avec ce qui précede, on a pour tout entier n >n, et tout re R, :

P (e’s” > Oc) < le"(wm) )
(04

ntam

Si prend o =¢e"" >0 ou a est un réel strictement plus grand que 1, on obtient :

P (erSn 2 entam) S e— nrameﬂ(l(t)‘*‘ﬁ) .

Or,si t>0,0na (e'S” > e’”‘”") = (S, 2 ntam) = (S, 2 nam) et, comme S, est positive, 1’égalité reste

vraie pour t =0, donc pour tous n>n,, a>1lette R, :

P(S,=2nam)<e ntam (M1 )+e)

Q37. D’apres ce qui précede, on a pour tous n>n,, a>1 et te R, :

P(Sn 2 nam) < e_n(tam—x(,)_e) .

Ainsi, P(S, = nam), qui ne dépend pas de ¢, est un minorant sur R, de 7> g "lam=rn=¢)

Or, A (am) = sup,., (tam—k(t)), donc, avec n>0 et la décroissance et la continuité de la fonction

—Xx+ne

X>e (voir la remarque ci-dessous), on peut écrire :

e—n()h*(am) —8) _ e—n}g‘:(am) +ne _ inf,zo |:e— n(tam=\(1)) + n£:| — infrzo |:e—n(tam—7»(r) —¢) j| )

—n(tam—A(t)—¢€)

Comme la borne inférieure de 1t e
tout entier n>n, ettoutréel a>1,ona:

est son plus grand minorant, on en conclut que pour

—n(?x*(am)—s)

P(S,=nam)<e

Remarque :
Si f est une fonction majorée sur I < R avec M =sup,_, (f () et g est une fonction décroissante sur
m (qui contient M) et continue en M.
e Pourtout r€/,ona f(1)<M etdonc g(M)<g(f(t)), car g est décroissante. Ainsi, g(M)
minore go f .
e Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (¢,),_ € I" telle que

ft,)—=—>M . Alors, g(f(t,))———=—>8(M), car g est continue en M.

n—+oo

Ceci prouve par caractérisation séquentielle que g(M)=inf_, (g° f(1)).

Q38. Avec la linéarité de I’espérance, on a :

m= lim lE(sn)= lim E(lsnj: lim E(—X1+"'+Xn): lim [E(X1)+-..+E(Xn)j.

n—+eopn n—+o n n—+o n n—+oo n
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Comme X, représente le nombre d’erreurs susceptibles de se produire a l'instant n, E(X))

représente le nombre moyen d’erreurs se produisant a I’instant n.

E(X)+..+E(X,)
n

Alors,

s’interprete comme le nombre moyen d’erreurs se produisant par instant

E(X)+..+E(X,)
n

entre les instants 1 et n. Et quand n devient grand (n — + o), m , donc :

n—+o

Le nombre m s’interpréte comme le nombre moyen d’erreurs
se produisant a chaque instant lors du processus industriel.

1 . . ‘o £
Comme P(S, >nam)= P(— S 2 amj , le résultat de la question précédente peut se récrire pour tout
n

entier n > n, et toutréel a >1 :

P(l S, 2 amj < e_n(X (am =) .
n

. T | X +.+X . .
Or, la variable aléatoire —S, =—————" représente le nombre moyen d’erreurs se produisant

n n

. 1 e .
entre les instants 1 et n, donc P(— S, 2 amj est la probabilité que se produisent en moyenne plus de
n

am erreurs par instant, entre les instants 1 et n.

Comme a>1 et m>0, on a A (am)>0 d’aprés ce qui est admis dans 1’énoncé. On peut donc

prendre €€ ] 0,\ (am) [ et dans ce cas, ona A (am)—€>0.

—n(\ (am) - . —n(A\" (am) - . .
Alors, e (¥ tam) =) ————0 et la décroissance de (e (¥ (am g)j est rapide (exponentielle).

=m0

Donc :

La probabilité que se produisent en moyenne plus de am erreurs par instant
devient rapidement tres faible quand on répete beaucoup la tache répétitive.

HLE -

Q39. Question bien vague... Qu’entend par « raisonnable » ?

Pour i€ [1,L] donné, on a A'(x,)=sup,,, (tx, —A()). Or, pour évaluer rx,—A(f), on n’a que les
valeurs 1, x, —X(tl), t, X, —X(tz),...,t,( X —X(IK), donc pour estimer A (x,), la seule chose que 1’on
puisse faire est de prendre la plus grande des K valeurs ci-dessus, soit A (x,) = gljg (t X 7Au(t j)) .

De 1a a dire que cette estimation est bonne...
Q40. D’apres I’énoncé, on a :
{k*(x) =0 quand x<m

A (x)>0 quand x >m

18
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. , . # . .
Si avec les données fournies, on trace la courbe de A en fonction x, on obtient :

8,00E-02 -
7,00E-02 |
6,00E-02 - *
5,00E-02 +
4,00E-02 - *

3,00E-02 *

2,00E02 | +

1,00E-02 - *

0,00E+00 3 b - - - - T !
45 46 4,7 438 4,9 5 51 5,2 53 54 55

On constate que la courbe se sépare de I’axe des x quand x=4,75, donc A" (x) =0 quand x<4,7 et

A" (x) >0 quand x>4,75. On peut donc estimer que :

4, 7<m<4,75

D’apres la question Q37, pour tout réel € >0, il existe n,€ N* tel que pour tout réel a>1, donc

pour a=1,1, on a pour tout entier n>n, et tout re R, :

P(Sn 2 1,1Xnm) S e_”(xk(l,lm)_a) .

De plus, comme (S, >nam) < (S, 2nam),ona P(S, >nam)< P(S, 2nam) et donc

En prenant a =1,1>1, on a donc pour tout entier n > n, et tout te R, :

P(Sn > 1,1Xnm) S e_n(}\*(lvlm)—a) .

Avec 4,7<m<4,75,0n a 5,17<1,1m<5,23, donc d’apres les valeurs fournies, A (1,1m) = 0,046,
donc

P(S,>1,1xnm)< o "(0046-¢)

Donc :

On peut prendre h=0,046 —¢& pour tout €€ | 0;0,046] .
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